北京 大 学 物理 字 术 消 


* The Series of Advanced Physics - 


of Peking University 
Wa dl a i, Ne や 内 
Ta 本 ee -= | = ' 
A Ry 训 医 "J に Is 
EBA SY Nd 
IT 了 海 


- 关 464047 
ュー NI 


ーー 00a64017 


リプ 
A 
ーー 


し. 。 
图 书 在 版 编目 (CiP) 粕 据 
特殊 画数 概 徐 / 王 竹 漂 ” 郭 敦 仁 , 一 北京 :北京 大 学 出 版 社 ， 
2000. 5 
(北京 大 学 物理 学 从 书 } 
ISBN 7-301-04530-1 
I . 特 … I. 王 … 下 . 特殊 男 数 -概论 TV.0174.6 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数 指 核 字 (2000) 第 07g16 号 


价 : 


: 特殊 卫 数 拔 论 。/  ， 


王 竹 溪 ” 郭 敦 仁 

周 月 梅 

于 惠 敏 

ISBN 7-301-04530-1AO 。464 
北京 大 学 出 版 社 


: 北京 市 海淀 区 中 关 村 北京 夫 学 校内 100871 
: http:/ /cbs. pku. edu. cn/cbs. htm 
: 出 版 部 62752015 ”发行 部 62754140 编辑 部 62752032 


zpup@pup. pku. edu. cn 


: 北京 高 新 特 公司 流光 照排 中 心 


北京 太 学 中 询 厂 印 裔 


: 北京 大 学 出 版 社 
: 新 华 书 店 


850X1168 32 开本 22.25 印张 540 和 干 字 


2000 年 5 月 第 1 版 2000 年 5 月 第 1 次 印刷 
34.00 元 


The Series of Advanced Physics of Peking University 


Introduction to Special Function 


Wang Zhuxi Guo Dunren 


Peking University Press 
Beijing 


内 容 简 全 


本 书 较 系统 地 讲述 - 些 主要 的 特殊 着 数 ,如 T 落 数 函数 .起 几何 函 
数 勒 让 德 函数 .合流 超 几 何 函 数 . 贝 塞 耳 西数 .椭圆 函数 , 椭 球 谐 函 数 . 马 丢 
《Mathieu) 函 数 等 . 同时 也 一 明 一 些 在 讨论 特殊 函数 时 常用 的 概念 和 理论 ,如 
关于 函数 的 级 数 展开 和 无 穷 乘积 展开 , 渐 近 展开 ,线性 常 微分 方程 的 级 数 解 
法 和 积分 解法 等 . 在 各 党 之 末 还 附 有 习题 ,习题 中 包含 了 一 些 有 用 的 公式 作 
为 本 书 正文 的 补充 ， 

本 书 可 供 数 学 系 、 物 理 系 的 师 生 以 及 数学 .物理 和 工程 技术 界 的 研究 人 
员 参 考 之 用 


常务 编 委 : 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 


编 委 会 名 单 


; 高 党 


; 《 按 姓 下 笔画 排 .下 同 ): 


刘 寄 星 秦 旦 华 最 玉 昕 
间 宁 胜 黄 涛 


; 邹 英 华 ” 印 振 隆 “ 宋 菲 君 


林 纯 镇 俞 多 强 夏 建 自 
韩 法 下 和解 思 深 对 定 
周 月 梅 


ml 


前 


物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 。 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取 得 新 的 突破 。 物 理学 的 各 分 支 学 科 有 着 突飞猛进 的 
发 展 , 丰 窟 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
本 学 科 的 进步 。 物 理学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生 , 成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 。 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 本 平 , 我 们 决定 推出 4 北京 大学 物理 学 
处 书 》, 请 在 物理 学 前 沿 进 行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领 域 的 前 沿 发 展 做 
系统 .全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
进一步 开展 物理 学 各 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 , 开 展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 。 

本 从 书 分 两 个 层次 。 第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 
基础 课 教 材 , 这 一 教材 系列 ,将 在 几 十 年 来 几 代 教师 , 特 
别 是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积累 的 基础 
上 ,为 求 深入 浅 出 、 删 繁 就 简 , 以 适 于 全 国 大 多 数 院 校 的 
物理 系 使 用 。 它 既 吸 收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
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能 系统 地 ,完整 地 ,准确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
基本 概念 .基本 规律 .基本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 , 使 学 生 不 仅 能 掌 
握 物 理学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 于 的 前 沿 课题 和 研 
究 动向 ,提高 学 生 的 科学 素质 。 第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教学 参考 蔬 和 专题 学 术 著 作 。 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅 速 , 已 有 开拓 性 进展 ` 国 味 上 活跃 的 学 科 方 
向 和 专题 ,介绍 该 学科 方 向 的 基本 内 容 , 力 求 充分 反 陕 该 
学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 。 学 术 专 著 首 
先 堵 眼 干 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
紧密 相关 的 交叉 学 科 。 

愿 这 套 从 书 的 出 版 跷 能 使 国内 著名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 颈 果 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 。 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 编 辑 委员 会 
1997 年 3 月 


Preface 


Physics is the foundation of natural sciences, a ieading 
discipline of studying structures of matter and basic laws of 
motion. For several decades, driving by the demands of 
developing technology, the Breakthrough in the studies of 
physical phenomenon and the laws of physics never end. During 
this period, all branches of Physics grew very fast and our 
knowledge of the basic laws governing the motion of the physical 
world was highly enriched. The growing of physics accelerated 
the progress of many pbysics related areas and technologies. The 
development of pbysics provided grounds and guidance for the 
birth and the growth of tbose new branches of physics, related 
areas and new technologres. 

In order to catch up the main strearm of the modernization 
and to give an imDetus to scientific research and to improve 
teaching of physics in China. We decided to publish “The Series 
of Advanced Physics of Peking University’”. We inviled those 
distinguished physicists and professors who worked in the 
frnntier of physics to give series introductions to all branches of 
modern physics and recent developments in these fields. This 
series, as a consequence, provides textbooks and references for 
physicists and physics students in their studies of all branches of 
physics , related areas and technologies,. 

This series is divided into two sub series of different levels, 
the first sub-series includes the textbooks of undergraduate 
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physics written by experienced teachers in Peking University in 
past decades. These textbooks were written concisely with deeb 
inSights amd easier expressions, which adopt essences of physics 
textbook classics」 explain fundamental concepts, laws and 
methods of physics in a systematic and rigorous way. In 
addition。 these textbooks propcrly introduced the new 
apDrnaches and the latest deyelopments of physics for educational 
Purposes、 This sub-series is suitabie for teaching of 
undergraduate physics Ior most universities and institutes in 
China. The second sub-series includes graduate textbook , 
references and academic writings, This sub-series [focuses on the 
latest deyeloBments and accomplishments in the active subjects 
of relevant research with international interests an introductions 
to those of fast developing research fields. The topics of 
academic writings mainly cover all branches of physics 。 but it 
will he generaHzed to closely related areas. 

We wish tbe publication of this series could provide an 
opportunity for ieading physicists and physics professnrs in 
China to show their fruitful accomplishrments to general aundience 


and to give an irmpetus to teaching and research in bhysics. 


Editorial board of 
“The Series of Advanced Physics of Peking University” 
March 1997 
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世纪 之 交 的 物理 学 


20 测 纪 即将 过 去 ,物理 学 的 革命 ,这 场 革命 推动 的 整 
个 自然 科学 和 上 应 用 技术 的 伟大 变革 ,以 及 这 此 变革 对 人 
类 社会 的 影响 ,将 作为 这 个 世纪 的 一 个 重要 标志 而 载 入 
史 珊 。 这 段 令 人 神往 的 历史 ,给 正 处 在 业 纪 之 交 的 我 们 以 
什么 样 的 启示 呢 ? 

首先 的 局 示 是 作为 研究 物质 结构 和 运动 的 基本 规律 
的 物理 学 ,总 是 生机 过 牵 、 不 断 地 开 竹 自己 前 进 的 道路 
的 。1803 年 道 尔 顿 提 出 了 近代 的 原子 论 , 认 为 世间 万 物 都 
是 由 几 十 种 不 同 种 类 的 原子 ( 那 时 只 认识 到 三 十 来 种 ) 组 
成 的 。 经 过 近 一 个 世纪 多 方面 的 研究 和 争论 ,科学 界 接受 
了 和 发 展 了 这 个 学 说 。 到 19 世纪 60 年 代 , 元 素 的 数目 增 
到 六 十 多 种 ,而 且 还 认识 到 不 同 元 素 的 性 质 是 有 内 在 联 
系 的 , 门 捷 列 夫 的 周期 律 描述 了 这 种 联系 。19 世纪 末 , 物 
理学 家 们 发 现 了 电子 .a 粒子. 放射性、X 射线 .…… 发 现 原 
子 是 可 以 改变 的 ,原子 不 是 物质 构成 的 最 小 单元 。 20 世纪 
初 卢 瑟 福建 立 了 原子 结构 的 “行星 ?模型 。 探 讨 原 子 结构 
模型 和 经 典 物 理学 之 间 的 矛盾 ,导致 了 量子 力学 的 诞生 ， 
产生 了 现代 原 了 予 、 分子 物理 .凝聚 态 物 理 . 原子 核 物理 

历史 也 许 有 茶 种 类 似 性 。 在 这 个 世纪 之 交 , 物 理学 又 
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正在 进入 一 个 新 的 层次 。 本 世纪 50 年 代 , 人 们 找到 作为 
构成 物质 的 基石 的 基本 粒子 有 三 十 来 种 ,也 认识 到 它们 
之 间 的 相互 作用 和 相互 转化 。 返 索 这 些 * 基 本 ”粒子 的 更 
深层 次 的 构造 的 努力 , 近 三 十 年 来 取得 十 分 辉煌 的 成 就 。 
三 代 夺 克 和 三 代 轻 子 的 粒子 模型 . 电 弱 统一 理论 和 量子 
色 动 力学 ,这 被 称 作 粒子 物理 的 标准 模型 的 建立 以 及 它 
和 
的 一 个 更 深 的 层次 , 毫 无 疑问 这 将 是 物理 学 历史 上 一 
具有 划时代 意义 的 大 事 。 但 是 ,大 多 孝 的 物理 学 家 前 全 加 
意 , 从 本 质 土 说 ,目前 的 标准 模型 还 是 一 个 唯 锭 的 模型 。 
在 欢 球 它 取得 的 多 方面 的 胜利 时 ,也 要 看 到 同时 提出 了 
一 系列 带 本 质 性 的 问题 。 也 许可 以 说 ,进入 这 个 新 层次 将 
带 来 的 最 本 质 的 新 的 物理 ,还 没有 来 到 我 们 中 间 。19 世纪 
末 的 物理 学 家 没 能 猜测 到 ,进入 比 原子 更 深层 次 的 探索 ， 
会 在 什么 时 候 和 在 哪 点 土 带 来 新 的 物理 ,20 世纪 末 的 人 
们 也 不 能 春 望 会 比 前 斐 高 明 多 少 1 

20 世纪 物理 学 的 革命 ,表现 出 人 类 理性 思维 的 伟大 
胜利 。 获 义 相 对 论 , 特 别 是 广义 相对 论 , 以 它 深 疼 的 思考 ， 
严整 的 形式 和 美丽 的 表述 , 震 楼 着 一 代 又 一 代 的 物理 学 
工作 者 的 心灵 。 但 是 ,爱国 斯 坦 也 在 他 那 无 与 伦比 的 思考 
导致 的 字 宙 模型 面前 困惑 了 。 感 诡 近 四 十 多 年 来 一 大 批 
物理 学 家 和 天 文学 家 尘 勤 的 桶 力 和 非凡 的 更 气 , 这 个 难 
以 想 象 的 革 谷 性 的 茨 千 宇宙 的 概念 本 因 象 建立 起 来 了 , 
井 得 到 科学 界 多数 人 的 込 同 。 在 大 致 一 百 五 十 多 伯 年 前 , 
宇宙 从 一 个 具有 无限 大 的 密度 和 具有 无 限 大 的 时 空 则 率 
的 点 开始 了 。 人 们 狂想 ,在 宇宙 膨胀 ,密度 和 温度 降低 中 ， 
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到 10 “ 秒 时 ,重力 相互 作用 和 其 他 相互 作用 分 离开 来 ;到 
10 ” 秒 时 , 强 相 互 作用 和 电 弱 相互 作用 分 离 : 直 到 10- 
秒 时 , 颖 相互 作 用 才 与 电磁 相互 作用 分 离 , 过 界 变 成 了 我 
位 现在 所 处 的 有 四 种 基本 相互 作用 的 世界 。 到 10-5 秒 时 ， 
奔 克 开始 结合 成 强 子 ,也 许 应 当 说 ,只 有 从 此 之 后 的 物理 
才 是 当代 物理 学 家 可 以 比较 有 把 握 痰 谈论 的 ,直到 101 秒 
(也 就 是 三 万 多 年 ) 后 ,原子 才 开 始 出 现 。 这 样 一 个 综合 了 
亚 核 子 尺 度 ( 小 于 10 厘米) 的 物理 和 字 观 尺度 (大 于 
102” 厘米) 的 物理 的 字 宙 演化 模型 的 建立 ,可 以 说 是 人 类 
认识 史上 一 个 最 具有 革命 性 的 、 划 时 代 的 伟大 事件 ,当代 
人 还 难以 全 部 理解 它 的 意义 。 这 个 字 宙 学 的 标准 模型 和 
近年 来 天 体 物理 学 家 取得 的 辉煌 的 成 就 ,在 物理 学 的 面 
前 提出 了 十 分 严 蚂 的 具有 本 质 的 挑战 。 如 何 理 解 这 样 有 
限 而 无 界 的 时 空 和 它 的 奇 点 ? 什么 是 在 这 样 演化 中 的 物 
质 和 运动 规律 ?为 什么 字 宙 学 中 有 那么 多 "巧合 ?3 …… 总 
之 , 面 对 着 如 此 壮观 而 又 如 此 神奇 的 宇宙 之 迹 , 除 了 由 责 
的 赞美 和 敬佩 ,人 们 不 茜 想 起 爱 因 斯 进 的 话 :“ 自 然 界 最 
不 可 理解 的 就 是 它 竟 然 可 以 理解 !” 

本 世纪 物理 学 的 发 展 给 我 们 的 又 一 个 载 益 是 :物质 
世界 是 有 层次 的 ,反映 物质 世界 的 物理 学 规律 也 是 有 屋 
次 的 。 每 一 层次 的 物理 都 植 根 于 更 深层 次 的 物理 学 。 但 
是 ,每 个 层次 的 物理 都 是 在 真实 的 意义 上 不 可 穷尽 的 。 在 
大 自然 千姿百态 的 丰富 性 面前 .那些 断言 某 菜 学 科 将 不 
会 有 什么 发 展 的 说 法 总 是 被 事实 所 粉碎 的 。 经 典 力学 、 经 
典 电 动力 学 并 不 因为 量子 力学 .量子 电动 力学 的 发 展 而 
被 排斥 出 物理 学 ,近年 来 我 们 还 不 停 地 学 习 它 们 新 的 、 有 
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深刻 意义 的 进展 。 光 学 和 凝聚 态 物 理学 半 个 世纪 来 的 巨 
大 的 . 令 人 应 接 不 眼 的 发 展 提 供 了 最 能 说 服 人 的 例子 。 也 
许 人 们 常常 由 于 奖 颁 它们 在 实 味 应 用 上 的 威力 的 同时 ， 
不 够 强调 它们 在 物理 学 学 科 上 的 意义 。 但 如 果 我 们 想到 
在 当代 粒子 物理 和 字 宙 学 中 最 重要 的 观念 ,如 相 变 .对 称 
性 破 扎 .拓扑 性 缺陷 、 红 外 发 散 等 等 ,都 首先 来 自 凝聚 态 
物理 学 ,而 当代 凝聚 态 物 理 又 都 广泛 地 而 且 本 质地 使 用 
量子 场 论 的 语言 和 技术 时 ,我 们 就 会 确信 物理 学 的 丰富 
性 .多 梯 性 和 统一 性 , “只 有 一 个 物理 学 ?1 

在 20 世纪 ,物理 学 的 基本 氢 念 和 技术 已 被 应 用 到 所 
有 的 自然 科学 领域 。 物 理学 与 其 他 自然 科学 学 科 之 间 的 
油 缘 领域 ,一 定 意 义 上 是 当代 自然 科学 中 最 富 于 获得 让 
硕 成 果 的 机 遇 的 领域 。 边缘 领 域 的 发 展 ,又 上 反 计 来 丰富 、 
加 深 和 支持 了 物理 学 本 身 的 发 展 。 量 子 为 党 和 现代 物理 
实验 技术 的 应 用 ,大 大 推进 了 现代 化 学 的 发 展 。 对 分 子 结 
构 、 性 能 和 反应 机 理 的 研究 ,又 丰富 和 推动 了 现代 物理 的 
进步 。 而 且 , 如 果 设 有 现代 化 学 的 支撑 ,现代 物理 学 中 好 
些 分 支 学 科 都 不 能 产生 和 和 发展。 地 球 科学 ,生命 科学 与 物 
理学 的 这 缘 领 域 的 发 展 , 也 将 会 是 类 似 的 情景 。 特 别 令 人 
感到 兴奋 的 一 个 新 事物 是 近 二 三 十 年 复杂 性 科学 的 发 
展 。 数 学 .物理 学 ,特别 是 物理 学 与 化 学 .地 球 科 学 、 生 会 
科学 、 各 种 应 用 技术 科学 的 边缘 领域 研究 的 发 展 , 都 使 人 
们 相信 ,在 复杂 性 (多 维度 ,多 组 元 , 非 线性 , 非 平 衡 和 开 
放 的 } 系 统 的 结构 、 性 能 和 演化 中 ,有 一 些 具 有 普遍 性 的 
运动 规律 和 运动 模式 。 人 们 自然 回想 到 ,开始 于 上 一 世纪 
中 叶 的 研究 能 量 守恒 和 转化 的 热力 学 和 分 子 运动 论 的 发 

8 。 


展 , 本 世纪 统计 物理 和 涨 落 理 论 的 发 展 。 有 理由 相信 一 门 
有 重要 的 基础 科学 意义 的 学 科 , 复 杂 性 物理 正在 形成 。 它 
现在 已 经 显 出 可 能 对 物理 学 中 一 些 最 基础 的 问题 ,如 必 
然 狂 和 随机 牲 , 无 序 化 的 倾向 和 有 序 结构 的 生成 ,不 同 宏 
次 的 结构 的 自 相 似 性 等 ,作出 有 深刻 物理 意义 的 回答 。 也 
许 , 历 史 会 表明 ,这 也 是 人 类 认识 史上 又 一 个 划时代 的 事 
物 , 同 时 ,无 疑 地 会 对 化 学 .地 球 科 学 .生命 科学 , 认 知 科 
学 和 各 种 应 用 技术 发 生 巨大 的 影响 。 

物理 学 作为 一 门 最 基础 的 自然 科 学 , 它 的 发 展 动力 
是 深 深 地 植 根 于 人 类 对 真理 的 非 功 利 的 追求 。 但 是 ,历史 
的 发 展 将 越 来 越 有 为 地 证 明 . 正 是 这 种 非 功利 的 追求 给 
人 类 带 来 最 大 的 站 益 。 本 世纪 发 生 的 主要 源 于 物理 学 的 
进展 的 技术 革命 ,就 是 最 有 说 服 力 的 例子 。 当 代 技 术 进 步 
的 主要 推动 力 来 自 纯 学 科 性 的 基础 研究 。 研 究 室 和 实验 
室 中 纯 学 科 性 的 研究 转变 为 重要 的 应 用 技术 ,实际 生产 
和 社会 发 展 中 电 到 的 问题 转化 为 有 基础 学 科 意 义 的 研究 
课题 ,两 者 关系 愈 来 念 密切 ,周期 合 来 愈 短 。 与 之 相应 ,在 
现代 ,杰出 的 基础 科学 研究 人 材 和 优秀 的 应 用 技术 开发 
人 材 在 科学 素质 上 的 要 求 变 得 更 加 一 致 了 。 在 世纪 之 交 ， 
无 论 是 制造 业 还 是 服务 业 , 也 无 论 是 材料 、 信 息 、 能 源 、 交 
通 、 环 境 等 技术 部 门 , 都 在 呼唤 着 新 的 技术 变革 。 而 认真 
考察 就 会 发 现 , 多 数 这 些 变 革 都 主要 基于 物理 学 近年 的 
进展 。21 世纪 绑 理 学 毫 无 疑问 仍 是 技术 进步 的 主要 源泉 。 

物理 学 的 发 展 从 来 就 对 人 类 社会 思想 、 文 化 发 生 巨 
大 影响 。20 世纪 的 物理 学 革命 就 更 是 这 样 。 人 类 社会 进步 
的 一 个 主要 动力 便 是 科学 粮 神 ,现代 科学 精神 的 典范 
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集中 的 反映 就 是 现代 物理 学 。 我 国 是 一 个 文明 古国 ,在 历 
史上 曾经 对 人 类 的 文化 和 科学 发 展 做 出 过 光辉 的 贡献 。 
但 是 ,我 国 接 党 近代 科学 的 时 间 还 很 短 ,现代 科学 的 精神 
实质 和 思维 方式 扎根 我 国 还 要 做 艰苦 的 努力 。 有 些 人 跟 
着 西方 一 些 比 较 浅薄 的 哲学 流派 的 上 后面 ,宣扬 一 些 贬 低 
和 反对 现代 科学 精神 的 言论 ,甚至 把 当代 社会 中 由 于 社 
会 矛盾 而 造成 的 后 果 , 都 归罪 到 现代 科学 精神 上 。 这 当然 
是 完全 错误 的 。 以 现代 物理 学 为 代表 的 科学 精神 ,是 人 类 
泛 步 的 一 面 旗帜 , 它 将 高 高 飘扬 在 未 来 的 岁月 中 。 

当 我 们 站 在 新 世纪 的 门槛 上 ,回顾 20 世纪 物理 学 的 
辉煌 时 ,会 更 加 确信 ,在 21 世 纪 物 理学 将 会 同 祥 逻 烛 。 那 
些 有 幸 进 入 物理 学 工作 者 的 行列 的 年 青 朋 友 , 历 史 将 会 
证 明 , 你 们 的 选择 是 完全 正确 的 。 


中 国 科学 院 院 十- 村 5 和 


1997 年 4 月 
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这 本 书 是 为 理论 物理 学 工作 者 写 的 理论 物理 学 中 常常 要 用 
各 种 特殊 函数 ,因此 需要 有 一- 本 可 以 查阅 的 书 . 这 本 书 不 能 太 简 
略 ,也 不 能 太 专 门 . 大 简略 往往 不 够 用 ,不 能 解决 问题 . 人 专门 则 卷 
幢 太 大 ,不 容易 查阅 . 也 不 能 就 是 公式 的 堆 集 ,那样 查 起 来 也 费事 ， 
而 县 对 公式 的 运算 和 推导 不 容易 掌握 . 我 们 希望 这 本 书 的 篇 幅 不 
特别 火 , 同 时 能 够 包括 常用 的 各 种 主要 的 特殊 函数 的 运算 方法 和 
基本 特性 ,使 读者 能 从 书 中 得 到 处 理 这 些 特殊 责 数 的 基本 方法 ,以 
加 强 在 工作 中 灵活 运用 的 能 力 . 为 了 使 书 的 箱 幅 不 太 大 ,我 们 把 一 
些 我 们 认为 较 次 要 的 公式 放 到 习题 中 去 了 ,对 于 较 难 的 还 给 予 了 
提示 . 这些 习题 也 可 作为 训练 灵活 运用 的 材料 . 

在 国外 有 很 多 关于 特殊 函数 的 内. 这 些 书 中 历史 较 久 而 且 应 
用 比较 广泛 的 是 患 泰克 和 无 特 孙 的 近代 分 析 CWhittaker and 
Watson: Modern Anatysis). 那 本 书 稍 为 嫌 老 了 一 些 ， 本 书 就 是 以 
那 本 书 为 基础 而 加 以 改写 的 . 但 是 由 于 本 书 在 系统 十 与 那 本 书 不 
同 , 所 以 在 写法 上 也 有 相当 大 的 差别 . 同时 ,本 书 也 包含 了 一 些 新 
的 材料 . 

关于 本 书 的 系统 简要 说 昌 如 下 ,第 一 章 和 第 “ 章 是 为 了 特殊 
琐 数 的 需要 而 对 大 学 的 复 变 函数 和 数理 方程 (在 物理 系 这 二 门 全 
并 为 数理 方法 一 门 课程 ) 所 缺 的 内 容 给 予 一 些 补 充 . 第 二 章 作为 其 
他 特殊 函数 的 基础 . 在 引进 贷 马 函数 时 我 们 从 欧 勒 第 “类 积分 出 
发 ,因为 这 是 最 容易 遇 和 到 侦 马 函数 的 情况 , 第 四 章 到 第 七 章 讲 超 几 
何 函 数 和 人 台 流 超 几 何 明 数 , 这 是 最 常 遇 到 的 - 些 晒 数 . 这 些 目 数 的 
主要 奉 点 是 从 它们 所 满足 的 微分 方程 的 奇 点 来 考虑 的 , 勒 让 德 函 
数 是 超 几 何 函 数 的 特例 ,由 塞 耳 函数 是 合流 超 几 何 函 数 的 特例 ,由 
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丁 它们 的 特殊 重要 性 而 单列 了 两 章 .第 八 章 到 第 十 章 进 椭 加 函数 ， 
这 些 函 数 是 从 周期 性 的 条 度 来 考虑 的 ,与 线性 微分 方程 无 关 , 第 十 
一 章 和 第 十 二 章 又 回 到 线性 微分 方程 , 批 梅 函 数 需 要 用 椭圆 少数 ， 
与 于 活 数 与 旋转 粒 球 坐标 有 关 , 所 以 放 在 椭圆 落 数 之 后 , 多項式 和 
生成 蚂 数 没有 专门 抽出 来 ,都 分 散在 有 关 的 函数 中 . 例如 厄 密 多 项 
式 和 拉 革 尔 多 项 式 是 合流 万 儿 何 函数 的 特 倒 . 读者 可 以 从 目录 和 
索引 中 但 到 他 所 需要 的 是 数 在 何 处 . 

最 后 有 三 个 附录 . 附录 一 和 附录 二 是 为 了 峭 圆 积分 的 运算 作 
参考 的 , 附录 三 给 出 六 各 种 正 交 曲 徊 坐标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 的 形 
式 和 陡 度 . 散 度 和 旋 度 矢 其 分 基 的 表达 式 , 作 为 查阅 之 用 . 

书 末 列 举 了 -- 些 参考 书 , 只 是 少数 的 ,主要 是 一 些 专 门 的 著 
作 , 作 为 进一步 研究 的 参考 . 

本 书 关 于 里 曼 % 凿 数 部 分 曾 得 到 内 居 知 教授 的 有 益 的 意见 ， 
蔷 寺 说 向 鸭 先 生 表 示 感 谢 ， 

本 书 内 容 牵 涉 很 广 , 不 免 有 错 涡 和 不 受 当 之 处 ,希望 使 用 本 沁 
的 同志 们 给 以 指 止 . 


王 节 滩 部 訓 仁 
1963 年 11 月 
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HV ), HI ) a 


変型 ( 惑 虚 款 量 ) 見 塞 耳 画数 LCz) 邊 Ks). 


Fa,y,z) 的 渐 近 展开 , 斯 托 克 斯 (Stokes ) 


= コ トコ 


第 人 


eo oo go po pp eo po pp go eo wp @e NR NN NN nN 
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第 一 章 ” 沪 数 用 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 展开 


在 本 章 中 .我 们 介绍 一 些 在 初等 数学 课程 里 处 常 讲 到 的 关于 
函数 的 无 穷 级 数 展 并 ,无 穷 乘积 展开 和 前 近 展 开 . 


1.1 人 怕 努 利 (Bernouli) 多 项 式 与 位 努 利 数 
位 努 利多 项 式 ”和 (za 一 0 1 ,2.…) 由 下 列 展 开 式 给 出 ， 


te” -人 了 (1) 


e 一 1 と ゴ 5 
左 訂 的 画数 称 凡 (Cx ヶ ) 的 生成 函数 . 人 数 在 上 | ご 2x 时 收 钱 ,因为 
左 方 区 数 离 :二 最 近 的 痛 点 是 1 一 土 27i. 在 许多 文献 里 用 符号 
Bt 表示 这 里 的 Cruz 是 Lindelof 用 的 符号 (Cgrcz/ des 
résiduss Paris.1905 ,9. 34). 
当 7 二 0 时 .(1) 式 成 为 


— fF 
っ ーー - > (0). (2) 
这 个 公式 又 常常 表达 为 以 下 形式 
『 1 1 £ at? 十 局 
do + ol em 
ーー Nm .nF が 于 
= ] 十 2 ) 2ar (3) 


由 干 左 方 星 偶 函数 , 吉 右 方 的 銀 数 中 只 出 現 , 的 偶 次 方 . 比 較 (2 
与 (3) ,把 p00) 简 写 为 mw ,得 


Po 近 ま 5 必 キー >・ 


| 
pat = CB Por 一 0 = 1,24…). 


2 特殊 函数 概论 [1.1] 


B。 称 为 伯 努 利 数 . 有 时 也 称 w。 为 伯 努 利 数 ,而 在 洗 多 文献 里 用 符 
号 B。 代表 这 里 的 ぁ . 

下 面 列举 伯 努 利多 项 式 的 一 些 基 本 性 质 和 有 关 的 公式 . 

1. 伯 努 利多 项 式 的 显明 表达 式 和 伯 努 利 数 的 递 推 基 系 

利用 (2), 得 


te Tt 
el 和 27 SD 
志和 1 ュー 
ー 2 nl た 3 ee 
其 中 | ?| 一 = 一) 一 2 人 -Ca 一 十 1 与 (1) 式 比较 ,得 
k 
qz) 的 显明 表达 式 
の (て) 一 er, nn 二 0],2,."*, (5) 
k=0Q 
gs 则 还 待 算出 , 为 此 ,由 (2) 有 
“ご ー1. や ェ て 
i 二 £ 2 Pe = 2 | と El 
1 テー1 
ー SNY zi NN 和 
4! Gn Rl 
比较 两 边 , 即 见 
mー1 
ー 1 
和 = 1, 2 = (x > 2. (6) 


这 是 和 的 递 推 公 式 . 依次 邻 n= 二 2,3,.… ,可 以 由 此 算出 各 个 gp. 
(5) 和 (C6) 又 常用 符号 形式 分 别 写 为 
t= (二 TT 1 2 (7) 
和 
(pt アア ーー no 23 {RB} 
这 里 需要 把 二 项 式 展开 后 的 9 用 w 代替 . 
前 十 个 伯 努 利 数 和 前 七 个 人 努 利 才 项 式 为 
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ー 1 _ 1 

了 一 6 『' B, 30’ B, 42， B, 一 30， 
5 _ 691 ーー タダ _ 3617 

B; -一 66 卫 。 ーー 7307 也， 一 6 时 B。 デー 510 3 (けり ) 
_ 43867 _ 174611 

Bs 一 798 “ Bs 一 330 


Plt)= J P(x) = x 1 gcx) デー ティン ー ァ 十 +, 
外 民工 一 工 ( 一 | テー 


1 
中 民工) 一 和 一 2 十 x 一 30" 


1 10) 
ms( エ ) 一 Xxx blz ぅ | デー ィ ー ユ 
一 お 4 3 で 
wt( テ ) う ーー 3x 十 Di 上 十 J 
2 2 42" 
2. 微 商 和 积分 
由 (5) 式 求 微 商 ,得 
号 qu(z) 一 Bi | (カー あう Pk トー np: (zx) (11 ) 
和 
dr nl 
JP Cx) 一 IPs). (12) 
南 (11) 式 ,把 n 换 成 十 1, 求 积分 ,得 
[dy = Len 一 ra] (13) 
3.， 装 分 关系 
dat ナカ = ol, 9 十 1 一 中 (rz) 十 1 
(14) 


トー (nr). 
证 明 如 下 : 由 (1) 有 


4 特殊 画数 概 他 [8. 
pe TH 5 Pu 。 te 
ej] i niet lie + デー 
tl 
= Dt De), 
r= 
比较 两 边 级 数 中 的 系数 即 得 (14》. 
4. 互 余 宗 量 关 系 
pail 一 工 ) デバ ー)7Wat そ ). (15) 
偽 由 (1) 式 有 
et = が ー re コリ { 上 
ーー1 2 wil Er まう Tk が 
比较 两 边 的 级 数 即 得 (157》. 


$， 加 法 公式 
把 (1) 式 中 的 ょ 操 成 x 十 y, 得 


fe tr 


SD fot 


1 


但 这 式 的 在 方 又 等 于 


Fe ユ ーー ば 一 r 
ee 一 1° ーー > ku ん * > ー- 


因此 有 加 法 公式 


中 人 十 y) = 网 | we 


an 


= 


证 由 (14) 有 


3” = en ts 十 1) 一 Pr Ce) | 
国 让 


> = pm + 1D — phi (Cn 1). 


(16) 


(17 ) 
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ジン マー 2 の デー ュー キュ Le + 1) 一 wrt0) 
除 此 以 外 ， 和 用 起 还 可 以 得 到 余 切 基数 的 展开 坟 
と £ 证 ie 十 ロー ー a 
270t2 ご 2 ee ニー > i 8) 
| < 2 
和 正切 函数 的 展开 式 
を と 0 を it や (2 ター 1)B, , 
っ tan 广 一 六 cot 了 tcotf 一 2 Gn mm, て (19) 
| < 
由 ti87 和 (19) 又 可 得 你 割 函数 的 诬 开 式 
CBC = eot テ 十 2 っ 
一 一 ー 1」B。 | 
1 十 > Gn D.C20 


还 有 一些 关于 介 努 利多 项 式 的 公式 参看 本 章 未 习题 
1.2 欧 勒 人 Euler) 多 项 式 与 欧 勒 数 
欧 勤 多項式 Er) Cn 一 0,1,2,-…) 由 下 面 的 展 并 式 给 出 ， 
2 
っ ュー 5) HE). (1) 
左 方 的 渔 数 称 为 欧 勒 争 项 式 的 生成 函数 . 级 数 在 上 | 二 x 时 收敛 ， 
因为 左 方 函 数 离 :一 0 最 近 的 奇 点 是 :一 十 xi. 
令 了 一 172, 11) 式 左 方 成 为 的 偶 函 数 , 右 方 将 不 出 现 * 的 奇 
次 方 ,而 有 
2 i (一 EL gn 
マイ 1 = sech 了 - Coan)! \ | (2) 
其 中 E = yr2mEl 


| 
! 
勒 数 规定 为 E. 一 2"E,| 


6 特殊 范 数 概论 hi. 2] 


( 一) 下,. 
下 面 是 关于 欧 昔 多 项 式 和 欧 勒 数 的 一 些 基 本 性 质 , 它 们 的 证 
明 多 与 前 节 中 关于 伯 和 努 利多 项 式 和 伯 努 利 数 的 性 质 的 证 明 类 似 . 
1. 欧 勒 多 项 式 的 显明 表达 式 和 欧 勒 数 的 递 推 关系 
(1) 式 的 左 方 可 写 方 


1 人 
2e7el CME I ご < ー 了 | , 
ef 十 1 = > GH | :> 
に で でき 《一 JE rn 1 | 1 
nt 2+ 12 る 2 * 
其 中 [an/2] 表 示 不 超过 /2 的 最 大 正 整 数 . 与 (1) 比较 ,得 欧 勒 多 项 
式 的 显明 表达 式 


[i2] ュー 
Er = パー% 全 | テー す | 「」 (3) 
欧 勒 数 E 可 用 下 面 的 递 推 关系 逐一 求 出 
E, = 1， > jE =0 (这 1). (3) 


了 二 由 


这 关系 的 证 明 如 下 : 在 (2) 式 中 将 上 换 为 22, 得 


人 十 es v_ E ,, 
1 


SS 了 」 E, 
ー 之 (2r)i 2 バー) GD 


『ー ロ 
ー a pk 和 , E,24)」 _ 
= 2 CT CT DT 2° 
比较 等 式 的 两 边 , 即 得 (4). 


下 面 是 前 十 个 欧 鞠 数 和 前 七 个 欧 勒 多 项 式 
Eo=1,E=1,E= 5,E=6,E 一 1385， 
E; = 50 521, Es = 2 702 765, E; 一 199 360 981, + 《5) 
Es = 19 391 512 145, E, = 2 404 879 675 441. | 


1.3] 第 一 章 ”函数 用 无 穷 级 数 和 无 穷 乘 积 展 开 7 


Ez)— 1. EC ニタ ー 二 ,E。(ey う ニテ (テー 1), 


2 
E;(z}= | テー | | 一 工 一 二 » 
E。( テ )ー ァ (テー 1 — ェ ーー 1), (6) 
Es(zx)= | テー (の ー2 ポ ー ダ 2z 十 1) 
Es(x)= r(x 一 1 一 2 一 2cz 十 3z 十 3). 
2. 均值 公式 
Er 十 1) + E(xr) = 20". (7) 
3. 微 商 
ds At 
ee 16 う 4 《8) 
4. 互 祭 宗 量 关 系 
EC1 ーー エ ) 一 (— EE, C+). {9) 
5. 求 和 公式 
利用 ⑦) 式 . 有 
ぷー ニテ の (ーY[EG 二 や + E.(s)] 
1 に 1 
= LC "E.On 上 1) — E,①)]、 (10) 
有 ,利用 (2) 式 ,把 1 换 成 2it ,得 正 割 蚂 数 的 展开 式 
E, し 1 
SECE 一 2 on ， | < x (11) 


还 有 一 些 公 式 见 本 童 末 习 是. 
1.3 欧 勒 - 圳 克 洛 I 临 (Euler-Maclaurin) 公 式 


欧 勒 -麦克 洛 临 公式 (简称 欧 勒 么 式 ? 是 数值 积分 . 渐 近 攻 开 和 
求 和 问题 中 的 重要 公式 .下 面 从 达 布 (Darboux) 公 式 推 出 它 ， 
达 布 公式 . 设 ftz) 是 4 点 到 x 点 的 直线 上 的 解析 了 蚂 数 ,g(r) 


8 特殊 函数 概论 [1. 3] 


是 + 的 任意 有 议 包 项 式 , 则 有 
PO FE 一 Fla)) 


に 1 


一 Og DI) 一 の ビ の (0) が の (o) } 


m=i 


1 
十 一)r(z 一 の ED Fa 十 (ze 一 人 站 下， (1) 
a 


这 是 达 布 公式 ;泰勒 公式 是 它 的 特殊 情形 ; ワー ロー. 
公式 人) 的 证 明 如 下 : 設 0sSzs<1. 以 dz 乗合 等 式 
4 5 CC — a gr Ct fa (eC— gr ] 


四 二 1 


=— ts a dF Lat (x — a 
+ a fe + ra] (2) 
的 両辺 , 求 息 分 , 稚 0 到 , 電 注意 8 (的 一 名 (0)( 因 为 p(x) 是 # 次 
多項式 ), 即 得 ロ ). 
欧 勒 公式 ， 在 达 布 公式 (1) 中 , 令 gl 四 为 伯 努 利多 项 式 p. (1) 
中 .1 和 节 ), 然 后 把 nn 挽 成 2n ,得 
PE (Of 一 が (g)) 


2n 
= Plz a {pe I fC pe OF Cay} 
m=1 


1 
十 《人 z 一 の Pt tat (テー gz dz. (3) 
0 


把 下 面 这 些 关 系 式 
ee て 0) 一 (2z)! (1.1 著 12) 和 (10))， 
{2n)1 


ml 


Pi Cz) = pw(r) 《1.1 节 (127)， 


et1) ニ (ー) ア "pa(0) 一 《一 ) 9 (1 节 (15))，, 


PT atl 二 0 es) (1.1 和 (47) ， 


代入 (3) 式 ,并 用 (一 3 一 1B 代替 as(1.1 节 (47) ,得 
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flz) 一 Fa) = [fl + fF ay] 


十 ey BF) — Fh (a) 


{x — at 


十 (2n)1 


| po fa 十 (2 — edt. 
业 


(4) 
令 天 (sz) 一 六 (把 zz 一 4 写作 后 ,Cd4) 式 成 为 


站 十 内 让 
| F(z)dz 一 2[F(a + h) + F(a)] 


(一 342BRB ーー 
一 > or LF Ma th) FD Ca)] 


ーー Many 
十 | we( の が Ca + pdr。 (5) 


依次 把 (5) 式 中 的 a 换 为 a 十 ha 十 六 ya 十 Cm 一 1 有 ,然后 
将 结果 加 起 来 ,得 


十 mt 
| Fdds= kh 


こっ 十 Fait) 二: 


+ Fla + Gn — Dh]+ Fla eo) 


『 
十 > CE [pon 十 mh 


— FD a) +R,, 6) 
其 中 


ー 全 
这 就 是 欧 勒 公式 . 
立刻 可 以 看 出 ,公式 (6) 右 方 的 第 一 项 不 是 别 的 ,而 是 用 樟 形 
法 计算 左 方 积分 的 近似 值 . 因此 ,(6) 式 是 求 更 精确 近似 的 公式 ,其 
中 舍 伯 努 利 数 的 和 数 是 修正 项 ,积分 项 RE, 则 用 来 估计 误差 ,或 者 
用 来 对 近似 值 作 进 一 步 的 修正 (参看 下 面 的 鲁 2)- 


| .9 WE Fa 十 后 十 hd (?) 
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爽 動 公式 (6) 中 的 余 項 只 , 还 可 以 简化 . 为 此 ,引进 周期 为 3 的 
瑞 数 PO: 
Pt) C= pA， 当 0D0 委 < 1， 


Pe 十 1) 一 Pi， 为 非 负 整数 ， 7 
于 是 
R, = orf Pads) FCa + A 十 の ]dz. 
把 i 十 s 換 成 利用 Pie) 的 周期 性 ,有 
R,= DD Por + hryde 
一 AH PF Ca + hryde, C9) 
或 , 换 部 求 积分 ,得 
R,=— re Pan (Fe + ds, 9 
在 证 明 过 程 中 用 到 下 面 两 个 公式 ， 


d 
a 一 pt) /a = パー ーー PG (01) 


Pi(1) = <— HP C0) = 0. (12) 
这 是 根据 粕 努 利 多 项 式 的 性 质 (1. 1 节 (il1),(15) 和 (人 4)) 得 到 的 . 
Pi(#) 的 估计 值 公式 一 一 由 于 Pilz} 是 周期 为 1 的 函数 , 它 可 以 
展 成 傅 里 叶 级 数 . 当 4 一 22 时 , 因 go 人 1 一 所 一 GD) 故 在 区 间 0 所 zt 
过 1 中 Pa 一 站 一 PC 一 Paft 一 上 , 即 Pi 是 价 函 数 , 因此， 


Pr) = つう) gucOS 2 を. 
ま ー は 
利用 (11) 和 12) 可 以 算出 
1 
a = | Pa の dt Pen) ー PO) = 0 tn = 1)。 


2 一 - ntl 


1 
a: = 2| Pa. (ecos2kreds = Co 


[1.3] 第 一 章 中 数 用 元 労 仮数 和 元 容 乗 息 展 弁 11 


而 得 
Pa の = (NN 人 a> 1). (13) 
二 二 1 
类 做 地 有 
1 2sin2knr n> 0; 
EP, ti -全 一 
2 和 (2 yn 00 で で 1 
(14) 
由 013) 和 (14) 得 
2 や 1 
IF) | < Ga ka 
当 4 之 2 时 
エ ェ 1 ルー ”dz _. 1 
1 キス トナ る キト | 总 =1+ 守 所 2， 
故 
PO の (15) 
这 式 在 ) 一 :时 也 成 立 , 因 为 PCDO1= IO1= | 一 二 | < 于 < 去 
(会 看 1. 1 节 (10)). 
当 2 二 2n 時 , 由 (13) 叉 有 
也 ， 
PCO 上 EP C0)| = 2851 (16) 


( 参 者 て 8) 式 ). 
如 此 戸 ) 在 > 時 有 園 定 的 正 筑 号 〈 即 恒 正 或 憎 鋼 ぅ , 井 且 
当 co 时 F(x) 及 其 各 级 微 商 都 单调 地 趋 于 0, 可 以 证 明 欧 勒 公 
式 的 余 项 为 
(YB 


R, 一 外 on th" LPN a 十 mh) 一 Ft | 


(0 2. C17) 
基于 这 会 式 的 证 明 可 参考 例如 Knoop, Unendliche Reihen 
(1931), pp. 550~552. 
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应 用 举例 ， 
例 1 在 欧 勤 公 式 (8) 中 今 FFT) 一 er,a 二 0,m 一 1; 上 4 二 1, 并 用 
{10) 式 的 余 项 ,得 
一 1 ー)*B。 1 
ーー ユー ce 1) + 2 5 "一 1) 


一 nf Pitsle"ds. 
Ll 


両辺 乗 以 ce 一 1), 移 項 , 得 


上 = 


十 - 


与 1.1 节 (3) 式 比较 ,这 是 函数 上 ke 一 1 的 有 限 项 泰勒 展开 式 , 它 
不 受 |t| 过 27 的 限制 ， 
例 2 欧 勒 常数 了 的 计算 . 


ph P，， Csyerds, 18) 


YY 的 定义 是 
Y= im 位 十 二 十 十 二 一 Inm. (19) 
mr 2 の 7 
要 证 明 这 极限 存在 , 令 
ニキ ga 士 1 人 gs 
ニューーn ーー トー の" g あ 1 


還 >9. 且 | デー ュ am 数 や を 是 收 伍 的 . 今 (19) 式 右 广 


的 极限 等 于 lita | > ws 十 in トー > ww, 因 此 极限 存在 


《19) 式 右 方 的 序列 收 仇 很 慢 ,但 如 果 用 欧 勒 公 式 来 计算 ,只 要 
取 三 个 含 伯 努 利 数 的 项 ,就 能 得 到 误差 不 超过 10 的 近似 值 , 具 栖 
演算 如 下 : 

在 欧 勒 公式 (6) 中 , 令 玉 (zx) 一 ]/(1 十 x) ,a 一 0, 二 1,n 一 3, 并 
把 mr 挨 成 ぁ ー1, 余 項 用 (10) 式 , 得 
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1 1 1 」11」B( 。 1 
リト th ma = ロキ + ラロ 
了 i Bf 工人 dr 

4 | 1 | | 1 | ?中 Po 1 ， (20) 
令 ma, 得 
1 Bi Bs | Ba 一 ~ de 
Y= 2 十 2 4 L 6 ?下 Pz の 2 (21) 
再 利用 (20) 式 消去 (21) 式 右 方 的 前 四 项 ,并 代入 1. 1 节 (9} 式 给 出 
的 伯 努 利 数 的 值 ,得 
| 1 | 1 1 | 1 
Y= 1 | 2 ト ey | mm Inm 2 | 1 om 
] 1 ーー デ dr 
ーー 120m: 十 pho | Po 2 (22) 
估计 积分 的 值 ,利用 (15), 有 
中 4 ("dt 45 _ 
Fo < = (Cm) ? 


如 果 取 严 =5, 则 积分 值 小 于 10 假设 1n5 为 已 知 中 , 则 {22) 式 给 
出 


Y = 0.5772157. (23) 
下 面 是 到 二 十 三 位 的 Y 值 
Y = 0.57721566490153286060651…. (24) 


1.4 拉 格 朗 日 (Lagrange) 展 开 公 式 


先进 一 个 关于 荔 数 的 零点 和 梓 点 的 定理 : 

設 ぁ (<) 在 国道 で 内 除 有 限 个 极点 六 6 一 1 2 和 ) 外 是 解析 
的 ,aK を 王 1.2。… う 大) 在 C 内 的 零点 ,在 C 上 (2) 关 0, 义 plz) 
是 C 内 及 CC 上 的 解析 函数 , 则 


ュー Pe ュー 
2 中 re， ws) 9 2 Ke 2 し の 安め か (の 


DD n=1. 09437912 4. 
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其 中 和 p, 分 别 是 零点 ag 和 极点 6&8, 的 阶 ;积分 是 沿 忆 的 正 疝 一 
周 ( 道 时 针 ). 
证 ” 按 科 希 (Cauchy) 定 理 


1 "(2) 1 ， ts) 
2 we) | Hz) ts) 


te) te 1 の ( テ ) 
十 5), we dz | (2) 


Cat) 5o) 分 别 表 示 积 分 路 线 是 正 向 绕 es 点 ,已 点 一 周 的 围 道 , 每 
一 个 这 样 的 围 道内 只 售 一 个 零点 或 者 一 个 极点 . 
在 a 的 邻 域内 
la 一 《2 一 a le Fila 天 0 
因此 


wo) d 加 
hl) dsinee) z—a he) 


由 于 (x) 在 a 的 邻 域 中 是 解析 的 , 且 み (z テ 0, 故 具 要 国道 2。) 
够 小 ,加 (zy 人 z) 在 其 中 也 是 解析 的 , 含 它 的 项 对 (2)? 式 中 积分 的 
贡献 为 零 . 因此 , 按 残 数 定理 有 


Lf ga) CE24z = Ef pz) ーー mplar), (3 


Zr (ap! tz) Zt Cap ーー 
同样 可 证 
1. (うー 
5 | ,9%) Plz) "ーー か の 2 (4 


把 537 和 (4) 的 结果 代 人 (2)? 中 , 即 得 (17. 
令 plz) 寺 1, 得 (1) 式 的 ~ 个 重要 特殊 情形 ， 


1 (を ) ーー ーー 
2 中 の ーー ア , (5) 


其 中 必 是 <) 在 C 内 的 零点 的 个 数 ,P 是 极点 的 个 数 ; 重 零点 和 
重 极点 须 按 阶 数 计算 其 个 数 . 
各 果 w(z) 在 で 内 元 童 点 , 旭 已 一 0 而 有 
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了 人 风 kzy 
zm 中. gz) d= VN. (6) 


现在 来 说 明 拉 格 朗 日 定理 ; 
设 fz) 和 p(x) 在 围 道 C 上 及 CC 内 是 解析 的 ,a 为 忆 内 一 点 . 
筐 果 対 FC 上 的 点 , 参 数 満足 
ED << | を ーg > (7) 


则 
ti 方程 
有 一 在 十 ts) (8) 
在 ご 内 有一 根 富 且 只 有一 根 」 当 :一 0 时 此 根 趋 上 e. 
fii) 画数 fez) 可 以 恢 I 
fz) = fla) 十 2 
六 公式 称 为 拉 格 朗 日 展开 公 趟 . 
先 证 明 0). 应 用 公式 (6) 于 函数 
w( を ) = a tiple), 
注意 茶 件 (7), 得 (2) 在 CC 内 的 零点 的 个 数 


ーー 1 一 je と) 
N= ni hr ee 


a Lp a) 了 (9) 


た 


ー Le 了 了 
一 oni $n ーー 1X 44 ーー yids 


ーー や ぎす ( うう") 3 が Te 了》 
dar a n+ 1)1 da"! “ 


一 1, 
即 gfz) 圭 z 一 4 一 19(z) 一 0 在 CC 内 有 而 且 只 有 一 个 根 . 
再来 正明 ii). 役 s 是 方程 48) 在 C 内 的 惟一 的 根 , 用 公式 (1) 


本 
めで ⑥) 一 
二 dt = fe 
但 另 ,方面 
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了 了 め (《) Fi 
an Pf ge = a 所 中 7 5 ー ee の 


= 起 和 ー の 1Dr dds 


nt 


- や を また の Eo!) 


-> DT de 7 [gc Tr] 


= f(a) 十 了 生生 a [pa 


因此 有 (9)? 式 ， 
例 设 8(z) 一 (2 一 1372 则 方程 = 一 zx 一 地 (zz) 一 0 的 -个 根 
是 


1— vl — Zt + 


z 一 
Ea 
当 :一 0 时 ,= 一 r. 于 是 , 按 拉 格 朗 日 定理 , 今 fz) 三 x ,得 


lt z+ 


两 边 对 x 求 微 南 ,得 展开 式 


I ど 
A i 2 


1.5 半 印 哨 数 的 有理 分 式 展 尋 . 米 塔 格 - 累 夫 勒 (Mittag-Leffler) 
定理 


半 策 画数 是 込 冬 的 単 債 頭数 , 亡 在 有 随 区 域内 除 板 点 之 外 滋 
有 別 的 奇 点 . 

例 1 任何 有 有 理 消 数 P,(z)/Q,tz) ,其 中 Pr(s) 和 Q(s) 分 列 
是 次 和 mr 次 多 项 式 ;如 果 PP,(z) 和 Q(z) 没 有 公 因 子 , 则 这 函数 
在 有 限 区 域内 的 奇 点 是 Qtz}) 的 零点 . 
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例 2 cscz.cotz 等 ;它们 的 奇 点 是 == 十 rn 一 0,1,2 ,都 
是 ~- 阶 极点 ， 

在 有 限 区 域 中 , 半 纯 函数 的 极点 的 个 数 必 是 有 限 的 ; 何 则 将 有 
奇 点 的 了 裹 点 ,而 聚 点 不 能 是 极点 ,因为 极点 是 孤立 的 . 

如 果 半 纯 函 数 有 无 穷 多 个 极点 az 一 1,2,…，, 如 例 2 中 的 情 
形 , 风 必 有 lima, 一 9 ,因为 如 果 这 极限 为 有 限 值 , 则 在 有 限 区 域内 
将 有 无 穷 多 个 极点 ， 

以 上 是 半 纯 函数 的 一 些 基本 性 质 . 下面 来 讨论 这 类 函数 的 一 
种 特殊 履 上 -有理 分 式 展开 ;在 这 种 展开 中 ,函数 在 它 的 诸 极 点 
处 的 奇异 性 同时 表现 无 遗 ( 试 与 涪 浪 tLaurent) 展 开 比 较 ). 

米 塔 格 - 累 夫 勤 定理 . 设 半 纯 国 数 f(z) 的 极点 为 ayesyes， 
"0a Eas la ls 如果 存在 具有 下 列 性 融 的 国道 序列 
(Cs: CD 当 闫 se 时 Cn 到 原点 (z 一 0) 的 最 近 上 距离 只 .一 ce ,但 
taf Rm 有 界 ,ti 是 Cs 的 周 长 , di) 在 C。 上 

jz ?fe) | AM, 1) 

为 某 最 小 的 非 俩 整数 ,M 为 与 m 无 美的 正 数 , 则 f(z) 可 展 为 有 
理 分 式 的 级 数 


站 3 
ia) 一 2 0 十 3 lo。 


其 中 


ーー) ーー っ A 
tz 一 如 


(tn 一 1 2 いう 


馬 zx) 在 点 的 主 部 ， 
2 1 zt 
Pts) 一 2 [jG : ーー | | 了 了。 (4) 
证 设 m 蓄 大 使 = 在 C 四, 风 
Lf Dd 工 fd > 二 | CD 
2mi 


2m Jc ビー を 2 cr) と 一 を la, + 
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= f(z) 十 3 1 业 0 ビラ ス (だ どう , 


i Dr 
(5) 
PA 一 q,) 是 A( 引 在 a; 的 邻 域 内 的 正则 部 ,rw 大 C。 内 极点 的 个 


数 . 由 于 PC 一 ei 一 2) 在 a; 的 邻 域内 是 解析 的 , 它 的 围 道 积 
分 值 为 0. 又 ,根据 复 连 通 区 域 的 科 希 定理 ， 


Re 高中 と ーー 


一 区， cz | 


其 中 Ce 是 以 $=0 为 心 ,半径 等 于 下 .包含 a 和 和 zz 点 于 内 的 阁 , 但 
当っ 時 


a 


C=, 
故 | 随 Ro 而 趋 于 0, 因 此 
5 。 ーー と ーー っ | =- sl rs) 
ーー の に ーー 467 
而 (5) 式 成 为 
赤 中 とこ ーー f(z) 一 2c{ 二 二 (7) 
MM 
生計 od 六 + rr] 
- Dt ゲバ を + EP RA 
十 を Tt Fdr 


2 Jc HE — ey 
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用 证 明 {6) 式 的 同样 方法 有 
1 ミー1 て 1 | 一 点 一 1 
t= lk dt 
1 ,| Rl 
ーー 2mi {D+ Kc | 一 :上 dy 


ーー ec | | | ， 


代入 前 式 , 井 用 (⑦) 式 , 得 
f(z)= DO -十 lc G| = ーー ~ (2) 
を dg 


2m Fe HE — と ) 
当 mw 一 oc 于 ,根据 条 件 吕 ,在 |z|i < 之 R 中 CR 为 任意 止 数 ) 有 


zr tl 中 (どう d ど RT1ME, 
ni rE») RR RY) ~ 


因此 有 (2} 式 ,其 中 的 级 数 在 |z1 扎 RCR 任意 ) 中 是 一 致 收 合 的 ( 设 
< 天 an 一 1 2) 

当 z 二 0 也 是 /f(z) 的 极点 时 ,上 笛 的 定理 不 能 直接 应 用 于 
fCz) ,但 可 应用 二 (2) 二 了 wz) 一 Goll/z) ,Gol1l/z) 是 f(z) 在 z==0 
点 的 主 部 ,只 要 Fcz) 满 足 定理 的 条 件 . 

如 果 al,as，"… 都 是 半 纯 函数 F(z) 的 一 阶 极 点 (也 0), 而 且 在 
Ca 上げ の | 之 MM( 即 二 0),M 与 mm 无 关 , 则 有 特别 箱 单 的 展开 
公式 


fi = F(0) + 2 に ユー 二 ， (8) 


其 中 を 是 f(z) 在 a 点 的 残 数 . 
(2) 式 和 (C8) 式 右 方 的 级 数 都 在 全 平面 上 代表 左 方 的 函数 . 


气 ” 级 数 的 项 基 按 转 道 序列 {Cs} 的 次 序 安排 的 ,而 当 级 数 绝对 一 致 收 襄 时 , 则 项 
的 次 序 可 任意 安排 。 
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例 1 cotz 的 有 理 分 式 展开 ， 

cotz 是 半 纯 函数 ,极点 为 
0,zrtn 一 土 1, 士 2,…) ,都 是 一 
险 的 , 残 数 为 1. 因 > 一 0 也 是 极 
点 , 故 应 考虑 函数 (zx) 二 cotz 一 
17z; 它 的 极点 是 nx tn 二 士 1， 
土 2,……), 残 数 仍 为 1. 取 CC。 为 
图 1 中 的 正方 形 围 道 , 可 以 证 明 
在 其 上 | 已 rz 朵 与 产 无 
图 1 关 ,因为 


で 十 是 才 -2eos2 
ee ツー 2cos2 テ 


lcot を 1 = (二 十 1y)， 


在 BC 和 が 逝 上 メー 圭二 ]e。 逆 cos2 ァ ニー1 面 有 leotz 
で 1: 在 BEB' 和 CC' 上 ,一 士 | me 十 二 | 而 有 

十 e 2 十 2 11 十 ee P12 、 
で ュー ラー ロー で マー1 当 mー 
又 ,1 在 Ce 上 是 有 界 的 ,因此 可 以 应 用 公式 08) 本 F(z) 而 得 


le ar 


符号 >!' 表示 在 求 和 时 没有 n= 的 项 . 当 x 一 0 时 ,cotz 一 ]/z 一 0， 
故 


leotz |* < 


ュー 中 


.二 上 1 1 1 ヾ の を 
ts = + D(a = 十 人 2 一 (9) 
把 (9) 式 中 的 <z 换 成 1/2, 得 
と or を 
Cot つ 1 十 ュ ーー (10) 


与 1,1 节 (18) 式 比较 ,得 
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こ 2 だ ー し 
2 ク ァ ー (ga - 3 の 1D 
当 有 | 过 2 时 , 左 方 级 数 的 每 一 项 都 可 以 用 知 级 数 展开 ， 
2r° が 
パー (Zn 2| | 2 | | ー ?之 {nn 


代入 (11) 式 ， 和 站 
や 2 | > の ja 


由 此 得 求 和 公式 

> テー 2, k= 1.2 の (12) 
其 中 Bi 是 伯 努 利 数 (1. 1 节 )， 
1.6 无 穷 乘积 


在 这 一 节 里 将 简单 上 闻 介 绍 -~ 下 有 关 无 穿 莱 积 的 基本 概念 和 收 
效 问题 ,特别 是 绝对 收 伍 的 条 件 . 
元 容 乗 和 
一 (1) 
在 而 且 只 在 下 述 情况 下 称 为 是 收 化 的 ; 存在 使 所 有 nn 汪 m 的 rw。 
天 0, 而 旧部 分 积 
Pa Halt Hnt2 te (nr mm) (2) 
在 "一 cn 时 趋 于 不 为 零 的 极限 じ 。 送 時 


一 一 了 = Wl Wor dm (3) 


定理 1 ime 是 无 穷 乘积 (1) 收 伍 的 必要 条 件 . 
证 当 n-*o0 时 一 pps/ ps 一 1 二 为 p, 和 pi 在 nn 一 20 时 


”其 合 潜 性 可 驳 看 例如 ,Kneop, Unendiiche Reihens る 18 [an],1931, 
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有 相 同 的 概 眼 り 。. 
由 于 这 个 缘故 , 常 把 二 写作 友 王 1 十 e 而 (1) 成 为 


I (1 十 ag。). (4) 
按 定理 1,lima, 一 0 是 (4) 收 化 的 必 娄 条 件 . 
定理 2 乘积 (4) 收 敛 的 充 要 条 件 是 存在 m 使 级 数 
5 nd + a (5) 


5 一 本 十 | 


收敛 ,其 中 的 对 数 取 主 值 ，|arg (1 十 aw) [<x 令 这 级 数 和 为 工 , 则 
Ha +a = (1 十 gi)(1 十 gz)…(1 十 an)er， (6) 
证 杀 件 是 充分 的 ， 因为 如 果 (5) 收 全 , 则 序列 
pa= (lant (Cl 十 gr22…(1 十 an 
= exp ぶ In(1 + 2.) } 


r 一 相 十 上 
是 收敛 的 ,而 且 limp, 一 et. 
条 件 是 必要 的 ,因为 如 果 乘 积 收 侣 , 则 存在 可 使 (1+e)s0 
n>p1) ,而 且 当 ~-*o2 时 户 一 六 径 0. 但 
3 lngl + a,) = limlnp, = Ing, 


r=mt+ 1 


故 级 数 (5? 是 收 伍 的 . 不 过 , 它 的 值 与 p 所 含 因 子 的 辐 角 有 关 . 这 
些 辐 角 不 能 任意 规定 ,因为 limln(1 一 4.) 一 0 是 级 数 (5) 收 敛 的 必 
要 条 件 , 而 lai 二 ay) 一 11 上 sl 十 iarg(1T 十 ao, 因此 必须 ao->0 
和 arg{1 十 a,) 一 0, 也 就 是 说 ,除去 有 限 数 的 项 ,必须 |arg (1 十 a,)| 
三 x, 即 对 数 取 主 值 . 


无 家 乘积 的 绝对 收敛 及 其 充 要 条 件 ”乘积 了 (1 二 4,) 称 为 中 


绝对 收 化 的 ,如 果 ][ (1+ |a.1) 收 化 
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定理 3 如果 1 贡 二 as) 绝对 收 化 , 则 它 必 是 收 合 的 . 


证 按 所 设 | 1 + es) 收敛 , 故 存在 -使 当 m*co 时 


gu 一 (十 efl 十 az (tl el) gO (7) 
对 于 任意 的 上 0)， 只 要 够 大 ,就 有 
11 二 ascii 二 aa ll 十 ai 一 开 | 
< (1 十 ail li 十 [lare | etl 十 gz キー 1 
= (8) 
Hn 
因此 存在 mm 使 对 十 任何 >m 有 
lan) (lt em) fl Fa 1|= |p; 1 < 


即 


1 3 
の | 二 2° 


这 表示 当 s 之 mr 时 ,1 十 as 关 0, 而 且 , 如 来 p; 趋 于 极限 ,极限 不 为 
零 . 事实 上 ,由 (8) 有 
| 一 ES ー1 で 6 (>mm,> 0) 任意 )， 
或 
| bs ーー pl<elp,|. 
由 此 ,根据 科 希 判 据 , 疡 确 有 极限 ,也 就 是 1 | 1 十 z。) 収 僅 . 


定理 4 乘积 [] (1 上 +a,y 绝 对 收 和 伍 的 充 要 条 件 旦 级 数 > a 
绝对 收 伍 . 

自信 P= ニキ a ロナ ana Cn>m), 
PP 显然 不 等 于 过 ,又 令 5 二 |ewmti| 十 amts ll 十"… 十 |as1. 因 1 十 
la Ee や 者 SP ew 町 見 5, 和 P; 的 收 合 性 是 等 价 的 . 
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定理 5 “如果 乘积 ] | (1 +s) 绝 对 收 敏 , 则 级 数 >\lnC1+wn) 


也 是 绝对 收 襄 的 ;反之 亦 然 ， 
证 不 论 乘 积 或 级 数 收 敲 ,都 有 as 一 0tn 一 2). 因此, 取 n 吓 

够 大 ,使 |a, | 过 17/2, 则 
ln{ 1 + a,} EE 
一 1 | 2 


ds 


a a 
ca ca | 
トラ 4 + 


1 
2 kJ 


1 1 1 
芝 开 十 加 十 训 十 二 
从 而 有 


ュー ed に 
可 见 lnt1+ao) | 与 co| 的 收 化 性 是 等 价 的 于 是 ,根据 定理 
4 .定理 5 得 证 ， 加 

一 致 收敛 元 穷 乘 积 [ (1 Luwskzy} 称 为 在 * 的 某 区 域 中 
是 一 致 收 伊 的 ,如 果 给 定 s>0 可 以 找到 这 样 的 mm, 它 与 > 无关, 使 
得 对 于 任意 的 >0, 


mt 上 ts mt 
Le サー ロロ 二 mw の <g 
r= r=1 


1.7 吸 数 的 无 穷 苹 积 展 开 . 外 氏 (Weierstrass) 定 理 


先 讨 论 束 函数 的 情形 . 

在 全 平面 上 解析 的 函数 称 为 整 水 数 . 例如 多 项 式 (>)。 
sin を > COs を > er 等 . 

如 果 -个 整 男 数 在 无 穷 远 点 也 是 解析 的 , 则 按 刘 维 
(Jiouville) 定 理 , 它 只 能 是 常数 .一 般 , 匹 穿 远 点 可 以 是 整 疯 数 的 
极点 ,人 恒 如 多 项 式 的 情形 ,也 可 以 旦 本 性 奇 点 ,例如 对 二 函数 e*, 
sinz 等 . 

在 代数 中 常 把 一 个 多 项 式 表 成 它 的 质 内 子 的 乘积 . 对 于 整 医 
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数 , 也 可以 作 美 似 的 表示 . 不 过 , 当 整 阔 数 有 无 穿 个 零点 时 {例如 
sinz， cosz 等 ), 这 样 的 表示 晨 -“ 个 无 穷 滞 积 ,有 关 收 僵 问 题 则 党 
要 用 上 节 的 结果 来 讨论 . 

定理 1 设 整 函数 f(z) 只 有 不 为 0 的 一 阶 零 点 ag: 
mas 王 ooW。 且 存在 国道 座 列 (C) 在 基 上 | で)/ プ (る で MM 


为 与 mm 无 美的 正 数 , 则 fw 可 展 为 无穷 双 积 
Fa = FI [T 一 三 je (1) 


羽 积 中 的 每 一 个 因子 位 一 2/as)e*“ 内 在 一 点 {zs 二 gis) 上 为 襟 , 它 称 
为 整 函 数 7(z} 的 质 因 子 . 
证 令 下 (z) 一 了 (2)/ 了 lz) 在 a 点， 


2 
f(a) = C2 — af a) + EF fay + 


Fl) = F(a ~ a fla es lan #0. 
因此 ， 


， (x) ez) 
Fz 》 = Fe) ーー PA? = 1， 


妈 astn 二 1] 2, 下) 是 Cz) 的 一 阶 极点 , 残 数 为 1; 此 外 ,了 Cz) 处 处 
解析 ,也 就 是 说 ,F(z) 是 一 个 半 纯 函数 , 由 于 F(z) 满 足 1.5 节 公 
式 (8) 的 条 伯 , 可 以 把 它 用 有 理 分 式 展 并 ， 


ro = FO + 人 トー + エリ 


テー g。 a 


因此 有 


fF) 0) | Oo 1 1 
fe) Fo) 1 +) 


右 方 级 数 是 一 至 收 各 的 ,可 以 乘 上 dz 求 积 分 ,由 0 到 =, 即 得 (1) 
式 . 


二 ”我 们 不 讨论 有 限 个 零点 的 简单 情形 , 在 有 无 穷 个 过 点 的 情形 下 ,无 穷 远 点 必 是 
聚 点 ,因为 加 果 在 有 限 远 处 肥 专 点 的 聚 点 , 则 ftz} 寺 人 0. 
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例 sinz 的 无 穷 乘积 展开 . 

由 于 z=0 是 sinz 的 一 阶 零 点 .不 能 直接 应 用 (1) 式 . 而 应 考 
虑 函数 Ffz) 一 sinz/z: 它 的 等 点 是 一 士 rrnr 一 1, 2 , 且 都 是 一 
阶 的 , 又 (zx)/f(z) 一 cotz 一 1/z, 在 1.5 节 的 例 1 中 证 明 过 它 满 
中 (1) 式 成立 的 薬 件 , 敵 可 用 1) 式 把 sinz/z 展 为 无 穷 乘 积 


te 
或 
as 一 HH を . (3) 
由 于 
Dntn? 
ニュ 


绝对 收 笋 , 故 根据 1.6 节 定 理 4 知道 这 无 穷 萎 积 是 绝对 收 伍 的 . 

整 函数 的 无 穷 乘 积 吉 开 显 然 不 限于 其 伶 点 为 一 阶 的 情形 . 如 
果 mw 是 人 の 的 阶 零点 ,不 难 证 明 ar 仍 是 F(z) 一 产 (z) /f(z) 
的 一 阶 极点 ,只 不 过 相应 残 数 为 m, 而已. 因 此, 如果 其 他 条 件 满 
足 , 仍 可 利用 1.5 节 (8) 式 求 得 六 z)? 的 无 穷 乘 积 展开 ,其 中 舍 a, 的 
质 因子 应 出 现 mw, 次 : 

が の = fOr TT {1 — F Je (4) 
n= - n 

此 外 ,在 围 道 序列 (Cs 上 1PCz)AFz)l< 时 (与 天 无 闫 ) 这 一 
条 件 也 可 这 放宽 ,只 要 同时 相应 地 改变 公 斌 (1) 或 (4)《 见 下 ,普遍 
的 质 困 子 定理 ). 

又 ,无 穷 乘 积 展 开 不 限于 束 攻 数 . 一 个 半 纯 函数 f(z) ,由 于 总 
可 以 用 两 个 整 函数 的 商 表 达 , 也 有 无 穷 乘 积 展开 . 关于 半 纯 函数 可 
用 两 个 整 蚂 数 之 商 表 这 ,证 明 如 下 ;: 设 G(z? 为 整 函 数 ,其 零点 就 
是 Frkz) 的 极点 , 则 乘积 f(z)G(z) 在 有 限 区 域内 无 奇 点 ,因此 是 一 
个 整 丁 数 , 令 为 GiCz); 即 有 f(z) 一 G1(z) /GCz). 

普遍 的 外 氏 质 因子 定理 设 f(z) 在 有 限 区 域内 无 本 性 奇 
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点 ,其 零点 (或 极点 ) 为 ares 和 :0< ea| 委 |cz| 委 … 则 六 =) 可 用 
无 穷 乘 积 展开 为 


f(x) 一 reoeeoT {| 1 — a 


其 中 G(x) 是 一 个 整 函 数 ,G00) = 0;g(z) 是 一 个 适当 地 选取 的 多 
项 式 , 它 的 作用 是 使 乘积 在 任何 有 限 区 域内 ,除去 极点 ,绝对 而 且 
一 至 收 傅 ;m, 代表 零点 (或 极点 ) 的 阶 , 可 正 可 人 负 , 如 果 a 是 极点 ， 
则 m0. 

证 首先 证 明 , 可 以 找到 多 项 式 ge(z), 使 (65) 式 中 的 无 穷 乘 
积 对 于 任何 不 在 航 点 处 的 = 值 是 收 剑 的 . 

按 上 节 定 理 5, 所 说 乘积 的 收 敏 问 题 与 级 数 > /lnf(1 一 =/as)， 
em 的 收 伍 问题 等 价 . 这 级 数 的 普遍 项 


EL ) ， (5) 


如 果 取 
中 一 
nL を 
gtx) = 2 < 三 | ， (6) 
其 中 を 为 待定 整数 (>1), 则 
一 mn 1「 を | = ュ 1 gz 
に 1 の うお dP に 3 し 0528 デー ョ レジ 
と 
< [mal zl 2 っ 


令 天 为 任意 正 数 ,并 设 1z|< 二 天, 刚 因 a 一 oo, 故 存在 和 N, 使 ja,| 记 
2K n>N) ,而 有 |zas ;|< 之 Klas| -之 1/2, 因此, 当 n>N 时 

可 

le < 2m.l |&| . 


现在 选 尽 可 能 小 的 志 使 lu。| < 加 ,而 > 为 任何 收敛 的 正 项 级 
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数 , 例 如 总 =2 "这样 ,级 数 > a 不 仅 是 收 襄 的 ,而 且 是 绝对 和 一 
致 收 分 的 (对 于 xz | 过 外 ,极点 除外 ). 因 此,(5) 式 中 的 乘积 对 于 所 
取 的 g,{z) 是 纵 对 且 一 元 收 人 请 的 . 


令 


mm 
[ 
人 | , 


Fr = I (la ー テ 
则 rz)yPCz) 一 GtCz) 是 一 个 整 画 数 ,而 且 没 有 零点 ,因此 GG ta)/ 


Ci(z) 也 是 整 丽 数 , 令 为 Gofz), 得 口 (=) 一 Ces,C 是 任意 常数 . 
于 是 得 


っ っ 


(>) = ce TI] [| 1 一 = 


为 一 了 


当 = 一 0 时 , 右 方 的 无 穷 滋 积 等 于 1, 故 げ (0〉= ニ Ce の 。 面 有 
GG TT wl 
re = fo Ti (li le] 
这 就 证 明了 (5) 式 ,其 中 (2) 一 Gz(z) 一 Ga(0) 需 要 根据 函数 在 |z| 


一 co 时 的 性 和 岳 来 确定 . 向 如 ,车 tz) 二 产 (z}/ lz) 满足 1.5 节 中 
(1) 这 的 条 件 ; 则 应 用 该 节 (2) 式 于 Ftz), 并 由 0 到 z 求 积分 , 妈 见 


He 


Ein Cs) 


+ #11 
ーー 人 は) を な 
Ge) = LF (0) 誠二” {7) 
而 gz)? 按 该 节 (4) 式 ,为 
p dt , 1 tH 
#0 = Di | (8) 


其 中 G| ーー | 是 画 数 F(z) 在 a, 点 的 主 部 


1.8 渐 近 展开 
一 个 消 数 的 渐 近 展开 通常 是 指 在 它 的 白 变 数 或 所 含 参数 的 数 
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值 很 大 时 的 近似 表达 式 呈 ,例如 ,误差 函数 (6, 15 节 (1))erfz 一 


-三 | ea 当 工 很 大 时 的 近似 计算 公式 , 贝 骞 耳 函 数 7,(2) 在 


iz| ;或 |vl ;或 1z| 和 |r| 两 者 很 大 时 的 表达 式 (7. 16 节 和 7.12 节 )， 
常 微 分 方程 在 它 的 非 正 则 奇 点 (Coo) 处 的 级 数 解 (2. 10 节 ) ,等 等 . 
在 这 一 节 里 只 介绍 一 些 有 关 渐 近 展 开 的 基本 概念 ,下 一 节 介 绍 关 
于 求 拉 普 拉 斯 积分 的 淋 近 展开 的 巨 特 孙 引 理 . 其 他 一 些 求 渐 近 展 
开 的 方法 将 在 以 后 讨论 各 种 具体 的 特殊 函数 时 间 明 . 

当 天 xz) 在 < 一 ce 点 是 解析 的 时 候 , 它 可 以 用 泰勒 级 数 表达 : 

Ke) = 十 ce! 十 cae 2 十 …， 

其 中 必 一 了 "(co) /nl; 只 要 在 右 方 取 足 够 多 的 项 , 近 亿 程度 可 以 无 
限制 地 改善 

在 一 般 的 情形 下 ,如 果 能 够 找到 一 个 级 数 ( 不 一 定 收 笋 》 

4 A トト て 1) 

它 具 有 下 述 性 质 ;对 十 任何 固定 的 ", 当 srgs 限制 在 -一定 的 范围 ， 
largs|<a ,而 =| 一 c 时 有 


Hm (yx) ー Se)) = 0 (2) 
即 
f= 5S, (C2) 十 oz 《3) 
其 中 
SA (4) 
则 级 数 恒 ) 称 为 xz) 的 渐 近 级 数 乏 ,而 写 
チー 十 て 5) 


|z| 一 ce， largz| < 4. 
需要 指出 ,在 渐 近 展开 式 (5)? 中 是 用 级 数 (1? 的 部 分 和 S。Cz) 


收报 说 来 , 渐 近 展开 不 艰 于 自 变 数 或 参数 很 人 的 一 神情 形 ,而 可 以 呈 自 变数 或 
参数 是 任何 值 时 梢 数 的 近似 表达 式 ( 参 看 例如 下 节 ). 

の ”我 们 主要 讨论 状 级 数 形 式 的 源 近 展开 . 关于 普遍 形式 的 渐 近 展开 理论 可 参看 
A. Erdelyi, Asymptotic Erpansiens (1956), 
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作为 函数 f(z) 的 近似 ,而 不 是 说 /=) 一 lim3S。, 因 为 在 级 数 发 散 
时 ,这 极限 不 存在 ,有 时 直至 当 g-ro こ 時 4kc 一 不 趋 于 0. 

一 个 重要 的 问题 是 关于 渐 近 表示 的 误差 估计 , 接 て 2) 或 (3), 退 
差 的 数量 级 是 o(z “), 因 此 ,对 于 固定 的 2 和 argz 的 一 定 范围 ， 
|=1 愈 大 ,误差 愈 小 , 亦 即 近似 程度 您 佳 . 此 外 ,近似 程度 还 与 部 分 
和 S.Cz) 的 项 数 w 有 关 . 但 是 , 旭 果 级 数 是 发 散 的 , 则 对 于 一 定 的 
z, 近 似 程 度 不 能 通过 多 取 项 数 ( 即 增 大 2 无 限制 地 改善 , 这 是 与 
用 收敛 缓 数 的 部 分 和 作为 近似 很 不 相同 之 点 .下 面 举 一 个 例子 来 
说 明 . 


求 函 数 
f(z) = | de (6) 
在 -一 cc 时 的 渐 近 展开 式 ,z 为 正 数 . 
令 上 一 二 一 人 


= 二 ax 一 + 


= や) a <?) 
如 于 就 用 右 方 前 机 之 和 作为 产 z) 的 近似 , 则 误差 估计 为 
= | 3 | < 二 | edA = 2 (8) 
因此 多 
の ーー 壇 寺 全 "オーー ター は よー <) 


大 近似 程度 恵 佳 . 但 星 , 如 果 < 固定 , 刀 在 ぁ 超 計 一 定 値 て (>) 以 


① (9) 式 也 可 以 用 换 部 求 积分 的 方法 得 到 . 
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后 ,2 意 大 , 误 善 反而 也 全 大 ! 可 见 ,用 渐 近 展开 ,近似 程度 一 般 椒 
能 通过 增 大 w 而 无 限制 地 改善 . 


必须 注意 ,在 复 变 数 的 情形 下 ,函数 的 渐 近 展开 与 变数 的 贺 角 
范围 有 关 ; 在 不 同 的 范围 内 , 渐 近 表示 一 般 不 同 ( 参 看 例如 6.8 节 
《7? 式 ). 


下 而 是 渐 近 展开 的 一 些 基本 人 性质 . 
1， 线 性 组 合 -一 若 

fa SAR, gz) ~ 2 B27", (10) 
则 


of tz) + の ge うー Dl (Cad, + BB Jz™, 


(11) 
其 中 a,8 是 任意 常数 , 根据 渐 近 展开 的 定义 (3?, 立 刻 可 以 证 明 . 
2. 相乗 ツー- 车 有 (10), 则 


fz) gz) ~ DD Cnr 。 (12) 
に | 
其 中 
Co 一 AB 《13) 
Fe 

证 按 定义 有 
ーー 
gl = Bt 

| 当 |*|1 一 cc 时 都 趋 J 9, 因此, 当 lzl 一 50 时 


flag) 一 SC "1 A 二 Bee 十 DGz 1) — 0. 
3. 巡 项 求 积分 一 一 设 < 为 实 变数 或 辐 角 固定 的 复 变 数 , 若 
flz) ~ Ae tA A (14) 
+=? 
则 


六 相 除 也 是 可 以 的 ,只 要 分 母 的 关 近 展开 在 1z| 一 时 不 等 于 必 
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1 Se 本， ー 
(を )dg ~ す 1. (“15) 
| ds る ぁ ー 1 


证 令 5S,(z) 代 表 (14) 式 右 方 级 数 的 部 分 和 , 则 因 当 |z| 一 oo 
时 zx" (fz) 一 S,(z)} 一 0, 故 对 于 任意 给 定 的 e 半 0, 存 在 RR, 使 当 |z1 
> 時 
[Ff 一 Sl) | で gl" 
于 是 


[Preoaz ー ト sasls が >ー se 


を 1 
ァ ー 1 [gl 


で | zalz 一 
而 有 
fr” 7 Laril 
n—1 を )dz 一 *+1 
* (| 7oes 2 ェ ー | 
4. 逐 项 求 微 雇 。 -一 般 说 来 ,对 渐 近 展开 式 逐 项 求 微 商 是 不 
可 以 的 . 例如 函数 。*sin(e? 一 0 十 二 十 点 十 ,但 它 的 微 商 一 e-* 
sin(e") 十 cos(e") 在 +z 一 cc 时 是 振荡 的 ,根本 没有 几 近 展开 , 但 是 ， 
如 果 f(z) 有 微 商 ,而 且 它 和 它 的 微 商 都 有 竹 级 数 形 式 的 渐 近 展 
开 , 则 把 性 质 3 中 逐 项 求 积分 的 结果 应 用 于 (>) 的 新 近 展 弁 , 立 
刻 证 明 f(x} 的 半 近 展开 可 以 逐 项 求 微 商 . 
$. 惟一 性 
在 argz 的 一 定 范围 内 ,一 个 蚂 数 最 多 只 有 一 个 渐 近 展开 ,也 
就 是 说 , 狐 近 展开 ,如 果 存 在 ,是 惟一 的 .但 是 同 一 个 新 近 展 开 却 可 
以 表达 不 同 的 函数 .下 面 来 证 明 ， 
设 


f(z) ~ DA Tt, 
LH 


fa ~ 了 Bus 一， 
円 
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则 对 于 辕 定 的 x 
lm {2"CAo 二 Ar 二 二 Az" — Boo— Bux! 
[Ee 


ーーー gz つう)) = 0. 
因此 ,必须 是 4。 王 お 4 ュー お に の 4。 王 お 。 但 ヵ 是 任意 的 , 故 内 漆 
近 展 开 相 同 . 

但 同 :发散 的 级 数 却 可 以 是 两 个 不 同 郴 数 的 削 近 展开 ,例如 


Le ~ As | fargz| < ， 


fz) 二 er~ DAs 
有 = 

美 下 部 近 展 弁 的 理 珍 . 可 参考 A. Erdélyi, Asymptotrc 
Erpansions (1956). 
1.9 拉 普 拉 斯 (Laplaee) 积 分 的 渐 近 展开 . 瓦 特 独 CWatson) 引 理 

积分 

7 の = | eo G) 
nl 


称 为 拉 普 拉 斯 积分 ;f(z) 称 为 Ji) 的 拉 氏 换 式 . 这 种 积分 常 出 现 
在 用 定 积分 解 微 分 方程 的 问题 中 (参看 2.13 节 ). 

瓦特 孙 引 理 . 老 p00 是 1argz | <<8 中 的 单 值 解析 函数 ; 当 一 
co 时 gpl) 一 OCe*) ,5 为 实数 ,而 当 1-x0 時 や 


ttt) ーー ant {rr 2 0), 
二 1 


即 
FE) ~ Da Cr>0), (2 
tr 
则 有 谣 近 展开 公式 


全 ”这样 的 CD 沉 出 现在 有 级 数 反 注 的 问题 中 ,例如 7. 11 节 . 
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| テー, (3) 
r, 


fz) 一 | ep dt ~ > aT 


n=1l 


Iz| mo, largz| rg2—8, >0, 
其 中 Ts 是 散 马 天 数 ( 见 第 三 章 )， 
证 由 (2) 式 及 gl 和) 在 :~->5c 时 的 性 质 知道 ,对 于 任何 固定 的 
正 整数 NN ,存在 天 汗 0, 使 
N=-—1 r 
[ge 一 Datr™! | < Ki et 
nst 
因此 ,用 3.1 节 (1) 式 ,有 
co 一 1 om 
| e “PE) う dg 王 a | er idt 十 Ry 


| 


ダー1 ， 
一 erl | 十 Rn， 
其 中 


[Rl K| eit dt (z= Relz)) 
= KTS) (xz — DN = Oe, 
只 要 x 一 8>0; 而 这 在 |z| 汪 besec6 时 总 是 满足 的 . 这 证 明了 (3) 式 ， 
瓦特 孙 引 理 可 以 推广 到 下 而 的 力道 积分 


{0+) 
fz) 一 | e “odit, 0< argt < 2r， ca 


larg を 1 rn, >0. 
积分 力道 是 图 2 中 的 C( 参 看 3.7 节 的 说 明 ); 当 1 一 oo 时 ez) = 
O(e”) ,5b 为 实数 ,而 当 1>0 时 


で 平面 
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| zz) 一 Dar | = acl), 
其 中 OA 在 这 些 条 件 下 有 渐 近 展 开 式 


【人 一》 
I =| ep de~ 2 Par A sin * ee th 5) 
™ n=] 


lz| oo, largz| rn/2 6, >0. 
这 式 的 证 明 与 前 类 似 , 只 是 要 用 到 3.7 节 (2) 式 TT 函数 的 围 道 积 
分 表示 式 . 
例 求 积分 


二 1) 2 
fz) = | ed (larg( 一 の | ED <6) 


在 ほ 1 テ ゃ 本 (largz!sSSzr/2ー す 9 の >0) 的 断 近 展 井 式 ,>) 是 厄 密 
方程 (2. 11 节 (16)) 的 积分 解 . 

利用 公式 5), 立 得 

fCx) = el と < ara 


r= 


~ 一 2 singr > C2 一 十 J)xr 7) 


1.10 用 正 交 函数 组 展开 


设 有 一 组 连续 的 函数 {C7)) 一 1 2 是 实 变数 ,as<r 

< 若 み (z) 満 足下 列 英 系 
ーー 0 mn), 
(Pur 一 | pap Dd = m= 人， 
(mn = 1,2,) 

其 中 98。 是 名 的 共 绝 复数, 则 廿 数组 48Cz) 称 为 正 宽 归 一 的 ， 
Re m0) 称 为 权 , Cp; 久 ) 称 为 两 冰 数 的 内 积 ;内 积 为 0 的 西條 牙 
数 攀 为 互相 正 交 ， 

正 交 妇 一 函数 组 的 一 个 重子 是 ew/V2x,n 一 0, 圭 1, 十 2.…,0 
过 XT 之 2n ;因为 
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1 和 ーI L 这 人 
区 | < ET — Omn} {2) 


这 里 ,ptx) 二 1. 

在 本 书 的 各 章 中 有 很 多 这 种 正 交 函数 组 的 例子 ,如 雅 可 毕 . 切 
比 谢 夫 . 勤 让 德 . 拉 草 尔 . 厄 密 等 密 项 式 ， 

以 革 一 正 变 归 一 国 数 组 为 基 , 把 一 个 给 定 的 函数 表示 为 这 些 
靖 数 的 线性 组 合 , 是 一 种 重要 的 展开 . 这 种 用 正 交 冰 数 组 展开 为 级 
数 的 一 个 重要 例子 是 傅 里 叶 级 数 . 在 本 书 中 只 讨论 连续 丽 数 或 解 
析 表 数 的 这 种 展开 .关于 在 平方 可 积 ( 勒 贝 格 意义 下 的 ) 函 数 空间 
中 这 种 展开 的 问题 ,可 参看 例如 那 汤 松 (Hatahcoh) 的 《 实 变 极 数 
论 ? 一 书 第 七 章 ， 

设 zx) 为 区 间 <<xzs 中 给 定 的 连续 函数 , 以 正 交 归 -函数 
组 {Cr} 的 线性 组 谷 


A (3) 
作为 f(x 的 近似 时 , 令 
di = バテ )ー filx) (4) 
表示 其 误差 , 则 平均 平方 误差 为 
fei = ioaz: (5) 
要 Ciyadi) 最 小 ,必须 选择 系数 c 使 
Ca 一 (ph). (5) 


下 面 来 证 明 ， 
(dad = Cf ルー fF) 
= (CD 二 (CR 一 CD i) 
下 上 £ 
= CF Oo Df pe 一 Dt 
r=] n=1 


+= ] 


点 まま 
= FD aD Dl — GD (の 
nー1 r=1 
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当 6 改变 时 ,只 有 最 后 的 号 下 的 各 项 改变 ,而 这 些 项 永远 不 会 
小 于 0, 所 以 使 得 它 最 小 的 。, 是 使 其 中 的 每 一 项 都 等 于 0, 这 就 是 
(563 式 .. 

二 规定 的 称 为 (x) 对 函数 组 {g(x)} 的 广义 储 氏 系 
数 , 以 后 只 考虑 用 这 种 系数 做 成 的 组 合 (3). 把 (6) 式 代入 (7) ,注意 
(diydi) 实 0, 得 

Sle < fp) 任意 ). (8) 
这 关系 称 为 贝 赛 生 不 等 式 ， 从 它 可 以 看 到 ,由 /的 广义 传 氏 系数 
构成 的 级 数 1 lc 是 收 伍 的 ,因为 (F, 廊 是 有 限 值 . 
如果 当 ルー の 時 。 Cdrd > 0, 即 


tim | テー Semlecoas = 0， 《9) 


其 中 必 二 C8: 让, 则 说 > erg 平均 收 误 于 (な ). 在 这 种 情形 下 ,由 
《7) 得 
> lol = OD le = Cp DD), (10) 


称 为 帕 色 伐 (Parseval) 等 式 ， 或 完备 关系 . 

如 果 对 于 任何 连续 函数 六 za 委 z 安 间 , (10) 式 所 表示 的 共 
系 都 满足 , 则 称 {g,Cx)} 为 连续 函数 空间 中 的 完备 函数 组 . 例如 , 按 
照 傅 氏 级 数理 论 , 前 面 举 出 的 e™/~2x Gx 二 0, 十 1, 十 2,…) 就 是 一 
个 完备 的 函数 组 . 

注意 ,级 数 > su《T) 平 均 收 仇 于 f(z) 并 不 意味 这 个 级 数 和 


存在 且 等 于 fr). 但 若 这 级 数 在 4 三 +<。 中 是 -- 致 收 僵 的 , 则 {9) 
式 中 的 极限 可 取 在 积分 号 下 而 有 


f= Doper), eco 一 BDD. (11) 


ュー1 
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完备 函数 组 的 封闭 性 一 一 -函数 组 4% 人 zxz)) 称 为 封闭 的 ,如 果 不 
存在 不 属于 这 函数 组 ,不 恒 等 生 零 的 、 并 与 有 所有 的 g(x) 正 交 的 连 
续 国 数 nn. 

完备 阔 数 组 必 是 封闭 的 ,因为 如 果 存 在 连续 晴 数 f(x}, 不 属 
于 这 虞 数组 而 又 与 组 中 的 每 一 成 员 止 交 , 则 这 函数 的 广义 情 氏 系 
数 都 等 于 90, 于 是 , 按 (10) 有 (Ff, 让 二 0, 亦 邑 f(x) 二 0. 

正 交 归 一 化 学 续 

设 岂 (za 一 1.2，) 是 ae 和 xz 扫 加 中 的 一 组 线性 无 关 的 连续 
范 数 . 总 可 以 把 它们 组 合成 一 正 交 蝶 一 函数 组 ,其 法 如 下 : 

以 yn 表示 Gp ,#0 菩 , 称 为 由 Cx} 的 范 数 , 则 


gr) = | (12) 

是 归 - -化 的 力 数 ,因为 (四 如) 一 1. 其 次 , 取 

l= tT) 十 ce). (13) 
总 可 确定 cz, 使 

(二 (人) 一 1. (14) 
这 两 个 条 件 要 求 ci ,es 满足 方程 

O= (hp) ー chy) (13) 
和 


1 = 
对 最 后 一 式 再 用 (13) ,得 


1 一 Ca cit の 2 う 十 cr Calas Ha). {185) 
从 {15) 和 (16) 即 可 解 出 
? _1 ・、 
[ez | 一 | 站 | = 一 1(w、 あ あう)" cl 一 で st 本 っ あう. {17) 
再 取 
n= Ca) Edt) (18) 


‘其 中 Cit 世 非 9 式 中 前 CL > で ぅ J ,可 仿照 上 面 的 作法 确定 13C21 
cs 使 
(2) 一 0 (go, po) = 0 (的 】 一 1. (19) 
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这 样 做 下 去 ,我 们 就 得 到 一 组 正 交 归 一 的 函数 (B(x)}】,n 一 1， 


J 


Zs" 


多 变数 的 完 首 函数 组 人 从 单 变数 的 完备 函数 组 可 以 根据 

下 述 定 理 造 出 两 个 或 多 个 变数 的 完备 晴 数 组 . 
定理 设 i{%(5)) tn 二 1,2,…"…) 是 区 间 agar 宮中 的 一 不 完 
正 交 中 一 了 画数 独 . 又 设 对 于 任 一 个 x 而 言 
Pin EY Bon tt) so 
是 区 间 csSzsSg 中 的 完备 正 交 归 一 阴 数 组, 则 函数 
nn Sf) 一 antt) mn = 1 ,2,0*), 

在 牛 形 esSssSp,csSrsSg 中 梅 成 一 个 完备 正 交 归 一 函数 组; 对 于 
在 这 区 域内 的 任意 连续 函数 f(s,1) ,有 完备 性 关系 
ifen | dsdg = > [faa f GDdsdt ， (20) 


mt -1 


这 里 设 两 正 交 函数 组 {900}), {gw 的 权 都 是 1. 
证 有 这 定理 ,只 要 注意 由 {加} 的 完备 性 有 


, 。 
| fawnrds = 3 le, (21) 
本 エー ュ 

其 中 
gt) = | の (5) げ (ぷう ds。 (22) 


C21) 式 左 方 的 级 数 是 非 儿 的 连 绪 函 数 级 数 ,并 且 是 收 化 的 ,因此 ， 
很 据 第 尼 CDini) 定 理 旬 , 这 级 数 也 是 一 致 收 化 的 ,而 可 以 逐 项 求 积 
分 


に 


于 yande= > | [gt [de. (23) 


又 由 于 {ow 中} mm 二 1,2、…} 对 于 :每 一 值 是 完备 的 ,有 


了 下 自 Courant u. Hilbert, 《数学 物理 方法 六 中 译本 ),，[ , 弟 二 章 きす 1.6.44 页 . 
分 ”大 看 例如 Bromwich (1925),p、141』 Courant & Hilbert ,ibid， p. 44 脚注 . 
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に ココ 


[lew la 3 


d_ 2 
| の gr の | 


m=1 回 
一 >， asd feds 
m=1 
代入 (23), 即 得 〈20). 
第 一 章 习 题 


1. 证 明 人 和 努 利 雪 项 式 wa(r)X1. 1 节 ) 的 下 列 关 系 式 
Ci we の =weTD、 

ーー (n>2) 
{ii) S|) p(n) = 

ロコ 
ci | で) み ー ァ 、 
2. 三 明 人 愉 努 利多 項 式 前 算法 公式 

ptmr) = pm) Velz 十 と) + 
其 中 ぁ 是 任意 正 整 数 . 又 由 此 导出 直列 公式 


ml 


ーー ロー 
其 特殊 情形 为 
ーー 


和 一 中 (9.1 节 )， 
3. 证 明 伯 努 科 才 项 式 的 积分 表达 式 


， tl ” cos(2nry 一 e 2 
Ge 


GO Re で 1。 n= 12」… ュ 


(ii pz) ニー ツア (2g + | Stn (2 rod， 


so ch(2nt) 一 cos( 2 テテ ) 
0< Retr) Cl, ネー 0,1,2,, 
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[提示 : 用 残 数 定理 计算 以 一 尽 , 十 民 , 民 十 刘一民 十 i 为 顶点 的 
矩形 围 道 的 积分 CR 一 coo), 然后 与 伯 努 利多 项 式 的 傅 里 于 级 数 
(1.3 节 (13), (14) 比较 .] 

4. 站 阶 "次 伯 努 利 客 项 式 B,Cr) 的 定义 是 


pet - nD 
で る を BB の (な) n= 0。12。…). 
通常 的 伯 努 利多 项 式 (1.1 节 }qpy(r) 二 Bs (zx) ,而 BCz) テ デ . 试 
证 明 下 列 公式 
， tn ーー つ | » | tn! 本 2 一 点 
G) BR (の こ LI Ek 


其 中 


Be = B"(0), 
(ii) で Be (rz) =vB (C7), 


Gii) [ Bdr= [BR CB CT, 
iv) BCz 十 1) 一 BCz) 十 BT Cr)， 
v) 了 人 (一 了 一 (一 ?BCr)， 
5. 年 明 下 列 傍 推 美 系 
他 一 站 BCzy 一 PrBI Cr} Bm “(r+ 1)=0, 


Br) 一 [1 ーー BMC 十 | テー に 
6. 证 明 


Ci) B= 7 | 


1| BY Cr), 


GD | ge 一 の ・ (テー タ )d ェ ーB ， 


Giii) [zDD ant Ddz— BCD = BY 
no 
7. 证 明 
> な 一 1 {rn! 
zr Ds nt D= Dl Bw, 2 
+= 一 
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8. 证 明 欧 勒 多 项 式 (1.2 节 })E.(z) 的 下 列 公 式 


© BEE +D, 
r= 


《ii 91 MX の OS3596 う の 


9. 正明 乗法 公 
mg 一 ] 1 
E.Czz) = a つ (ーYE[ ァ | (m 奇 )， 
ェ ニ D 


mn m1 
E,Cmzy = ーー CI gtr 
r=0 


z 十 三 ) 0m 侦 ). 
nr, 


(pa(z) 是 伯 努 利多 项 式 ). 
10. 证 明 
eno を [sm] 


11. 证 明 欧 勒 多 项 式 的 全 里 叶 展 开 式 
Eslz) = (4(2m! > Pe ae 
n= |] 0 し 
cos[ C2r + 1)xz ] 
CO2r + Dal? 
n= 0.12, EE 
12. 证 明 欧 勒 多 项 式 的 积分 表达 式 


DE, cy af snrzchrt 
(1) Elz)=t y4| ch2nt— cos 2nx 


瑚 一 912 ORelr)<l1; 


に fa ト ircosnrshnt 
Frntl 一 一 一 一 一 一 一 
(Ear tz) = (oe) 外 ohons cosonzd? 


し に 0 すす を 0<CRe( テ )< で 1. 
[提示 参看 第 3 题 . ] 


Er 一 (一 2 4(2n + 1)1 > 
r= 


dt, 
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13. # 阶 v 次 欧 勒 多 项 式 E'”(z) 的 定义 是 


re だ fm 
Ce 二 1 2 ロン テル 


证 明 如 法 公式 


EG t= DE EDO 


En 


14. 用 达 布 公式 (1.3 节 ) 或 其 他 方法 证 明 下 列 展 开 式 


li 严 
je) 一 /ay 一 EE fe) fm (a)); 


nll Cr 
求 出 于 项 以 后 的 余 项 ,并 讨论 级 数 的 收 妆 性 ， 
15. 让 咀 
fr +f) = fe 十 用 
m== | H 


1 
DE Cr dt, 
0 


其 中 
#1 二 ーー ga 二 a 
y= "2 ーー 2 を Vc 一 テ ) 2] 
1 a 
一 | (エー ee] 一 ds, 
并 证 明 


{C1 inl tl = DY Ca lt, 


把 (x) 的 徽 商 表示 与 4. 10 节 (8) 式 比较 , 邮 见 %(x) 与 雅 可 毕 
多 项 式 了 | ーー テテ 只 差 一 常数 因子 . ) 
16. 在 达 布 公式 (1,3 节 人 17) 中 令 


wwz キ リー 年 全 ーー タテ | ， 


nlldr ll 1 — re 


证 明 
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Ar 十 有 fr) テー a fr + Ah) — fr ) 


1 
十 (一 2 fC + heydi, 
a 


其 中 


llr. だ だ 
1ー re 1 一 让 二 a 3 31 


17. 正明 
1 2 2 一 IB 
F(z) の = 2t ym Co a"! 
{Fe Dy la) 


ーー し 1 
+ ES | gf tat マー の ed 


其 中 


m+1 ] 
の ば) = ーー ] | e* 二 i ] 


18. 证 明 
ーー 一 1 人 n 
Af (Ar) 一 dd 3 fi 


19. 若 ャ ー ェ ー Ko Ky) 时 给 定 的 函数 ,证 明 


f(y) = f(x) 十 ヌ 』 Cpr)” ej fx). 


20， 设 
Wla, pr =z +E ーッ 2 4 ーー 一 オー 
只 要 |z|<12| 人 . 和 


Wla,b,z) =1+te— の Wta bb ry, 


而 且 , 如 果 


一 Wtla | * 
则 


第 -~ 章 ” 揣 数 用 无 穷 级 数 和 无 穷 彝 积 展 开 


T= Wi(a,b,y). 
这 样 的 滞 数 的 例子 ， 
Wr =e — 1, 
Wolly = ln(] rx), 


Wo 1。 テ ) = {1+ rr 一 1 
ww 
21. 证 明 
バー)*(2 ァ 一 1) 
SEC を 一 あう Ha on Ly 
lo ュー 2z 
cscz = — る! } an 
8 过 
"ens = 2 (Bn 1 de 
22. 证 明 
e™ 1 こっ 2zeos2rze 一 dnmsin2nan 
过 十 之 s+ 4 
23, 证 明 


27 Ce ユ Cs TT 一 cothm ・ cothrnp. 
24. 证 明 求 和 公式 
3 《一 六 TE, 
イプ (2 十 1) 人 が 1 22412 て 2 あう 1『 
其 中 Ex 荐 欧 勤 数 (1.2 节 ). 


第 二 章 ”二 阶 线 性 常 微分 方程 


2.1 二 阶 线性 常 微 分 方程 的 奇 点 


本 书包 讨论 的 特殊 函数 ,多 数 是 二 阶 线性 常 微分 方程 的 解 , 因 
此 在 这 一 章 里 对 这 类 方程 的 解法 作 一 简单 介绍 . 我 们 将 着 重 介 绍 
两 种 解法 ,级 数 解 法 和 积分 解法 ， 

一 阶 线 性 常 微分 方程 的 慰 准 形式 是 

ee 十 plr) + glzdwtls) = 0, 1) 

其 中 ez) 足 未知 責 数 , ぁ ヵ (z) 和 (zz 都 是 已 知 的 复 恋 函 数 , 称 为 方 
程 的 系数 ,问题 是 在 一 定 的 条 件 下 ,例如 初 值 茶 件 (sy 一 6 
ww (zo) 王 cr。 求 在 一 定 区 域内 満足 方 程 (1 的 ゅ (を). 

方程 (1) 的 解 的 解析 性 完全 为 其 系数 pcz} 和 gz} 的 解析 性 所 
确定 . 设 pC(z) ,qtz) 在 一 定 的 区 域 中 , 除 若 十 个 孤立 的 奋 点 时, 是 z 
的 单 值 解析 函数 . 区 域 中 的 点 可 分 为 两 类 ， 

方 程 的 常 点 - 一 一 如果 方 程 ) 的 系 数 ぁ ⑦) 和 gs) 都 在 茶 点 z。 
及 其 邻 域内 是 解析 的 , 则 zx。 称 为 方程 的 常 点 . 

方程 的 奇 点 一 一 只 要 两 系数 plz)y 和 gtz) 之 一 在 某 点 zo 不 是 
解析 的 ,zs 就 称 为 方程 的 奇 点 . 


2.2 方 程 常 点 部 域内 的 和解 


定理 ”如果 ぁ z) 和 g) 在 園 < 一 so で 内 是 単 合 解 折 的 , 
则 方程 


eo" 十 pw 十 9 一 1) 
在 这 圆 内 有 惟一 的 一 个 解 w(=)? 满 足 初 值 条 件 
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て て を) cns Te {To} el (2) 
Len el 是 任意 常数 ) ,并 且 wlz}) 福 这 间 内 是 单 值 解析 的 . 
证 引进 新 的 未 知 冰 数 # 二 w 则 (1) 式 与 下 列 联 立 方程 


w ts gg ーー pt 一 gw (3) 
等 佐和 为 了 证 形式 对 称 , 便 于 讨论 ,考虑 方程 组 
下 一 g(e)g - 十 あ (z)o」。 = CX( を う z lev, (4) 


其 中 Cz) 5) yc lz),d(z) 等 系数 是 辐 |< 一 zo| 过 R 内 的 单 值 解析 
钞 数 . 现在 用 逐步 求 近 法 证 明 方 程 组 C4) 在 这 圆 内 有 惟一 的 一 组 渍 
足 初 值 条 件 
ge 二 9， (zg) 二 Bta,8 为 任意 常数 ) (5) 
的 单 值 解析 解 . 
方程 组 (4) 和 初 什 条件 <5) 可 以 合 起 来 用 积分 方程 表达 


la) = a [ Fa と )g 十 < と)g]d。 | 


. - (6) 
vt 一 入 十 [ ete + to dt. | 
作画 数 庁 列 
ul -GT 一 中 
rr うーg 十 | Cau 十 oodt， 
TK そ a | ge von dt < 


rls 一 月 十 [ [cz。 十 gy dE 


(r= 0、1.2.… う . 
我 们 将 证 明 这 两 个 序列 是 收 全 的， 
hm Cz) = wz}, Hmo( を ) = vts), 8) 
面 是 xs) 和 zx) 是 满足 方程 组 (47 和 初 填 65) 的 惟一 的 一 组 函数 . 
由 干 ⑦) 式 中 的 被 和 画 数 是 和 解析 的 , 序 列 (? ) 是 解析 画数 序列 , 


全 ”这 种 证 明 方 法 使 于 推广 到 高 阶 的 方程 . 
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又 ,积分 值 与 路 线 无 关 . 取 积 分 路 线 为 从 zo 到 = 的 直线 ,并 且 为 了 
写 起 来 方便 , 设 上 一 0. 于 是 , 令 ! 一 pe ,0 委 pS 委 只 < 及 ,有 
we) — a = [tae + bf erdp. (9) 
既然 の っ ビュ 都 是 圆 に に < ずい 中 的 解析 函数 , 必 存 在 M0 使 
lgl MM, [cM, lecl <M, ladl<™M. (10) 
因此 ,由 (9) 得 


[failsy 一 uolz) | < 2mMp, 《112 
m 等 于 ja| 和 |8| 中 之 大 者 .同样 有 
lots) — vole | < zo. (12) 


利用 (C11) 和 (12), 可 以 从 (7) 式 得 
le) 一 a | <| Clal ba — wol + [bie 一 ml]de 


2 
zm ede = m MP) 


和 
[oe 一 wl) Em Me 
照 这 样 做 下 去 ,用 归纳 法 ,得 


fa ーー wa_1| < m Mp le。 一 al < pr CMP (13} 


nl nn! 
这 两 个 不 等 式 的 右 方 是 指数 函数 m expft2ado) 的 震级 数 展 开 的 普 
遍 项 ,因此 ,序列 
tr —te + Cu — Uo Ct 一 1 は 5 
Vn 一 po 十 【Vi ~ oo) 十 十 (Con 一 总 
在 |zf 志 Ri 中 一 致 収 敏 . 于 是 , 按 外 氏 关 于 解析 函数 序列 的 定理 ， 
这 两 个 序列 的 极限 函数 xfz) 和 (是 |z|< 过 内 的 解析 画数 . 又 


g( を ) =lime tz) 一 wa 十 lim | Laue 十 Br 1 dE 
It 一 本 


一 4 十 | [er +t podé: 
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ce) = limo, = B+ | [eu 十 dd 
nM 可 


可 见 xz)sekz) 满 足 方程 组 (6), 因 此 也 就 是 方程 组 C4) 的 解 ,并 且 
满足 初 值 条 件 (5). 这 证 明了 解 的 存在 及 其 解析 性 . 

王 面 得 到 的 解 是 惟一 的 ,因为 ,如 果 有 两 组 解 xu 和 xz ， 
中央 它们 分 别 满足 6) , 帮 


wl | Fellg -el + lss — vp Go 
ぬ の を の 都 是 iz|< 过 RR 内 的 解析 函数 , 故 存 在 4 一 0 使 
le—a cA, jp 一 py | 二 A., 
代入 014) ,得 ju 一 w* 1 二 2MAp; 同 样 有 1w 一 v* | 二 2MAde. 把 这 结 
打 再 代入 (14), 得 |w 一 w* | 二 有 4 人 MP》 , 同 祥 |v 一 vw | < 


2Mpy’ ここ , 
4 2 继续 这 样 做 下 去 ,用 归纳 法 ,得 
le AM lA a 


?可 以 任意 大. 当 roo 時 2Me)7n 一 中 而 wyvru* yu' 部 与 x 
元 共 , 蔽 必 有 
ig 一 gg 寺 0。 lv [会 0, 
也 就 是 
上 面 的 证 明 方 法 还 提供 了 一 个 求解 的 步 又 , 即 用 序列 (7)? 逐 步 
求 近 , 不 过 在 实际 同 题 中 常常 是 利用 解 的 解析 性 ,把 它 展 成 泰勒 级 
数 的 形式 


TS 》 一 Ve — zo)" (168) 
代入 方程 (1) 中 去 定 出 诸 展开 系数 c,, 其 中 co 和 ci 由 禄 值 条 件 确 


AE・ 
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2.3 方程 奇 点 邻 域内 的 解 


根据 上 节 的 定理 ,方程 的 常 点 必 是 解 的 正规 点 , 即 解 在 污点 及 
其 邻 域内 是 单 值 解析 的 ,但 是 ,方程 的 击 点 (2.1 节 )? 则 可 能 是 解 的 
奇 点 . 因此 ,如 果 仍 然 试 求 得 到 解 的 器 级 数 展开 式 ,应 考虑 党 浪 展 
开 . 不 这 还 必须 先 判 明 这 奇 点 是 否 解 的 分 支点 . 我 们 用 解析 开拓 的 
方法 研究 这 问题 . 

首先 证 明 ,方程 驯 "一 ze 十 gz 一 0 的 解 , 其 解 术 并 拓 仍 为 方程 
的 解 . 设 ww(z} 是 这 方程 在 加 K, : |z 一 | 过 RR 内 的 和 解 ,wi (xz) 十 
ms 在 图 を 。 :|z 一 本 | 过 RR; 内 的 解析 开拓 ,下 ; 和 Ks 的 公共 区 域 
为 &: 则 因 国 数 忆 (zt 十 po 在 天内 为 0 旋 的 解析 开拓 
Faiz 二 Brol 十 rel 在 5 内 应 等 片 0, 内 此 在 六 内 恒 等 于 0， 
即 zw 满足 方程 ， 

又 ,线性 无 美的 两 个 解 wy(z) ,wa(z) 的 解析 开拓 wr (を) 
wz (z) 仿 分 别 保 持 为 线性 无 关 的 解 ,证明 如 下 ; 以 ww 分 草 乘 
方程 


wo" 十 pu 十 gw, = 0; zor 十 pw, 十 gwes = 0, 
相 减 ,得 


tt 一 ors 十 pC 一 - ww ) = 0， 
或 
ace) + patz) = 0 Q) 
dz て ヵ ーー 


其 中 Als) = ww CT 是 wi 和 ww 的 朗 斯 基 (Wronski) 行 列 
式 . 设 p(z) 在 某 点 5 及 其 邻 域内 是 解析 的 ,由 (1) 得 


+ 7 。 | 
Als) = ww, 一 tw 一 Abexp| 一 | pied , (2) 
5 ， 


其 中 (的 和 0 在 则 可 以 证 明 存 在 着 不 全 为 0 的 常数 4.g 使 Are 
十 Brws 三 0 而 与 所 设 wy 和 w。 线性 无 闫 相 了 矛盾 ). 可 见 当 sy」 yos 开 
拓 为 zy ,rz 时 ,只 要 路 线 不 通过 pCz) 的 奇 点 ,A(zx) 的 相应 开 和 所 
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六) 二 wr 一 we 也- - 定 不 为 0, 因 此 wi 与 gz 是 线性 无 
关 的 . 

设 z。 为 方程 的 奇 点 :是 s。 附近 的 一 个 常 点 ,re 和 zs 是 方 
程 在 的 邻 域 关 , 内 的 任意 两 个 线性 无 关 解 . 当 ww 和 ms 洪 一路 紫 
CCC 内 除 z, 外 别 无 方程 的 奇 点 } 开 招 , 绕 zo 点: : 圈 后 ,它们 的 相 
应 解析 开拓 wr 和 wez ,由 于 也 分 别 昨 解 ,在 区 域 KK, 中 应 与 w, 和 
sz 有 下 列 关 系 


Wy 一 CC + dites, 3) 
て Oz 一 al 十 Goartizs 
其 中 
ng 一 Giga EO, (は) 


否则 wr 与 z; 特 是 线性 相关 的 . 
霓 在 来 求 这 样 的 解 忆 , 它 清 人 绕 xz。 - 周 后 的 解析 开本 w* 满 
足 共 款 


tw = Aw, (5 
4 是 常数 . 这 样 的 解 称 为 倍 乘 解 , 設 
ww 一 br 上 Dares, tf ) 


な 禄 等 定常 数 , 周 
w= wT + bs = CBian + gan tp 十 ha 十 Paiss te 
皿 (5) 式 成立 , 必 須 有 ( 医 wr 与 zs 线性 元 关 ) 
ba 十 ba = A hits — Podss = Mh,, 


或 
Ca 一 4 十 poco 人 0DPaTates 一 の 三 0. {7) 

这 组 联 立 的 齐 次 方程 只 有 在 4 满足 方程 
|- (8) 

1s gzs 一 Aj 

的 时 候 , 才 有 不 同时 为 的 解 各 如. (8) 式 是 4 的 二 次 方程 , 由 于 
(4), 它 有 两 个 不 为 0 的 根 . 对 于 等 一 个 根 , 可 由 方程 (7? 求 出 一 组 
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解 L152( 实 际 上 定 出 的 是 加 和 的 比值 ), 从 而 得 到 一 个 售 莱 解 . 
如 果 (8) 式 有 两 个 相 异 的 根 4 和 入; 则 租 应 的 两 个 信和 二 解 ww, rw 
必 是 线性 无 美的 ,否则 有 ws/s。 三 c、 其 解析 井 拓 力 wi /ws 一 
Agcpeg/ Ape 王 cAZ4 デ と: 面 有 ん ルー, 送 大 互 ん 4 妖 相 昇 的 根 攻 盾 
的 . 

由 (5) 式 可 見 方 程 的 奇 点 ze 一般 是 解 的 分 支点 ,除非 4 一 1. 因 
党 还 不 能 立刻 把 解 用 海浪 (Laurene) 级 数 表 示 , 但 我 们 知道 薄 数 
(一 geo)" 在 z 洪 已 娆 zo- 一周 后 , 它 的 解析 开拓 为 em 一 7 因 
此 ,如 果 取 pp 满足 e*™ 一 4, 则 zw/(z 一 zo)? 是 单 值 的 , 订 以 在 = 的 
某 邻 域 0 过 iz 一 zo | 过 R 中 展开 为 洛 浪 级 数 


因此 
we = (Oo a)" > cls 一 aq)"、 9) 


如 果 方 程 (8) 有 两 个 相 漠 的 根 , 则 方程 ww" 十 paw’ 十 qiw 二 0 在 它 
的 奇 点 zo 的 邻 域 0 之 1s 一 zo| 之 R 内 有 两 个 线性 无 关 的 解 . 其 形式 
为 (为 了 使 用 方 党 ,将 上 上 交 中 的 ds A tar og 改 为 A A # TE Tua) 


TU RY) = es— gao) > (を 一 zo)", | 


了 C10) 
wl = (z CO— zo) うつ ) dlz -— zo)". 


r=—-= 


其 中 =Im ん 4/2m GGー1.2), 是 ローm み 務 整数 , 否 加 4 = ゃ . 庶 当 注 
意 ,对 于 一 定 的 4 值 ,相应 的 。 并 不 是 惟一 的 ,可 以 加 一 任意 整数 . 
如果 为 二 为 ;从 上 面 只 能 得 到 一 个 解 , 用 wn 表示 它 记 10) 式 )， 


有 
wr 一 MW. (11) 
令 ws 为 与 wi 线性 无 关 的 解 ,其 解析 开拓 


tu = nat, + Agree. (12) 
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《11), {12) 这 两 个 方程 现在 代替 了 (63) (ay 一 让 ,41 一 00), 与 (8} 式 相 
应 的 方程 是 


。 ^ リー | = 0. 13) 
己 設 送 方 程 有 重根 , 赦 4。。ー れ . 面 

tg = aw, A. (14) 
于 是 ,由 (11) 和 (14) 得 

一 妆 + 和 


这 表示 国 数 wafer 沿 C 开拓 一 周 后 ,其 舍 增 加 as 和 ,与 范 数 
aaln(z 一 2z0}/27i 的 多 值 性 相同 ,因此 voirvol 一 anln (x 一 20) /2xniAl 
是 单 值 的 ,可 以 展 为 洛 浪 级 数 
Ws ga 
て の 2mA4, 


由 此 即 得 与 wi 线性 无 关 的 第 一 解 " 


ln 一 so) = > ヴァー Tao)", 


ーー の = 


wle) 王 gtor(z)In( を 一 co) + ro (zx) > diz 一 eo) 


デーgeoprte)ln(s Oo z+ Ce 一 on) 了 >， eg 一 Zn}". 


把 以 上 的 结果 总 起 来 ,有 下 列 定 理 ， 

如 果 z。 是 方程 se" 上 prp 十 om 一 0 的 奇 点 , 则 在 *, 的 邻 域 0 一 
|z 一 zo 过 及 内 (R 够 小 使 环 状 域内 无 方程 的 奇 点 ) ,方程 的 两 个 线 
性 无 关 解 为 


R= 一 


wl = (ター nf 2 ele 一 guo)", (15) 


wle) ーー le — ze)", (16) 


个 ”这 个 解 式 也 可 以 利用 上 2) 式 ! 或 下 竺 (027 式 } 从 第 一 解 导出 ( 参 吾 Whirtaker 
and Watson. (1927) ,p. 200), 
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(ma ~ 整数 ) 
勤 
wlsy 一 gw taints — zo) 十 ( 一 Rom 5 ヴェー zou)" 
(の ーー の 三 整数). 《17) 
这 些 解 式 中 的 pgrendsrg 都 是 待定 的 前 数 . 伺 在 把 这 样 的 
解 式 代入 方程 中 去 确定 这 些 常 数 时 , - 『 人 在職 立 か 


程 ,每 :方程 含有 无 穷 个 末 知 数 . 因此 ,在 这 样 的 普遍 畏 形 下 用 级 
数 解法 基 不 便 的 . 
2.4 正则 解 . 正则 奇 点 
当 方程 
wu bw 十 rr 一作 (1 } 


的 系 数 ぁ (e) 和 ge) 敵 足 一 定 的 条件 時 , 具 (15)、(16) 巳 17) 中 
的 次 浪 角 数 只 含 有限 條 信 眉 項 . 把 送 久 零 項 抽出 , 若 到 央 子 ( に 一 
sg)” 中 た た, 得 解 式 


soi(s) = (2 -= kz 一 so (天 0)， (2) 


Ttz) 一 gw lalnts 一 < 十 (xz 一 を gn) D> dlz — gn) (3) 


Co, 天 00: 

这 里 的 (3) 式 包括 了 上 节 6)， (017) 两 式 的 情形 , (2} 式 相 (3) 式 你 
为 正则 解 ,其 特点 是 : 解 式 中 的 级 数 是 东 勒 级 数 .把 这 种 解 式 代 入 
方程 (1) ,将 得 到 一 条 人 纠 递 推 其 系 ( 见 下 面 (16) 式 ), 可 以 用 来 逐 - 
地 定 出 解 式 中 的 诸 待 害 首 数 .下面 来 讨论 方程 (1) 有 正则 解 的 充 要 
条件 . 

定理 方程 刷 ) 在 它 的 奇 点 xz; 的 令 域 0 过 |z 一 zo | 三 R 内 有 黄 
个 正则 解 的 充 要 末 件 是 

(= 一 xso)pfz) 和 {zgtz) 在 |z~ zo| 达 RR 内 解析 . (4) 


[2. 41 第 二 章 二 阶 线 件 常 微 分 方程 55 


满足 条 件 (4) 的 奇 点 称 为 正则 奇 点 ,省 则 为 非 正 则 奇 点 . 
先 证 明 茶 件 C4) 是 必要 的 . 为 了 书写 方 俘 , 设 x6。 一 0. 根据 2.3 
节 (1) 式 ， 


d i 『 d 1 。 dses 
prix) 一 一 に In Cor 一 Way ーー 生還 下 | 可 | }. (5) 
如 果 方 程 (1) 在 0 所 |z, < 有 中 有 两 个 正则 解 
wa うー eh ye" {ro OY, (6) 
wl = gr ls dng | 人 六 cde" (dF 0), (7) 


把 它们 代入 (5) 式 中 ,通过 直接 计 条 ,六 注意 当 g 了 0 时 一 py 一 整 
数 ,可 以 看 出 = 一 0 最 多 是 pz) 的 一 阶 极点 ,因此 zp G2) 在 z= 二 0 点 
是 解析 的 . 

再 由 方程 441) 有 


Lu 『 
の Ye 


ple) 


qlz} = (8) 


の] 
由 (6) 式 及 上 面 基 ギー0 最 多 是 p(x) 的 一 阶 极点 的 结论 , 并 刻 看 
型 ==0 最 多 是 glx) 的 二 阶 极点 ;因此 z*gtz) 在 z==0 点 是 解析 的 . 
再 证 明 菜 件 (4) 是 充足 的. 为 此 , 愉 要 证 明 在 这 条 件 下 ,把 (6) 
式 代入 方 程 11) 中 定 出 前 系 数 cv 确 使 级 数 收 钱 肥 可 .在 店面 的 让 
明 过 程 中 ,同时 也 给 出 了 求 正 则 解 的 步 双 . 
情 设 zo 二 0. 以 sf 乗 方 程 (])、 得 


msp 十 人 六 (zz talw = 0, C9) 


其 中 

plz 一 zplz), ga = ga). (10) 
按 条 件 (4) ,ptx) 和 gyCx) 是 |z | 过 RR 中 的 解析 函数 ,本 以 展 成 泰 朝 
级 数 


1 


あか (一 > as， の (2) 一 つう {11) 
| 看 
设 方程 (1) 的 形式 解 为 


55 特殊 画数 概 珍 [2. 4] 


wr) = er eo 学 0。 (12) 
代入 (9), 得 
ce の es 一 1)z” 十 Bar’ ・ De (0 + ne 
十 ee 2 一 0. (13) 


出 这 式 中 > 的 最低 次 方 的 系数 为 0 得 
coLPKP ~ 1) 十 aop 十 页 ] = 
但 co 天 0, 故 必需 
po 一 1 十 aop 十 机 一 吕 ， {14) 
这 是 确定 指标 6 的 方程 , 称 为 指标 方程 . 以 mm 和 pz 表示 这 次 方 
程 的 两 个 根 , 并 设 
Re(oi) > Retp,). (15) 
由 (13) 式 中 = 之 1? 的 条 数 为 6 得 递 推 关系 
Ep て (の ュー1) at + nc, 


十 Slate rk 十 加 je 一 0 《16) 
=1 


(r= 1, 2)》， 

利用 这 些 关 系 式 ,逐一 把 cgー1,2.…) 用 co 表示 出来 , 形 式 解 
C12) 就 完全 确定 《| 除 任意 常数 co}. 余下 的 问题 是 证 明 级 数 收敛 ， 

先 看 ゅ = 的 情形 .我们 来 估计 系数 06. 今 pi 一 p: 二 5, 则 按 
《1537Reto 0. 区 so 和 ps 是 指标 方程 民 4) 的 根 , 攻 一 记 二 1 一 
arpiot 一 加 ,而 得 (16) 式 中 心 的 系数 (p= 二 p17 为 

Co ao) 二 一) 二 ta 二 nn) 

二 キキ n(n ュー キキ a トカ か 一 nn 十 #5). (17) 

由 于 (を ) 和 gtx) 是 解析 画数 、 根 据 科 希 不 等 式 , 存 在 对 之 

Lr>Q9 使 


好 M 2 
I 
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因此 ,对 于 (16) 式 中 cc- 的 系数 有 
(al nO a 二 | 二 Cn 一 を fas| 
Mr ーー {19) 
当 = 一 1 时 ,人 (16)7 式 为 
(1 十 Sci + Cam = 0, 


故 
[lel 一 ao 十 机 | 十 seo Mr le (20) 
《 因 Retsy > 0). 
设 
le < 前 テー |eol。 v= 2,3,. .nC—1, (21) 
利用 (17)(19).(20), 由 (16) 得 


_ 1 ぐ ーー ーー 
En に (rs ーー まま トー 


| Mr DM | 


ーm 間 


和 十 1) 、 加 
= es Mr Mr El」 当 タ 生 ?, 


故 根据 归 负 法 .(21) 式 对 于 任何 以 人 1) 都 成立 ,而 右 
[ca [oa Mr 1). 


因此 ,号 夸 1x| 挝 RR 三 和 ee 就 是 绝对 而 生 一 致 收 就 
的 .这 证 明 


wi( を ) = ze ee" (22) 


确 是 方程 的 一 个 解 . 
对 十 o 二 ps, 要 区 别 两 种 情形 ， 
1 所 一 pz 关 整 数 .这 时 ,由 06), 令 一 ・ 井 把 。 换 为 Grー 
1，…”)* 即 可 仿 前 得 第 二 解 
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wlz) 一 zf dz, (23) 


其 中 み 者 可 用 os 表示 出 来 ,ds 是 相等 于 0 的 任意 沉 数 . 

《22) 和 (23) 所 表示 的 两 个 解 显 然 足 线 生 无 美的 ,因为 当 * 一 0 
Hw Ce co ted PF Os. 

2, Pi 一 让 二 (mm 一 00,1;…). 这 相当 于 前 节 普 遍 理 论 中 凡 二 宙 
的 情 形 . 

難 太 一 9, 好 用 前 面 的 殴 法 星 然 只 能 得 到 -个 解 
witz). 第 -- 解 要 男 用 別 的 方 法 来 求 て 見 下面 公式 (2?) 和 2.5 師 ). 

当 カ ー0 時 みみ )2 の っ プ 。 コ 都 可 如 前 由 (16) 式 て ( 今 p= 二 6; 一 
ーー タ ト 井 把 c。 換 訪 み ) 秦 定 , 用 みみ 表示 出 来. 但 确定 di 的 方程 为 

[Cp 十 miD0os 十 天 一 1) 一 colos tm) + Je, 


十 Dilatp + m— Ak) + hldrs 一 0， (24) 
ーー-1 


其 中 4 的 系数 等 于 eltp 一 1) 十 asp + 如 一 0, 因 为 p, 是 指标 方程 
414) 的 根 ., 固 此 ,dv 一 ce. 除非 424) 式 中 的 和 数 


[atp fm d= 0. (25) 


cd 一 2 当然 没有 意 祥 而 需要 员 用 别 的 方法 来 求 第 一 解 ( 见 下 面 公 
式 (27) 和 2.5 节 》. 

区 果 (25) 式 成立 , 過 プ 可 以 晨 任 何 常数 ,以 后 的 d,{n 计 p17) 可 
继续 按 递 推 美 系 C15) 用 ds 人 机 ds 表示 出 来 ,而 得 

wt cna ts) + dnv (2). 26) 

但 不 难看 出 ,(26) 式 右 方 的 rz) 与 第 一 解 xi(s) 最 多 差 :常数 因 
子 , 因 为 是 者 的 级 数 的 系数 之 全 的 递 推 关系 完全 相同 (注意 p; 十 m 
一 站 .因此 ,可 取 第 二 解 为 catz)( 即 令 c 吕 一 0) ,其中 级 数 的 收 线 
性 的 证 明 同 前 . 

不 论 旦 哪 一 种 情形 Cp 一 6 等 于 或 不 等 于 整数 + Pa 等 于 整 
数 时 525) 式 成 立 或 者 不 成 立 ) ,总 可 以 在 求 得 第 一 解 iCz)〈 て 22 ) 
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式 ) 之 后 ,利用 (5) 式 求 出 第 二 解 
ーー ros 
Tafz) 一 az Frm Cz) J 
不 过 这 公式 不 便于 作 和 直接 计算 ,因为 其 中 的 被 积 图 数 会 
[ro C2) 而 zs) 一般 是 一 个 无 穷 级 数 . 在 具体 问题 中 , 当 p 一 
pz 二 mm 一 0,1:2,) 上 ,和 营 党 是 把 (7) 式 (或 (3) 式 ) 代 到 方程 (1 ) 
里 去 确定 待定 常数 gg 和 系数 d(x 一 0,1,…). 得 到 的 级 数 可 以 用 
奖 似 十 前 的 方法 证 明 是 收 笋 的 (参看 例 则 Whittaker and Watson 
(1927),p. 199). 但 (7? 式 也 可 以 认 上 27) 式 导出 (参看 Whittaker 
and Watson, (1927), p. 200) ,而 在 推导 时 只 用 到 wi(z) 中 级 数 
的 收敛 性 ,因此 毋 需 另 外 论证 67) 式 中 的 级 数 是 收 莹 的 . 


2.5 夫 罗 比 尼 斯 (Frohenius ) 方 法 


这 是 另 -种 求 正 则 解 的 方法 ,特别 对 求 第 二 解 有 用 . 
设 z= 二 0 是 声 程 ww" 十 prw' tqw= 0 的 正则 奇 点 . 把 解 式 


0 一 ee 《1) 


"=D 
代入 微分 式 LLw1 テ zs* wr pi 十 eum， 其 中 pi 二 zp (zx》,g1 二 
zy (zr) ,得 


dz 十 Br tz). 27) 


re]= ッ 5 [syze+ の 


キー が Cp キョ ー8) Ref}, (2) 


ょ ー] 
其 中 
FA 寺 バ 4ー1) + キキ aA 十 か っ A > 1), 
as 和 灰分 别 是 zc) 和 ez) 在 = 上 0 点 的 泰勒 展开 的 系数 (2. 4 
节 (11?7， 


rag 十 下)》 十 Defitp 十 二 k= 0, = 
1 


(3) 
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《 即 上 革 C16) 式 ),(2) 式 成 旋 
Llw]= co fo (0) = cor tp 一 PP — ps), (4) 
ar 和 ps 是 指标 方程 (上 节 (40) Po 一 0 的 两 根 ， 
如 果 记 一 关 整 数 , 依 次 在 (3) 式 中 令 2 一 志和 p. 財 由 此 定 
出 的 是 组 系数 co uc の 将 分 别 给 出 方程 [wj 二 0 的 两 个 线性 无 关 
解 . 这 是 与 前 节 相 同 的 ， 
如果 ーー0. 即 pi 二 pp; ; 则 (4) 式 成 为 
と [sg] ce tp . みう (5) 
対 ヵ 求 微 商 , 得 
中 腕 二 ce lnz * gp Oo— PY) + Cue L208 — pL1). (6 ) 


当 ゥ g デ w 時 (5) 式 和 て 6) 式 前 右 方 都 等 9. 因 此, 如果 wtz) C2 
式 ) 中 的 系数 ca 一 1;,2.…) 用 递 推 关系 (3) 确 定 为 的 函数 , 立 得 
方程 Liw j==0 的 两 个 线性 无 关 解 

Yo (を ) = (tu) pp = ef >， ae (ea 为 任意 党 数 )， (C7) 


gc 
36 円 
注意 在 sz) 中, 后 面 的 级 数 是 从 を 的 一 次 方 开 始 的 ， 
当 Ri 一 疡 一天 (一 1.2.…) 时 ,上 面 的 做 法 不 适用 ,而 须 令 


wlz} 一 [学 | 一 rafs》ins 十 < 也 | x", (8) 


co 一 CoCp 一 pa) fen 现在 是 任意 常数 )， (9) 
仍 用 (3) 式 来 确定 系数 cn 二 1,2.…"…*),(4) 式 成 为 
[eg] cat 一 op 一 7, (10) 
它 对 p 的 微 商 是 


gg 『 ¢ 
| | = Inz ettp— PCD — tp — Pa)’ 


十 cy・2(p 一 の)(p 一 ps). 11 
貼 (10) 和 (11) 知 Ge)-。 (eK の we/3 の )。。 都 基 方 程 Le] =0 
的 解 . zfz) 王 (zyoan 如 前 .但 sz 一 (zoom 与 (mp 最 多 只 
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一 常数 因子 ,因为 现在 c=cfp 一 02) .所 有 由 (3) 式 定 出 的 evey， 
“nn 都 含 因 子 (p 一 の)) 夏 

GO (ee = = np = 0. 12) 
(ee my 则 可 以 是 任意 常数 ,因为 在 决定 cu 的 关系 式 (3)tn 一 mm》 
中 ,ci 的 系数 Cp 二 mm} 二 (Cp 十 一 让 十 融 一 Pa} 二 (0 一 pp2) (p44 
太一 惧 ) 也 含有 因子 tp 一 p21). (这 相当 于 前 节 (25) 式 成 立 的 情形 .) 
以 后 的 (e065 (n>m) 可 用 (cs)o-s, 表 示 , 其 间 的 关系 与 (ww) 中 
(用 co 表示 的 关系 式 完全 -- 样 . 因此 (ww), 与 (w),.。 不 是 
线性 无 关 的 两 个 解 . 

与 (rm)o-。 线 性 无 关 的 第 二 解 是 


lns (en jo * 2", £13) 


( 在 第 -个 和 数 中 用 了 (12) 式 . ?不 难看 出 ， 一 
soutg)1nz 最 多 只 差 一 常数 因 于 ,因为 如 同 前 面 论证 过 的 , 喇 者 的 
级 数 中 系数 之 间 的 递 推 关系 是 完全 - 样 的 .又 应 注意 ,现在 的 cs 
(pp :也 是 p 的 隙 数 ,其 微 商 不 等 二 0 面 是 等 よ 選 . 逆 (13) 式 
右 方 第 下 个 级 数 从 x 一 0 开始 ,与 (8) 式 不 同 . 

关于 应 用 去 岁 比 尼斯 方法 求 第 二 钥 的 其 体例 子 林 人 参看 例如 
3.4 节 . 


2.6 无 穷 远 点 


在 前 面 的 讨论 申 . 不 论 是 方程 的 常 点 还 是 奇 点 ,都 假设 是 在 在 
限 处 , 对 于 无 穷 逻 点 , 须 作 变数 变换 x 一 1 二 .然后 讨论 由 此 学 出 的 
方 慢 

dw [2 li 1l| ldw 
| 


de lf FP 
在 上 一 0 点 的 性 质 和 解 式 , 不 难看 出 


+ Two =0 0 
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1. ft 一 0《z 二 00) 为 常 点 的 条 件 吓 


pl } | a a + っ 


即 
が ey = そ 十 全 二 m、 (2) 
和 
= te 
即 
= キト 3) 
2. 桔 点 上 一 0Cz 一 ”2) 为 正则 奇 点 的 条 件 是 
| |= >pts) 和 9 = sa) | 


(4 ) 


在 ょ テー 0{z = 二 ;是 解析 的 . 
2.7 人 情 克 斯 (Fuchs) 型 方程 


所 有 奇 点 都 是 正则 奇 点 的 方程 称 为 做 克 斯 型 方程 . 它 的 最 重 
睹 的 特例 之 一 是 具有 三 个 正则 奇 点 的 方程 ,其 原型 为 趋 儿 何方 程 
(2.9 市 和 第 四 全 ) :常见 的 勒 让 德 方程 (第 五 章 ? 便 属于 这 :类 . 

先 来 分 析 伟 克 斯 型 方程 的 系数 的 莒 遍 性 特征 . 

设 err 一 1.2: 2) 和 是 方程 

Ta (1) 

的 正则 奇 点 :此 外 . 方 得 别 无 奇 点 .对 a 最多 是 p(x) 的 一 哈 极 点 
(2.4 节 (Ct)), 故 


ョ 1 
plz) = > ーーーー ー 中 を )・ 


其 中 4, 是 pt2) 华 z 一 a, 点 的 残 数 ,wz) 是 在 全 = 平面 上 解析 的 画 
数 . 根 所 2.6 节 (4), 当 = 一 co 时 cz) 应 趋 于 0, 因 为 >=cc 是 正则 
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奇 点 . 轩 此 , 按 间 维 定理 .ws) 拓 常数 一 0 而 
“A , 
ptx) 一 ーー ニュ (2 ) 
用 类 似 的 论证 ,可 得 
お C, . 
9(<) = ーー : (3) 
丽 且 ,根据 2.6 季 (4) ,必须 有 
DC, = 0. (3) 


由 (2) 和 (3) 并 参照 2.4 节 的 (1) 式 和 (14) 式 (其 中 a. 一 
limzplx) im eat) 区划 可 以 推 得 在 正则 坷 点 ar 处 的 指标 方 
程 为 

TA B= テー 1.2.・ 
芷 = 点 ,由 2.6 和 他 (1 有 


| 2 11,) - 
Ai 


r= 
B Ci 
lls a) 2 -a| 


パテ ガ ). (5) 


2 > | - : ・ 
hm ・ + al 工 | —limz’gts) 一 [mx: 
ュー は 1 し すす! ニー =- 


NB + a (Hd)), 
改 指标 :方程 为 


pe + Ale 2 La) = 


6) 
由 (5) 和 て 6) 得 到 一 个 重要 结论 ， 
指标 方程 诸 根 之 和 一 ”一 1. (7) 


如 果 >; 点 不 是 亲 点 而 是 常 点 ; 则 事 据 2.6 节 (2) 式 和 143) 式 .应 


i 福 意 这 古 变 数 了 的 指 怀 , 困 此 呈 = ! 的 指标 . 
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有 
VA =2, > C 一 0， Et) 
ー ーー ーー | (8) 
> 1 (20 B.C) = 0. } 


2.8 具有 五 个 正则 奇 点 的 傅 克 斯 型 方程 


设 奇 点 为 mtr 一 1,2.3,4) 和 c. 册 we 8 表示 ga, 点 的 指标 ,后 
和 ぁ 表示 2 点 的 指标 , 则 由 上 节 (2),(37,(4), 05) 具有 这 样 五 个 
奇 点 的 情 克 斯 型 方程 是 


de + 1—w— Bldu 


デー 」 ‘dz 
| で a 二 Az’ 十 2 お < 十 站 


Ile- の 
+ 
其 中 ,B.C 是 常数 ,4A 一- oe 1 Dae = bac = pig 一 


Zierp8. 且 和 ( 则 是 任意 的 ,因为 由 tr 一 1 4) 及 庄 指 标 之 值 
并 不 能 惟一 地 崩 定 方程 的 系数 gqtz} 中 的 局, 除非 n= 二 2{ 见 下 节 ). 
蜗 革 因 (5Kieiny 和 玻 鞭 和 尔 (Becher) 曾 证 时, 在 数理 物理 的 革 些 
分 支 中 出 现 的 一 些 线性 常 微分 方程 ( 见 上 而 的 丰 1) 都 是 方程 51) 
的 一 个 特殊 情形 的 各 种 人 台 流 形式 ;这 个 特殊 情形 是 ,每 一 奇 点 的 
西 个 指标 相 盖 172. 度 品 = 症 十 1724r 一 1 4 六 一 和 十 1 2 并 
以 二 代 = ,方程 (1 成 为 
dr a "SD 1 — 2 sdu 


dw: と 一 Fr lat 
1 で ta | 172) A 上 2 お を 本 Ci 
| Ca 1 je 王 0。 (2) 
I -a i 
"--] 
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称 为 义 拉 梅 (ame) 方 程 .利用 2.7 市 (7) 式 的 结论 可 得 
4 一 (や gl 2 の 一 > SE + (3) 
更 在 来 流明 一 什么 节庆 分 方 三 的 所 流 开 区 - -个 微分 方 
程 , 如 果 能 够 从 另 一 微分 方程 遂 过 把 后 考 的 两 个 或 多 个 奇 点 相合 
而 得 到 ,就 称 它 是 后 - :方程 的 合流 形式 , 经 过 合流 后 , 琳 点 的 性 质 
一 般 有 了 改变 ， 
如果 在 方 程 2) 中 把 西 條 奇 点 相 合 . 投 如 全 ーーg。- 新 的 奇 点 
仍 是 正 旭 的 ,相应 指标 a,8 由 下 列 方程 给 出 (与 1) 式 比较 而 得 ) 
c+ ロー= 20ml 十 ao)， | 


a 一 al | + 3| 十 el Qs 十 | 十 お | (4 わ 
其 中 
D=(Aai 二 2Ba, + Ota 一 GDfal 一 上 

但 这 合流 奇 点 的 两 个 指标 之 差 已 木 再 是 172, 而 可 以 是 任何 数 , /1 
要 适当 地 选取 中 所 含 任 意 常 数 互 和 CC 之 值 . 

如 果 在 方程 (2) 中 把 三 个 或 更 多 的 奇 点 合流 起 来 , 那 奇 点 就 变 
成 非 正 则 的 ,局 为 在 新 方程 的 wx 的 系数 中 将 出 现 心 一 a.) 或 (一 
gg 的 項 ,a。 为 合 谍 奇 点 . 

把 方 稳 (2) 的 5 个 奇 点 用 不 同 的 方式 合流 ,可 以 得 到 $6 种 不 同 
类 型 的 方程 (这 和 包括 了 所 有 可 能 的 合流 形式 ) ,它们 是 按 下 列 汪 点 
来 分 类 的 ， 

{a} 指标 相差 为 1/2 的 奇 点 -的 数目 : 

(b) 其 他 正则 奇 点 的 数目 ; 

(c) 非 正 则 奇 点 的 数目 . 

列表 于 下 :参看 本 章 末 刁 题 2 一 ?7) 


个。 这 和 神奇 点 -时 是 正则 的 , 央 为 在 非 正 则 奇 点 处 -如 时 有 不 则 形式 的 解 , 指 练 方 
程 许 一 次 的 , 故 只 有 -一 个 指标 (参看 2. 10 节 ). 
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表 1 
一 一 | 一 
类 驴 {ay tby ic) 方程 名 称 

ー |  s 1 | 0 拉 梅 

二 2 9 1 与 过 

三 1 2 0 蔓 让 德 

四 | 0 1 1 由 塞 二 

五 1 0 1 韦伯 

六 0 0 1 斯 托 克 斯 


所 有 这 些 方程 , 除 最 后 一 类 亲 以 很 容易 地 化 为 贝 塞 耳 方程 
(参看 习题 6) 不 另 讨论 之 外 ,其 他 都 将 在 本 书 以 后 各 章 中 较 详细 
地 逐一 讨论 . 


2.9 具有 三 个 正则 奇 点 的 傅 克 斯 型 方程 


普 氨 的 具有 三 个 正则 奇 点 easc( 天 ee, 因 此 co 是 常 点 ?的 傅 
克 斯 型 方程 可 以 根据 2.7 节 (2) 竺 (8) 诸 式 推出 为 
dro (1 —m—% 1— PB — PB 


ミ —a を ーー ヵ ぁ 


+ {ee ー ぁ )(g 一 と ) 


和 一身 
エ 人 a 放 ゆら 0(@ 一 人 
ーー ぁ 
ダイ (と 一 a te ゅ ぁ ) 1 
を | 
て 9 ーー 
ペー の (な ーー 一 oO 0 (1) 


其 中 (oa ay 《有 * ば 。 ) ャ CY, :7 分 别 表示 在 arphae 二 点 的 指标 对 , 湾 
足 


al 十 ti 十 月 十 记 十 为 十 为 一 1， (2) 
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加 果 pc 之 一 .例如 ce 为 22. 则 (11) 简化 为 
do ーー dw 


ds" に ュー ミーg S か dz 
! id.(d 一 か) | ば お (の — a) 十 7 7 ， 
上 2 > / 
、 ーー _ 0. (3) 


Ce gd と A ) 
苦 肥 ae=0p=1, 则 他) 可 简化 为 


du 
一 ~ dx 


其 中 10.1 一 2 007 一 ea 一 Da 3) 分 别 为 < 一 0 一 点 的 指标 
指标 的 数值 也 作 子 改变 . 由 (51 到 (647 二 通过 下 列 变换 而 实 


> 十 1)> ] ee 一 な pp = 0, (4) 


理 
(ーー) 


$ = (な -- ae) 一)" 57 


こ 有 
一 [二 “| | (6) 
| に [| 


注意 (4) 中 的 是 65)? 中 的 4) 中 的 记 是 (66) 中 的 m 击 于 普 高 的 
有 只 有 三 全 正则 奇 点 竟 情 克 斯 型 方程 可 以 通过 变 澳 557 和 (6) 化 为 
(4) ,也 以 (4) 是 具 有 下 个 正则 奇 点 的 位 克 斯 型 方程 的 床 卉 , (4) 名 
为 超 几 何方 程 , 它 的 解 将 在 第 四 党 详 细 讨 论 . 

这 类 方程 的 解 常 用 符号 已 来 表达 . (的 解 用 尸 符 导 表达 为 


| の ¢ , 
Te 一 天 al | Yl: (7 ) 
。 人 ア 。 


这 称 为 里 如 (Riemann}P 方程 . (4 的 解 用 产 符 筷 志 达 为 


り 1 - 

wetr) = 0 ws | (8) 
1 一 アダ YaBB ば | 

很 容易 证 明 , 痉 过 分 式 线性 变换 由 z 到 z1: 


ヒー 
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z= A A (9) 


方 程 1) 前 形式 不変 , 上 只野 随 著 に 大 为 六 1 っ っ 分 别 变 为 ti bsel 
而 已 .所 以 变换 辣 兴 用 忆 符号 表达 为 


|“ p て | 7 あ 」 ど 
中” 六 六: | 1 BB 中 《10) 
la 9。 ツア 。 a の 7 
其 中 指标 不 变 . 
车 改变 芭 为 wi: 
wo ーー ター ws), 


则 可 证 明 指 标 收 变 如 下 所 示 ; 


a 十 让 Bl アー ぁ ターg/ 
如 玉 奇 点 之 一 ,例如 ec 为 ce, 则 变换 关系 511) 改 为 


a » コウ 
Cr 一 PP | 


a Bs の 


如 p x 

一 j -上 BB { YY ま £; | (“123 
。 を B+ アー を ーー/ 

把 (10? 和 (11) 应 用 到 变换 557 和 (6) .得 
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公办 で 
ーー 人 人 ーー 
| "(=| < as 
一 万 』 人 这 一 | 
da 2 ッ 
9 1 ーー oe ol 
= PP 0 0 二 二 By f 
本 | 
(13) 


由 此 得 (4) 中 a,8,7 与 (1) 中 的 指标 的 关系 为 {比较 (12) 与 (8)) 
e 三 アカ 十 十 所 


二 人 十 所 十 六， (14) 
アー ュー ッッ 」 一 gz. 
例如 ,连带 勒 让 德 方程 
2 
G 一 0 9 2 
+ Lao + リー を ly ニー (15) 
是 其 有 三 个 正则 奇 点 = 十 1,ee 的 博克 斯 型 方程 . 与 (3) 比较 ,得 
am ーー ラッ ds 一 = > 
7 二 并 十 1]， 二 一 上 
因此 (15) 的 解 可 写 为 
ー 1 1 Co 
人 | 
wiz) 一 PP 2 2 (16) 
| 
2 2 ーー 4 


关 小 (15) 的 解 将 在 第 五 章 详 细 讨 论 . 
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2. 10” 非 正则 奇 点 .正则 形式 解 


按照 2.4 节 的 定理 、- 个 二 上 阶 线性 委 微 分 方程 ,在 它 的 非 泪 则 
奇 点 的 邻 城内 :最 多 ed | 形式 的 解 . 关于 这 个 正则 解 存 
件 的 条 性 ,只 人 在 奇 点 基 极 点 的 情形 下 得 到 解决. 我 们 只 讨论 存在 
正则 形式 解 的 必 内 時 一 计 说 明 当 这 条 件 不 洲 足 时 如 何 外 理 求 
解 门 题 ， 

设 < 一 必 是 庚 寺 沦 的 非 圭 则 奇 点 ;在 实 际 情 形 中 多 六 如 此 ,而 
于 ,了 这样 的 假设 并 不 有 所 结 球 的 普 放 性 .因为 任何 一 点 < 一 a 总 是 
以 通过 变换 > a 一 1 站 这 为 1 一 必 

非 正 则 奇 点 附近 的 正则 形式 解 。 设 = 一 2 是 方程 

と [ww | ww ple — glzhia(z) — 0 (1 

的 非 正 由 奇 点 . 我 们 只 讨论 它 是 Pts7.etz) 隐 极点 的 情形 . 这 时 可 


ーッ 


pl 一 el a | ーー・ ーー Sea 『 (2) 


站 
Tt) = | みあ, か ーー ee 一 "Ps (8) 


其 中 Hie 星 問 敷 、 佐 湊 自 为 hte ) 逢 gtz) 的 阶 . 设 本 し 和 b.; 部 不 等 
天 有 除非 Pt) 茎 etz) 恒 等 上 的 .个 列 两 种 情形 至 少 必 有 -个 成 


ーー (1 ぅ 
从 由 , 接 2,5 节 的 结 県 -就 证 正则 调 点 或 者 党 点 
现在 来 看 方程 1) 在 非 下 则 奇 点 x 二 心 处 有 正则 四 
要 条 件 . 为 此 , 设 
wl st cu 0. 5) 


は 


个。 美 于 充分 某 作 , 登 在 Bicherbarht1953) 、 まき 5. 人 き ,。 1861. 
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把 它 代 和 51) 式 堪 方 的 微分 式 中 ,有 


ze] = Dep- の (の を 一 Ds 
+ー ロ 


十 Da ・ Scalp 一 


f= A= 
- 1 
二 bes ee 人 (5) 
-ul 更 一 们 


从 这 式 看 到 , 刻 浊 nr: 宇 mm, 则 右 方 括 强 中 之 的 最 访 次 方 (2“) 的 系数 
是 Poco 但 户 ， 利 Cn 投 優 迄 都 不 等 十 ov, 故 在 此 情形 下 方程 无 正 则 
形式 解 . 如果 ni 守 2; 则 最 高 次 方 的 系数 


当 あー ぁ あ 十 1 村 太 aap, C7) 
当 ーー タタ 十 1 时 是 cola (8) 
因此 ,决定 指标 2 的 方程 (注意 部 是 一 次 的 ) 是 
ロー0 nn 二 1)， (9) 
oo a (mn か 十 1). 10) 


送 旦 優 定 了 デ 0, 除 人 eg) 一 0. 当 p(xz) 二 0 時,(5) 式 中 < 的 最 
高 次 方 的 系数 到 居 co; 褒 无 正则 形式 解 . 由 此 得 下 面 的 定理 ; 

在 极点 型 的 非 正 则 奇 点 的 邻 域内 存在 一 个 正则 形式 解 的 必要 
休 件 是 am , 即 piz) 的 阶 必 须 大 于 ge) 的 町 . 

不 同 于 正则 奇 点 的 是 ,在 非 正 则 奇 点 处 ,正则 形式 解 中 的 级 数 
并 不 总 是 收敛 的 ( 故 称 为 形式 和 解 ). 伺服 使 级 数 是 发 散 的 ,形式 解 仍 
有 其 意义 ; 它 实际 上 尽 解 在 x-= 必 时 的 渐 近 展开 . 这 一 点 将 在 以 后 
的 具体 消 形 中 去 兰 明 (参看 .例如 ,2.11 节 的 例子 ). 


2.11 非 正 则 奇 点 , 常规 解 和 次 常规 解 
如 果 方 程 


车” 扶 假 定 ,56 只 在 giz) 二 0 时 才 为 0, 但 这 时 方程 人 1 可 以 化 为 一 个 一 阶 方程 , 求 
解 容易 , 故 不 讨论 这 种 情形 - 
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wr 二 pw 二 gw 二 0 {1} 
在 它 的 非 正 则 奇 点 > 一 c 处 没有 正则 解 ( 即 使 是 形式 的 ), 则 根据 
2. 3 节 的 普 站 理论 ,* 一 co 必 是 解 的 本 性 奇 点 (还 可 能 同时 是 解 的 
分 支点 ), 即 相应 的 洛 浪 展开 式 中 有 无 穷 多 个 的 正 寡 项 , 在 这 种 
情形 下 ,比较 实用 的 求解 法 是 找 所 谓 常规 解 , 它 的 形式 是 


eo(e) = eer De *, (2) 
[ 


其 中 〇 (es) 基 的 多項式 , 因 子 ee 反映 了 x 二 0 是 解 的 本 性 奇 点 
这 一 特性 , 它 后 面 的 因子 则 具有 正则 解 的 形式 ， 
常规 解 的 概念 是 在 研究 一 阶 方程 
w RG)w = 0 (3) 
的 次 似 问题 时 得 到 的 . 假若 这 方程 在 z 一 c 处 有 正则 解 w= 
っ eg "co 雪 0。 虽 必 有 需 


ed pat 
Rilz) 一 ーー 本 一 - 二 im 一 ァ 十 Co 十 iT テー! 十 a 
= トト (4) 
を に 之 


即 Riz) 当 zz 一 cc 时 趋 十 0. 因此, 如果 RG(z) 在 z= 二 2 的 谋 开 式 是 
(极点 型 奇异 性 》 


RG Ax 十 Az 十 十 Aiz 十 A 十 Sar (5) 
1 


(* = 0 ,4, 和 天 0)。 
方程 (3) 就 -一定 没有 正则 形式 的 解 { 在 x==o0). 它 的 解 这 时 是 
eeCe) =cexp | — [REE | 


=cexp | ーー | i 十 … 十 4 | | 


x sexp ar 十 Te 十 …| 


ce が (を ) 。 (5) 
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大 中 @(z) 代 表 和 多項式 一 42 ナリ アマ 十 1) 十 … 十 246pz).p デーg 
2 一 exp {azz as 2 キー リー ンジ ce aco 一 1.(6) 式 正 是 所 
中 一 由 


说 的 常规 解 . 
现在 来 看 ,在 什么 情形 下 ,二 阶 方程 (1) 有 常规 解 . 设 


上 wls) = ey ts) (C7) 
代入 (0), 得 vlz) 的 方程 
Cg te 二 0， (8) 
其 中 
pr) = plz) 十 250Cz)， £9) 


9 C2) = yr) CD [Qe2)J]. 0) 
如 果 (7) 式 是 常规 解 , 则 方程 (8) 在 z= 二 吕 点 至 少 应 有 一 个 正则 形 
式 解 ,其 条 件 , 按 2.10 节 , 是 pp' Cz) 的 阶 大 于 gg* (xz) 的 阶 , 这 提供 
了 一 个 确定 多 项 式 Qtz) 的 条 件 . 下 面 举例 来 说 明 ， 
例 求 事 伯 方 程 
の ーー スー @ の ze ゆー0O (11) 
在 * テ 附近 的 解 ,4 和 etg 王 0) 是 常 数 . 
这 方程 的 惟一 奇 点 是 + 二 2, 是 非 正则 的 . 由 于 系数 pL) 二 
0, 这 方程 没有 正则 形式 解 (2. 10 节 (10) 式 后 面 }. 我 们 来 看 它 是 但 
有 常规 解 . 为 此 , 设 
lr = ee te) 。 C12) 
代入 <11), 得 
wp rv 十 g (ry = Uy, (13) 
其 中 て 用 (9) 和 0)) 
pp tr) 王 2 (7x), 
qt 
接 照 方 種 (3) 有 正基 形式 解 的 要求 一 - p' 的 阶 大 于 9g' 的 阶 一 一 


(14) 


全 在 12 損 中 将 洋 細 岳 除 送 不 方 理 的 御 . 


?4 特 珠 函数 概论 [2.11 ] 


立刻 看 出 & C(x) 的 方 深 不 能 超过 1, 因 为 g* 中 含 2 (x) 的 平方 ,并 
且 没 有 别 的 项 能 与 它 相 消 . 设 
QCr) =ar ds?, (15) 


则 

pr} = 2(g」 十 2g」 テ )。 

9 ( テ ) ニー メー gz 十 2a。 十 【al 十 2az 和 7 
一 下 十 2as 十 gi 十 4aiaaz 一 gr + gz" 
可 多 只 有 当 di 一 好 , 即 2 一 十 ay/2 ,而且 a1==0 时 ,pp* 的 阶 才 大 于 
9g" 的 阶 .因此 
Qe) = ox, Pr) = et 人 ro(z)， 

zz 满足 的 方程 汽 

y7 士 2erw' 十 人 4 十 ap 一 0， (16) 


这 方程 称 为 厄 密 (Hermite) 方 程 了 + 取 其 中 和 负 号 的 情形 来 讨论 
(Cr 一 一 ar:/2), 设 


va) = Nar (#0), (17) 

代入 (16) , 按 求 正 则 形式 解 的 步骤 做 内 ,得 
r= 2 (15) 
Cu = OO を = 0 2 (19) 


_ ーー (ウー2 を 4)( ゥ gpー2 一 11) 
Cats gk 
2 2etg 一 2 一 22ー(ーg) * 
(e 一 2 の)(e 一 2 を 一 1) 
4x( を 十 1) 各 


在 最 后 一 步 中 对 分 母 应 用 了 (18) 式 . 


(20) 


”这 方程 的 解 企 6. 13 节 直 还 要 讨论 ， 
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从 化 推 其 系 (C20) 看 到 , 当 衣 -xoo 轩 [cwpsicw | 一 00,- 故 级 数 
cmx “对 本 任何 有 限 的 x 值 都 是 发 散 的 . 以 后 (2. 13 事例 ) 在 


日 


求 得 方程 616) 的 积分 解 时 将 看 到 ,这 级 数 是 解 在 * 一 oo 时 的 办 近 
展开 ,. 即 


le ea (21) 
n 


共 中 的 系数 由 (20) 给 出 为 
《一 の _ 


, ょ 
一 一) 


(da 
件 实 际 应 用 中 的 ‥ 條 重要 特殊 情 形 足 
po ニー ーー デー ニカ ーー 0.1.2、…)・ (22) 


2 
这 时 级 数 中 断 成 为 一 个 二 次 多项式 .例如 但 为 倘 数 2m2 的 情形 ,由 
《207 有 


(2 — 2 を )(2 一 2 1) 
dgt* 十 ]) 


当下 二 区 时 esi 一 0 四 此 所 有 上 业 芝 站 的 系数 co 一 ,而 级 数 为 - 
个 2z( 三 a) 決 的 多項式 . ヵ 为 奇数 时 也 是 如 此 . 通常 把 这 多 项 式 表 
达 为 再 ,CS 一 az 而 规定 其 最 高 次 方 的 系数 为 2", 称 为 厄 
密 多 项 式 : 


了 中 一 2 一 Car 


H.C) C28 一 gy 
| n(n — tn =— 2)(z 一 32 czー* 
I 3 


其 中 [x/2]=n 训 或 (x 一 1)/2, 看 nn 是 偶数 还 是 奇数 而 定 ， 
次 常规 荐 .如 果 找 常规 解 的 尝试 失败 ,有 时 可 借 恕 自 变 数 的 
变换 ,一 名 人 为 正 整数 ,把 方程 化 为 有 常规 解 的 方程 . 例如 方程 
w+ gq(2)w 王 0, C24) 
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当 glz) 在 z= 二 0 的 展开 为 
9g(2) 一 うし 4&0 (25) 
时 , 它 没有 常规 解 ,通过 变换 = 二 中, 方程 (247 化 为 
和 と 党 Fg Cw =0, (26) 
而 有 常规 解 
wt) = eta Sk, 
故 方 程 (24? 的 解 足 
wtle) 一 et ST (27) 


你 为 次 常规 解 . 
2. 12 ”积分 解法 . 基本 原理 


为 了 阐明 积分 解法 前 基本 原理 . 先 介绍 关于 微分 式 的 伴 式 的 


= du dg 
iu]== BoCz) da: 十 pitz) dz + palz dn, 


以 wz) 张 上 ) 式 两 边 , 得 
ullsr]= vp 十 の g + vpat. 
利用 关系 


wpou” ご < par 十 Ep 一 (の の ng, 


vt ーー ーー tu yy 二 - を we 


{2) 式 可 写 为 
ullu] =uL ep ツー toh) + vp, 


十 vpow ー (ppp うみ 十 vp, 


(1 


C2) 


{£37 


[ 


(5) 
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ella — ullv] = Pele ゝ p ， (6) 
其 中 
ュー ニギ _ 
L[v] 三 Hs Pa) dz Piro) 十 pau {7) 


称 为 工 [z] 的 伴 式 , 工 [o] 一 0 称 为 上 7wj]==0 的 伴随 方程 . 工 则 称 为 
微分 算 符 工 的 伴随 算 符 : 
Qle.v l= pu 一 g( あ om) + な お (8 ) 
称 为 双 线 性 伴 式 , 它 是 x 和 ww 的 二 次 齐 次 微分 式 ,但 分 别 对 于 上 4， 
g っ 惑 者 js 是 线性 的 . 
积分 解法 的 基本 原理 是 用 积分 变换 
(sy = | KG wd 9) 
把 解 线性 微分 方程 
Llul= po di “十 あ 」 本 十 pr = 0 C10) 


的 问题 化 为 求 zt 的 问题 . (9) 式 中 的 天 (zt 称 为 积分 变换 的 核 ， 
C 是 复数 上 平面 上 的 积分 路 线 , 它 们 都 是 技 微 分 方程 6i07 的 性 质 


适当 地 选取 的 ( 见 下 ). 
设 (9) 式 的 积分 可 以 在 积分 号 下 求 微 莘 二 次 , 则 
Liu] 一 [A (11) 


共 中 と. 就 是 算 了 于 工 .下 标 旦 表示 对 变数 x 作用 的 . 若 取 下 (zx.) 为 
偏 微分 方程 ! 

LKte nD] = MEK (Gz,t)] (12) 
的 一 个 特 解 ,其 中 MM 是 关于 大 的 偏 微分 算 子 , 则 利用 (6) 式 ， 
《11) 化 为 


和 (1g) 式 右 方 可以 馬 千 [Gz] zi 全 可 以 不 同 于 天 1z: 惟 一 的 避 变 是 在 
下 面 的 5133 和 1457 式 中 把 兵 换 蕊 总 
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と [g ] -| v(tIM EC) di 
で 


-| RD Me) dg — OK le. (13) 
. 


其 中 M4 是 MM, 的 伴随 算 子 ,QR[KK,v] 昨 相应 的 双 线 性 伴 式 , {有 @}c 表 
示 忆 作为 1 的 函数 , 沿 积 分 路 线 忆 的 变化 . 
如果 取 tz) 满 足 方 程 
M[vtt)] = 0, (14) 
并 选 积 分 路 线 避 使 
[天 ,jc = 0, 15) 
即 Q[ 下 ,vj 在 忆 的 起 点 与 终点 之 差 等 二 0, 则 (13) 式 右 方 为 零 ,而 
(9) 式 的 w(x) 是 方程 (10) 的 积分 解 . 
愉 上 面 的 推导 看 出 .用 这 种 方法 的 主要 困难 在 算 子 Mt 的 选 
取 : 它 必须 使 方程 (12) 利 (14)? 部 容易 求解 . 解 方程 (14) 的 问题 还 比 
较 简 单 ,因为 这 是 :个 常 徽 分 方程 :通常 要 求 它 比 原 方程 (107 易 
解 ,例如 要 求 它 是 一 个 一 阶 的 微分 上 方程 .全 于 方程 (12) 则 是 一 个 情 
微分 方程 ,求解 问题 一 般 较 复杂 ,通常 冤 是 按 原 方程 的 奇 点 的 性 
质 , 选 用 一 定 的 核 天 (zx,it), 而 不 是 向 选 定 M, 然后 用 (123 式 求 
天 (zt). 最 常用 的 核 有 上 下列 二 种 ， 
i， 拉 普 拉 斯 变换 的 核 


天 (zt 一 8 C16) 
多 用 于 具有 非 正则 奇 点 (z 一 co) 的 方 租 . 
2. 欧 勒 变换 的 核 
Kt = ーー (17) 
其 中 pg 为 参数 , 这 种 核 密 用 于 解 全 部 斯 型 方程 ， 
3. 梅林 变换 的 核 
K(xz,t) = 2 (18) 


2.13 拉 普 技術 型 方 程 和 投 氏 変 換 
科 分 解法 的 最 重 要 記 用 之 一 是 解 拉 氏 型 方 程 
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元 [三 faog i + tas " hw 十 (ez + bu=0, 
(1) 
它 的 特点 是 ,所 有 系数 都 是 < 的 线性 函数 ,因此 在 有 限 钼 最 多 只 有 
ー 條 奇 点 ,> テ ニーム あ /a。。 量 正則 奇 点 : 若 ao 一 0, 则 在 有 限 处 无 奇 点 . 
xz 一 9 是 方程 的 非 止 则 育 点 ， 
在 用 拉 氏 变换 解 方程 (1) 时 , 设 


«(2) 一 | eeodr、 (2) 
则 
[gz 一 TL et dr 
Jr 
一 | so Gavz + BE (ame + BYE 4 (are + etd 
=| (DM [edt. (3) 
| 
其 中 
9 9 
Mi 守れ の 可 1 下 ;一 小 a 二 十 如 | 十 | [和 全 十 后 | 
< 9 Pi 
ta a + oa) Fy 一 that bt + bay. (4) 
轩 换 部 求 积 分 法 ， MM 
Lue] = | ei i 一 证 door tat + a tnD] 
二 Ch A 二 Ct dr 
a at tate tc, (5) 


取 wt の) 満足 方 程 C2.12 市 (14)) 
1 。 。 
— Fr Ca’ + ait — a t+ ht + ht + blt) 一 0。 


(6) 
并 选 C 使 
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{P(g te ta at dd)vult)e" ;ee = 0, (7) 
(2 就 是 方程 的 解 ,只 要 在 积分 号 下 装 徽 商 是 合法 的 ， 
由 于 方 程 (7 是 一 阶 的 ,很 容易 求 出 mw (5 设 aoaiyeaz 不 都 等 
本 0, 奋 则 方程 0) 是 一 个 常 系 数 方 程 ,不 必用 积分 解法 ): 


d pa + tp 2au)t 2 好 
Ins 一 ーー 


中 - ga だ 十 证 十 A 


だ 十 ( あ 一 gay)t 十 Pe 一 I 
ー go 一 うけ — gs) 
ん 
一 产 十 ; i | ビィ (8) 
UY =e — DCE a (9) 

Ci 和 A 是 方程 ge 十 加 让 十 ea 一 站 的 两 个 根 . 如果 go 一 0, 惑 者 次 一 
af183 和 (9) 以 及 以 下 的 各 式 须 作 适 当 改 变 , 但 不 会 引起 什么 困难 
参看 后 面 的 例子 ). 

现在 来 看 积分 路 线 5 上 序 如 何 选取 .把 69) 式 代 入 (7)? 式 谨 方 ， 


得 
Pi.t) = Qnec Nt oo a, (10) 
G) 如果 Rec4i),Re(4。) 都 大 ギー1、 可 逃 で 旭 : 平 面 上 由 st 一 
ai 到 1 二 as 的 任意 - :条 分 段 光 滑 的 曲线 .站 的 由 个 靖 点 上 ， 
P(z の うー0, 逆 (7) 式 満足 . 叉 , 対 直送 祥 的 曲 貸 で C、(2) 式 在 息 分 号 
下 取 微 商 昨 合法 的 .因此 ,方程 (1) 的 一 个 积分 解 是 
ztz) 一 | a — tdt 1) 


本 


CRe(4) Re(4) テー 1). 

Gi) 4.4 量 不 等 十 整 数 的 任意 営 数 . 可 逃 C 訪 関 3 中 的 双 辕 
国道 , 入 平 而 上 任意 一 点 三 ( 关 oa es 开始 , 正 何 绕 w 和み 各 一 
周 ,然后 负 癌 绕 gs」 和 g。 各 一 周 , 回 到 书 . 这 力道 在 函数 中 -mr 
一 妃 关 的 里 曼 面 上 是 闭合 的 , 故 已 (= 之 值 在 围 道 的 起 点 和 终点 
相 局 ,而 (7) 式 满足 . 又 ,对 于 这 样 的 围 道 ,积分 (2) 不 为 0, 并 县 可 
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以 在 各 分 号 下 求 徽 商 , 故 
te) = | ee 一 A CG 一 ws) 中 (12) 
Fp 
(4 .A。 天 整数 ) 
是 方程 (1) 的 一 个 积分 解 . 这 里 我 们 把 积分 路 线 用 明显 的 符号 标 


{ 平面 


图 3 图 1 

当 或 总 为 整数 时 ,这 种 双 周 围 道 积 分 之 值 等 二 0, 故 不 适 
用 . 

Gi) 男 :种 常用 的 积分 路 线 是 从 : 平 商 上 的 无 穷 近 点 出 发 ， 
绕 m( 若 六 和 关 束 数 ) 一 周 ,或 绕 wt 若 如 关 整 数 ? 一 周 , 回 到 无 穷 远 处 
的 国 遺 . 例 加 , 役 ね 芝 整数 ,Re( 十 s う 王 0. 可 以 取 で 妨 国 4 中 的 国 
道 , 从 一 品 十 Hm(an) 出 发 , 正 向 绕 一周, 加 到 喇 发 点 . 这 围 道 晶 
然 在 (一 a1)* 的 里 曼 面 上 不 是 闭合 的 ,但 在 围 道 的 皮 点 和 和 终点 上 、 
P(tzt)-*0, 故 {7} 式 满足 , 又, 这 样 的 围 道 积 分 (2) 在 |arg(g 十 z)| 
Xr/2 一 06>0) 中 是 : 致 收 化 的 ,可 以 在 积分 导 下 取 袜 商 . 因此 


ze 一 | et — a — ordt Q3) 


(Re 十 s>) > 0, 并 整数 ) 
是 方程 (1) 的 一 个 积分 解 . 
甘 十 上 面 采 用 不 同 的 积分 路 线 得 到 的 诸 积 分 解 的 线性 无 关 性 


82 特殊 区 数 概 论 [2.13] 
或 相关 性 将 在 具体 问题 中 上 去 讨论 ,这 第 不作 一 般 性 的 病 述 对 
例 求 下 秘方 种 2 一 2act 十 人 一 eat 一 Of2. 1] 节 (116)) 
的 积分 解 , 其 中 «>0.A 为 实数 ， 


这 是 一 个 拉 氏 油 方 程 ;a4 一 0,0 一 一 28,44 一 0 一 ] 和 一 0 入 
一 4 一 如. 设 
gg と) = | esdr, (14) 
由 (8) 式 易 得 
gg) = Ae Ct A, ぇ ュー と FS (15) 
20 
夏 
Pl 二 esre Tg A (16) 


由 本 お (な の 中 含 因子 exn 一 der rg0。 可 取 C 为 从 负 实 轴 上 
无 穿 近 处 出 发 .下 加 绕 r=D 一周 ,周到 负 实 轴 上 无 窒 远 处 的 出 道 
好 上 硬 ()). 得 到 的 积分 解 丰 


tot 2 Mia 
Ut) = 4[ ee dr, (17) 


其 中 的 不 受 什 么 限制 . 

拉 氏 型 方程 的 积分 解 式 特别 便于 求解 的 渐 近 展开 , 例如 (17) 
式 , 设 argr| 扩 x/2 一 6 这 0) ,应 用 1.9 节 公式 (7) ,立即 得 渐 近 展 
开 式 


ty 


(xz) = 4 ee (一 の dy 
っ sa に g 由 十 他 _ 4 a 
LAr sin 2 ry) < T| zz pa [TY 
largr| nO 0), (18) 


2.11 节 f21) 式 比较 就 证 实 了 (21) 式 中 的 级 数 是 解 的 沿 近 级 数 ， 


や 做 看 出 如 Goursat &. Hodrick 的 4 Course in Mathemetical Anatysiss Vol, 1., 
Part 5 . Dilfereniial Eguations, p. 124, き 46、 
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原则 上 拉 氏 变 搞 也 可 局 诬 用 于 每 煞 不 是 线性 末 数 的 微分 方 
程 , 例 如 


(ans 十 by cu 二 (Cae: 二 A 二 cd 
ee {19) 
不 过 这 时 确定 s(r) 的 方 揚 (2.12 节 (14)) 是 二 阶 的 , 它 的 求解 问题 
是 珍 比 原 方 各 (19) 的 简单 ,上 要 看 有 具体 人 情况 而 定 ， 
2.14 欧 動 変換 
区 勅 変 挨 

wits) = | CO 一 wdr Ce 待 定 ) 【1) 
适 于 用 来 解 下 列 形 式 鸣 方程 ; 
Li 三 poe 十 ple + pz( テ )revy) 一 0 (2) 


其 中 
pte) = ge hs ot ep te) eonp(r) 一 で (3) 
这 是 有 二 个 正则 奇 点 的 傅 克 斯 型 方程 ;是 它 的 奇 点 之 
由 (1) 得 


了 ww | 一 | pte te 一 上) 


+ pi( を うな (を 一 を だ デ ト 二 あお K(gYK テ 一 の 7pCrfOdz。 (4) 
把 系数 (13) 式 ) 都 用 x -的 展 表 出 


at) = pti) 十 Ke 一 Y) 十 FP Ce ー 7 


= Can 二 bide) 十 (2gz 十 ) 一 の 
十 gt(g — 2, (5) 
pz) = Pit) pi Cz Oo) 
= htt ed) 二 hte 一, 
ale — ptt}) = C2 
代入 (4), 得 


8 特 珠 画 数 概论 [2.14] 


Liw]=|, 7 )gt( な 一 1)( テ 一 お が 


Ip pate ーー pi( わ gg 一 の 


| Ga D+ CO 
+ お ) | ーー jcpdz 
の ーッ 
[i CD CD 
+ 上 に す が te 1 


+ pt PD [ce dr. 
取 满足 方程 


FRG = 1D 1 PDE + pa 


= gt 12 + pp | Co けり 。 (65} 
则 
アル [re | 一 | lM [te 一 の 7 dg。 (C7) 
其 中 
8 3 
NM, ーー タッ 8 ae {8B) 
a— pl, P= pt om 11) + piety. (9) 


于 是 ,用 2.12 季 (6) 一 (8) 式 ,得 
LEw] = Le ー の 2 を [et の ] (OL 一 の や ce の ]。 


10) 
其 中 


Me] = 下 (em | 全 so) 一 を [ee + Bu], C11) 


(を — OD pavlz — の 7 
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ーー [Ca 十 让] (Cg CO— 2), C12) 
取 sg) 満 足 方 程 
ee) + Bo = 9. (13) 
即 
ー e- ー A 二 pot) し pice) 
の の Sg 本 Pt リ 人 たち 
ーー ( ' pit&) 
=Af tt) | "exp 5 dt C14) 
其 中 4 是 任意 常数 , 则 vtr) 也 满足 [ro の ] 0. 面 
Qe Dv = pte 一 の アト (15) 


取 积 分 路 线 C 使 和 1 一 0, (it) 就 是 方程 1423? 的 积分 解 ,只 要 在 积分 
号 下 取 役 商 是 合法 的 . 

注意 到 妨 作 为 和 的 函数 与 (1)? 式 中 的 被 积 函 数 只 差 一 单 
值 的 因子 (ーー の) 敵意 可以 逃 で 妨 送 拝 的 国道 : 上 失忆 
变化 ,最 后 回 到 出 发 点 时 ,1) 式 中 的 被 积 晒 数 之 值 还 原 

例 求 超過 何方 程 (2.9 节 (1) 式 ) 的 积分 解 ， 

起 几何 方程 


加 
zt ta Dj] -afw(s) =0 


(16) 
止 是 C2) 的 形式 ,py(z) 二 一 x* x pilz) 二 一 (十 2B 二 1)x 十 7， 
Paltz}=—an. 设 06) 的 租 分 解 为 


wl) | — Cdt. C17) 
由 06} 得 
一 AI 一 1 一 (aa 上 月 二 1 一 4 一 六， 《18) 
它 的 两 个 根 是 = 二 一 2 和 一 产 取 j= 二 一 4: 则 由 《14) 式 得 
EE ， メー t 十 总 十 1 入 df 
utt) 一 ar C1 1) “exp | | rz 二 已 


一 六 区] 一 の に デリ (19) 
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而 有 
ws) 一 4| x エー の 7 プー( を 一 の dg (20) 
其 中 的 积分 路 线 应 使 
Qe De A Tl Or 21) 
之 值 在 忆 的 起 点 和 答 点 大 同 . 例 知 。 当 Re(7) 六 Ret 让 这 0 时 ,是 取 


C 才 : 平面 上 沿 实 轴 从 1 了 到 c= 的 直线 . 则 在 的 起 点 :二 1 处 0 一 
ti 一 0 在 终点 :一 局 处 .名 一 ">0, 是 


(<) = 4| eo ー の デイ ェ ー -di (22) 
上 


【了 Re ~ Ret?) 0) 
基 超 几何 方 织 (16) 的 一 个 解 . 只 要 = 不 在 积分 路 线 上 ， 
在 (22) 式 中 把 1 换 上 成 1 天 ,得 这 个 和解 的 另 一 表达 式 


1 
et) = | ーー の ーー] edi, {23) 


其 中 Ret の Re(8) 王 0、s 不 等 于 1 到 0 之 加 的 实数 ， 
关于 忆 的 其 他 选 法 ,以 及 由 此 得 到 的 其 他 积分 解 将 在 和 45 証 
中 详细 讨论 . 


第 二 章 习 题 
1. 证 明 倍 乘 解 (2.3 节 15) 式 ) 的 溢 数 4 之 值 与 基本 解 ww 
的 选取 无 关 ， 
2 斌 从 六 拉 梅 六 程 (2,8 (2) 式 ) 推 出 其 合流 方 租 ー, 


dw | ‘3 1/2 1dg Cn 一 1 党 | 
rik “一 下 
4 It (どー a.) 
3. 从 广义 拉 梅 方程 推出 其 妇 一 合 流 方 程 


dr 1172 」 1/2 | 各 4 十 2g 一 』g ど 
dE 1 と と 一 11dZ 4 て 一 1) 


r= け U, 


第 二 章 二 阶 线性 常 被 分 方程 87 


其 中 4 和 g 是 常数 .在 这 方程 中 今 t 二 cos:x, 得 蕊 于 方程 


9 十 (メー 2gros2zOg = 0. 


4. 同上 ,推出 方程 


de J/2 ,1 1dg 
dar Ti teild 
工 jJzta 十 1]) nm | go 
+ す 1 と lt 0 
什 其 中 今 5= 二 x, 得 连带 勒 让 德 方程 
(1 一 の 科 一 玉堂 epー ター ター 
5， 同 上 ,推出 方程 
2 dn 1 og 
の 科す 人 科す て nu 一 0 
邻 Y 一 ,得 贝 塞 年 方 各 
全 :9 十 - = 从 十 (ze ー gg 一 0. 
1， 回 上 ,推出 方程 
dr ldx 11 1 1 ， 
ag 十 2 d 1 + 2 tlu=0. 
念 す ーー“, 得 事 伯 方 種 
diu 1 — la =0. 


dz? + E 二 2 4 
7. 同上 ,推出 斯 托 赤 斯 方程 
di 


ce? 


， (at + Px = 0; 


人 


| 3 
au— CE + DV t+ A= [Sal ， 


则 这 方程 化 为 由 塞 香 太 程 (习题 5,x 一 1/3). 
8, 证 明 在 千 列 变换 下 ,广义 拉 梅 方程 的 形式 不 灾 
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G) 自 变 数 的 分 式 线 性 变换 ,20 傅 悍 持 为 奇 点 ; 
《ii) 国 变 数 的 变 撞 #1 二 (2z 一 a,) wo， 
9. 证 曲 , 上 后 有 两 个 正则 奇 点 a ,pb 的 人 博克 斯 型 方程 的 普 议 形式 


部 


da 


『 
本 ( ーー | mw ーー 
を 1 吕 ua Ea 


に aa ta — HY: n 
(2 gz -A 7 


exg 足 在 奇 点 =ーg 的 两 个 指标 ;这 方程 的 通 解 是 初等 函数 


4 = A | rg ニーク (ea 天 or)， 
或 
| 人 一 安 | を 
ョ ーー トー In (a= の)。 


其 中 冯 . 号 哇 两 个 任意 常数 . 
]0. 正明 新人 ー ア ナナ ポポ ー ア ゲー 今時 。 


0 = 。 1 | | 1 co 1 
| 0 BY sr PiY 28 ア 。 2~. 
‘2 夏 の | | が 
它们 都 代表 下 列 方程 的 金 部 解 
dx 21 トー アー の)z du Sg ュー タゲ 1 4g 
de 十 = テー ] dz (38 ーー リー 


11. 福 明 。 若 アキ アー ニュ 、e 和 e 大] 的 开 三 次 方 的 复数 根 . 则 


| 0 x 1 | | の 他 | 
i 0 中 アー テー ナス アー アー アレ ry 
173 173 六 | アー ダー アダ | 
它们 都 代表 下 列 方程 的 全 部 解 

dg 2 du 9 アゲ を 


dr 1 wi 1 dz 十 (一 12 0. 


: 0. 
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12. 让 明 , 奇 点 为 0,1.00 ,在 每 一 奇 点 的 指标 都 是 1,1, 一 1 的 
三 阶 傅 克 斯 型 方程 的 普遍 形式 是 


du | 2 2 | 时 | 1 3 ] a 
rs = 一 2 < テー) (一 1)7 dz 
| エー 3cos*g ー 3s1m“g ] | 
ls sz 一 1) ze 1 il 0。 
其 中 是 任意 常数 . 


13. 用 欧 勒 变换 (2. 14 芽 ) 正 明 具有 一 條 奇 点 <.5c( 光 的 
普 忆 博克 斯 型 方程 (2.9 节 (6) 式 ) 的 积分 解 为 
wa) = tse—arts— De — x TI, 


| (ay tH el dt, 
。 


其 中 apa, (六), (7.7 う 分 列 是 奇 点 gc 的 指标 对 ,C2 是 这 样 
的 国道 : 被 积 函 数 在 它 的 起 点 和 终点 之 值 相同 ,x 人 在 国道 外 . 


第 三 章 伽 品 陣 数 


3.1 伽 紹 函 数 的 定 叉 


伍 己 国 数 Tiz) 的 通常 写 六 是 


Ts) = | cdz. (1) 
It 


这 个 定 © 光 只 适用 于 Retz) 记 0 的 区 域 ,因为 这 是 积分 在 1: 一 0 姓 驳 
迷 的 条件 . 在 以下 擬 共 中 (8.3.3.4.3.7 节 }) 将 给 出 其 他 定 久 ,可 用 
本 全 部 z 王 面 .现在 这 个 定义 的 积分 在 实用 上 竣 常 届 到 ,名 为 第 二 
类 欧 勒 积分 . 

1) 式 中 的 积分 路 线 可 以 改变 为 从 2 一 0 出 发 到 = e" 的 直线 ， 
EE 


上 


Pe) = | cdr (Recs) > 0), (2) 


内 为 1) 和 (2 两 式 中 的 两 个 积分 之 差 等 于 在 右 半 平面 中 张 角 为 
el ,半径 六 一 拓 的 加 路上 的 积分 ,而 这 交 弧 上 的 积分 值 是 随 ミー 
co 而 趋 于 0 的 ( 约 当 引 理 ,或 者 直接 计算 )， 

伽 马 函数 的 符 导 了 Ttz) 是 最 通行 的 . 此 外 还 有 两 种 符号 ,并 (x) 
和 =! ,部 等 于 了 (zz 十 1)， 

z! = (zx} = Tt 十 ])， 3) 

符号 s! 通常 只 用 在 x 居 正 整数 的 情形 ( 见 下 节 C8) 式 ), 但 是 在 本 
书 中 将 不 给 以 这 限制 , 府 认 为 它 与 T(z 十 1) 具 有 完全 相同 的 意义 . 
至 十 符号 了 (z}, 本 书 中 将 不 来 用 . 
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3.2 道 推 关 系 
T(z) 满 足下 列 递 推 关系 : 
TXz 十 1) = (を), (1) 
或 
2 一 fg 一 17)1. (2) 


这 个 美 系 可 以 由 3.1 节 (1) 式 用 换 部 积分 法 证 明 如 下 ， 
Fez 十 1) ー| sd 


一 [一 e+ z| e 4 dr = gT(g). 


dh 
没有 为 一 正 整 数 ,(1) 式 可 推广 为 
FKz 十 着 一 (十 主 一 1 人 (十 天 一 2 十 1)z 开 zy (3) 
或 


(tz) 一 


其 中 


T(z 十 #) の 上 ーf ょ F 十 ロー1 
TD キュ ーーD Cl デア 9 CD 


(zy CO 二 ztz 二 1)… の (を 二 ョ ュー1). (5) 
公式 (4) 把 Tiz) 的 定义 推广 到 Retz) 守 一 n,n 妨 一 任意 正 整 数 . 
(3) 式 又 呈 写 为 


Ttz+n) tn 1)l 


(TO (= 一 131 (6) 
Tr) = ol 一 | ed = 1. 7) 

在 (3} 式 中 令 = 一 1, 得 
Tn + 1 = nl =n 1)…2・1. Cg) 


这 说 明 在 * 为 正 整 数 x#x 时 ,T(z 十 1 就 是 阶 习 1. 
由 公式 (4) 看 出 T(z) 是 -- 半 纯 靖 数 , 在 有 限 区 域内 的 育 点 都 
是 一 阶 极点 ,极点 为 
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z=— り 0, —1, = 2 Oo Ny, (9) 
在 极点 = 一 一 处 的 残 数 为 
, T(z 二 +n+ 1) (= 
lm + Hai a | 
(10) 
3.3 欧 勒 无 穷 乘 积 公式 
根 据 e“ 的 援 限 英 系 
1 
siinl1 一 二 | ， 


可 以 把 了 Cs 作为 下 列 积分 
P(x) = 「 


nl 


nn 


ューー| eidt (1) 
本 


』 


的 极限 . 即 是 , 当 ぁ ーco 時 。Pate う Pe). 送 人 邊 概 限 的 症 明 如 下 。 
T(x} 一 Fs) 一 | le 一 [i 一 | ede 十 ed 
很 容易 看 出 右 方 第 项 的 极限 fn 一 00) 为 零 . 关于 第 一 项 ,可 以 应 

用 下 列 不 等 式 


ceー ロ ーー < と < (2) 


( 延 明 見 下 >. 得 
Fb he 


:过 | Le dg 
< | ed " テ 0。 
其 中 z= 二 ReCxz). 这 样 就 证 明了 Ptz) 一 [Cz). 
现在 来 证 明 不 等 式 (2). 由 e* 太 届 一 y) ! 的 级 数 可 知 , 当 0 所 yy 
一 1] 时 ,有 
1 キッ ーー 
今 マテ ゾ な 、 得 
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リュ 。 
1+ そ | テマ テロ ー そ | 、 


故 
oe ロロ ーーー ロー 
<e (1 ー ロ ー 到 | 上， 


其 中 最 后 一 步 用 了 不 等 式 e2(1+zyzp. 又 用 数学 归 纲 法 可 证 明 ， 
者 Oa 1 ,有 (1 一 ar" 们 1 一 ae 于 是 得 


£2 
< 一 


nm 


" 
1 一 [1 一 筷 
下 


这 样 就 证 明了 不 等 式 (2). 
在 Puis) 中 令 * 一 nr 并 用 换 部 积分 法 ?次 ,注意 Recz) 人 0, 得 
PL(z > =| a — Tr)"r dr 


1 z -1 
ー ザ | モロ ー ry | + Drdr 
た 3 に 下 十 


ー nntnr ーー 1] Je グッ 1 aid 

(tg 十 ])m(g 二 ョ ー1)J5 
ー 1 rer が 
(を 十 1)…( 十 a) “ 


即 
1 dr 。 . 
Pe = lm ee TF 1 Ta” (3) 
et 
Tes) = jm 2 1) nv (4) 


eo 放任 キー (を キョ ター1)" 
(4) 式 中 的 最 后 一 个 因子 n* 可 写 为 


= 一 了 + ユエ | 
前 面 的 因子 可 写 坊 
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因此 
1 ] 1 * 
r(x) = 1 | ロト エト 5) 


这 是 欧 动 无 穷 乘积 表达 式 这 村 于 和 任何 z, 除 六 极点 z= 一 nx 外 都 
是 成 立 的 :因此 可 以 作为 普遍 的 Ts) 的 定 关 . 


3.4 外 于 (Weierstrass) 无 穷 蔷 积 
在 上 征 公 式 3) 中 最上 操 一 信 凡 了 本 写 为 
が ーー ex3(g ln め =expis[lms— や [he 


因此 由 该 式 得 


A 


lit 


其 中 
了 ーhm | > ー In | 
一 0.577 215 664 901 532 860 606 51…. (2) 
名 为 欧 勒 常数 (和 参看 1.3 节 例 2). 这 个 无 穷 屠 积 (1) 给 出 任何 z 
的 PCsy ,| 同时 指明 了 [Cx ) 的 奇 点 为 一 阶 极点 2 二 0， 1, 一 2 
而 没 丰 零点 , 这 是 外 尔 斯 赔 拉 斯 给 于 T(z) 的 定 多 .所 以 称 为 外 氏 


日 
く 1 ーー n°! Hh + 1 - 
2 HY = ds =| 1 一 dr 
し] -一 — > 
-| = (1 Way ロー ロ ld (<3) 
YY 還 れ 『 了 
得 

い コ ") 121d7 * di 

ささ ニー ーー ーー 

之 ， Inn WE | 1 ーー 7 | 7 
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"| Ll 可 i OR 
门 j tldr と 中 
ll | 1 nllir i | す 「 
今 n>, 得 
Y= | 1ー マ -出 | Sd (4) 
i ul i 


3.5 ” 伽 马 函数 与 三 角 函 数 的 联系 
由 上 节 外 氏 定 文 香 


Li 2 
ore = te Vl) 
LT | 
z I ' 1 ne 
但 上 由 1.7 节 C3) 厚 
SITY TE Ea 
Re EE ( 1) 
故 
TeyT( ee) —— 
ZSIN TT 


及 人 队 3.2 生 知 TT ロー コーーz ェ て ーー>) 回 紫 有 


Ts = (2) 
に + cL 
或 者 写 成 下 列 対称 形式 
mt td) = = (3) 
ll TE 


在 (2) 式 中 令 = 一 二 ,得 |r| |」 二 :再 开 记 ,并 注意 由 宕 义 


知 l 六 | >0, 得 
(4) 


又 ,在 (1) 中 令 = ニラ ・ 得 
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[3. 6] 


工 _ (2z)* ー 2n 17 i 
2 -arn lel mi) 2m +1 


(5) 
这 是 瓦 利 CWailis ) 荚 积 . 
3.6 乘积 公式 


现在 证 明 下 列 乘 积 公 式 
rT 十 Lr[< 十 < | Ts 十 ュー1| 
内 ! 1 
= (2m)3 の ーー て a). (1) 
令 
Fa ョ ー1 ・ テバ 
$= Fa EE > (2) 
应 用 3.3 节 极 限 公式 (4) ,得 
人 1 2 一 1) 工 
I lim - - 7 7 mn 
2 _ [z 十 三](z 二 三 +1]…[z 十 三 十 mw 一 1 
ーー jim 1 -2 np 一 1) Cm yw 
a etne | Yn nm 1 
a [tm — 111 | mz 十 二 ta 一 Dam 
lim (nm 一 1)1 (gp 
[tm — 1 mi Dm 
=lm (nm 一 Tai “ (3) 
这 指出 多 与 に 无 闫 . 在 (2 中信 z 二 17, 得 
对 一] 「 テ キュ 1 ョ ー] #1 1 r 
$= IT |ー Tr た = Url -三 |， 
在 最 后 . :和 步 中 把 > 挽 成 了 nn- 7. 因此 ,应 用 3.5 节 (2}) 式 ,得 
エー1 、 ロー1 一 了 
7 7 下 1 Tr 
= is jrl 二 | | 一 = sin て | . {4) 


今 =ー] 三 6 的 根 为 ze r=0,1 ,2 ii 得 
zx"” 一] て 


ーー 
ーー 1 = (2 の ) 


(5) 
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下 一 上 nl 
| ， ， mr 
カー [ (1 一 ee) 一 [er 一 Di sin て 
1 r=1 " 


za 1 *ー1 
キー ー 、、。 - .Ar ー .Tr 
=e2 "nol 1)" 1 sin 一 一 名 1 上 sin 一 。 (5) 
r= a r=1 ” 


代入 (4) 式 ,得 
(2m)"! 


だ ニー サーー. (7} 
取 平 方 根 , 代 入 ⑫) 式 , 即 得 (1) 式 . 
在 (1) 式 中 今 ぁ 三 2, 得 
2% Tere + | = wT, (8) 
这 又 可 写 为 
eile — = CI. (9 
3.7 国道 积分 
关上 谍 围 道 积 分 
了 一 [eed (1) 


这 个 围 道 积分 从 上 半 平 面 


ー CG + 下面 
把 和 近 正 实 轴 无 穷 逊 处 出 发 , 问 っ 
左 行 ,围绕 原点 正 南 一 周 , 到 下 
尘 平 面 , 再 向 右 行 到 下 半 平 面 - 


拨 近 正 实 轴 无 穷 远 处 (图 5). 

这 个 围 章 积分 适用 于 任意 > 值 .可 以 作为 对 于 Ts 在 任意 的 
= 值 下 定义 的 基础 . 先 设 = 的 值 限 制 在 Re(z})>0 的 范围 内 且 不 等 
整数 ,寻求 这 个 围 道 积分 了 与 T(z) 的 关系 . 

把 这 个 赎 道 变形 ,分 为 三 段 , 第 一 正在 上 半 平 面 从 :二 十 oo 沿 
实 轴 向 左 行 到 :==22>0 处 ,8 之 值 可 以 无 限 小 ;第 二 段 从 :=5 处 
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起 , 绕 点 点 作 一 半径 为 ?的 圆 , 介 上 下 壮 平 面 实 困 :一 4 处 ;第 二 段 在 
下 半 平 面 从 :一 6 处 沿 实 轴 向 右 行 到 1 二 十 吕 处 .把 这 三 段 积 分 写 
为 万 天: 天 ,为 了 使 客 信 国 数 二 ' 的 数值 确定 ,在 了 中 选 argt 一 0， 
于 基 在 五 和 天 中 argr 就 完全 确定 了 ,在 天 中 argt 一 2r. 这 一 段 积 
分 分 别 为 


2 
= が | a cas 18 sir He = dA, 


1 =e™| ee dz. 
既 已 该 Rete)>0, 中 当 5 一 0 时 ,了 x0 ,而 攻 十 了 一 了; 
I Ce DD | sd 一 (emm DP 
ゴロ 


一 2ierisin xe DCe), 


因 些 有 


TCz) = 1 三 et すう ld (2) 


(largK 一 り | < nm. 

这 关系 是 在 Re()>0 的 条 件 下 得 到 的 ,但 围 道 积 分 适用 于 任意 
的 x 和 值 , 故 按 解析 开拓 原理 ,Re(x) 守 0 这 条 忻 可 以 取消 . 

公式 (2) 不 适用 于 x 是 整数 的 情形 ,因为 当 z 是 正 整数 时 ,.(2》 
式 右 方 是 一 个 不 定式 , 丽 当 * 是 负 整 数 时 , 右 方 为 无 穷 大 . 但 利用 
3.5 节 (2) 式 ,得 

i ー ] Pet 

Dil 一 テ ) 2mij 。 
这 个 表达 式 适 用 于 任意 > 值 ,包括 等 干 整 数 . 

在 {3) 式 中 把 1 一 = 换 成 =, 得 


eK バー ドー 中 (larg 一 うけ | <x), (3) 
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1 卫生 ’ -上 
Fez) -- 直 |. e ty = は (largt 一 の | << x). て 4) 
再 把 1 换 成 一 :+ ,得 
1 1 Pie+1 - 
PT) 一 pi er dz Clargt| < mn. (5) 


其 中 的 围 道具 负 实 轴 无 穷 远 处 上 他 一 一 ce) 出 发 , 正 向 绕 原 点 - 周 . 
再 回 判 出发点， 

《4) 和 和 (5) 这 两 个 围 道 积分 对 于 任何 x 值 都 适用 ,可 以 作为 
T(z}) 的 普遍 表达 式 . 

又 , 像 得 到 3.1 节 中 的 (2) 式 那样 ,上 面 (2)~ (5) 各 式 中 的 图 
道 可 以 整个 地 线 党 点 转 一 第 度 a, 只 要 |a| 达 x/2, 转 道 积分 之 值 不 
变 , 例 如 由 (5) 式 得 


1 1 (+t 


Te) 2ri) us 
3.8 欧 勒 第 一 类 积分 .8 品数 
欧 勒 第 一 类 积分 Btp,q) 为 
gc み ,2) = | za — "dz, (1) 


这 个 积分 在 Retp) 记 0,Re(g) 站 0 时 成 立 . 作 変 換 + テ ューr,。 可 以下 
明 


et de (Clargi|l < 工 ). (86) 


Btp,g) = Bg, py). 《2) 
B(p,q) 可 以 用 本 函数 表达 如 下 
FC ぁ )T( 
Bth,q) 一 Fe (3) 
为 了 证 明 这 会 式 , 考 虑 


FT( ぁ )T(g) = endg| enerde 
HI La] 
令 ッ デ ー ィ ィ ッ ーッ パト 得 


TC ヵ )F(g) = 4| と dz e ydy 
0 9 
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=4| | ea ye id dy. 
对 u 
引进 平面 极 坐 标 : ふ ー ァ cos 8,y 二 7 sin 8, 得 
i , 
Pp) = | | Ccos の ダー(sin 2 -1d6. 


(4) 
在 第 .个 积分 中 令 下 二, 得 


上 dr 一 rd 一 了 Ce 十 9 ) ， (5) 
J 
在 第 二 个 积分 中 令 cos*8 一 zx, 得 


PB 1 
| (cos DP Csin の ) タ ダー の = 去 | Xr 一 ds 
3 n 


= お (あく 92. (6) 


将 (5) 和 (C6) 代入 (4) 式 ,得 Tp 了 tg) 一 了 Cp 十 9)B(p,9), 这 就 证 
明了 (3) 式 . 

由 (3) 式 ,根据 解析 开拓 原理 ,我 们 得 到 不 受 条 人 忻 Re(zp) 盖 0， 
Re(9} 汪 0 限制 的 函数 BC(p,9), 称 为 B 函数 . 

在 (6) 式 中 应 用 (3) 式 ,并 把 2p 和 2g 分 列 改 写 旋 ぁ +1 和 g 十 
1, 得 
re re) 


mj 2 | 2 
cos "(sin dE = : C72 
在 (<5) 式 中 把 24p 十 9) 一 1 改写 为 ぁ 、 得 
| er 《8) 
2 1 2 』 
这 式 的 一 个 特殊 情形 是 (p 二 03 
ーー ユエ Tj 11 一 LL. 172 
[.e dr = 2T| 2 | 本 . 9) 


在 1) 式 中 令 x==t/ (1 十 外 ;并 用 (3) ,得 
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[dt TC ぁ )T'Cg ) 
Cxg) = | 人 二 二 下 (六 十 的 


令 g 二 1 一 ;假设 0<ReCp)y<1, 并 用 3.5 节 (2) 式 ,得 


の て 1 4 T 
| エーT( の T ロ コー の ーー 11) 
这 结果 也 可 有 展 残 数 定理 求 积 分 而 得 到 ， 
现在 证 明 下 列 公式 
( ぁ 十 の! IT( ぁ 士 gg 士 1) 
疡 191 Te + Dr 填 1) 
1 10 十 1 
一 六 一 fr) dz, 《122 


i 
其 中 Retp 十 g 十 1)>0 以 保证 积分 在 上 一 一 cc 处 收 伍 ,又 上 1 在 转 
道 之 外 . 很 容易 证 明 ( 和 参看 3.7 节 ), 当 Rekp<o 时 ,(12) 式 右 方 
为 (在 负 实 轴 的 上 下 岸 分 别 令 z=xe" 和 := xe ") 
erm a 


一 | 十 zz} "dr 
LH 


1 


(10) 


_ sin pfT エ (一 p)T( ゅ 十 g 十 1) 
rT T(g 十 1) " 


最 后 一 步 用 了 (10) 式 . 再 用 (11) 式 ,把 其 中 的 pp 换 成 一 p, 妈 得 
012) ;根据 解析 开拓 原理 ,C12) 式 不 受 条 件 Ret ぁ ) <20 的 限制 


3.9 型 周围 六 积分 
现在 证 明王 列 结果 


1 Cl 人 せ ・ ュ 
可 


。 だ (ユー の 7 1dt 
et am 
PG の お T(e 十 の 
其 中 国道 如 图 6 所 示 ,P 点 在 0 与 1 之 间 , 在 PP 点 argt 一 argt1 一 
りー 国道 由 末 点 出 肉 , 先 正 向 鐵 1 一 图 ,次 正 向 绕 :==0 一 圈 ， 
第 三 反 向 绕 1 二 1 一 圈 ,最 后 反 向 绕 : 一 0 一 圈 后 回 到 已 点 . 这 样 的 
围 道 称 为 珀 哈 末 LPochhammer} 围 道 . 


{1) 
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图 6 


若 Re(a) >0,Re( 有 站 守 0, 则 围绕 0 和] 点 的 积分 值 随 辕 的 半 
径 赵 于 零 . 因 此 (1) 式 左 方 积分 化 为 几 次 从 0 到 1 的 直线 积分 


1 1 i I a fal 1 
| ーー の "de—e |: (1 — A dz 


1 
十 ee 一 上 81dt 一 | だ] 一 の dd 
入 a 
(1 一 etm fl 一 em 
《2 7 
etamsin ox sin gr T(g)T( ば ) 
mn: Te 8) 


{一 上 各) 区 


yf ei ーー 9—1 
| (1 "dt 


忆 
Gd DT + BY 


于 是 (1) 式 得 到 证 明 . 由 于 {1) 式 两 方 都 是 a 和 有 的 解析 国 数 , 所 设 
宅 不 愛人 条件 Reta)>0,Re( め >0 的 限 制 . 


3.10 ” 狱 里 希 黑 (Dirichlet) 积 分 


狄 里 希 累 积分 是 
i 一 fa 十 すら 十 ユエ 」 十 DE EE et ddt edt, , (1 ) 


其 中 积分 限 为 上 zolr 一 12， うい 抱い 是 连续 函数 ,为 了 


保证 积分 在 二 0 处 收复 ,必须 ReCa:)0. 
先 汁 算 t sts 两 恒 积 分 , 今 メー。 十 呈 十 … 十 計 )rs 十 tz; 得 


ー1 


人 一】 


1ー ュ 上 一 站 一 上 上 的 
da aa 十 二 DG 人 
也 
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1 


ュー 1ー* a 
一 [ de| dr f(r 十 A {rs 一 tz} ! お 
交换 积分 次 序 ,然后 令 忆 一 二, 得 
ー* 5 ロー1]1 gw 一 
[ | di f(r 十 4)(rz 一 £2) が 
o 


一 上 


ait 一 1 


1- 4 
ー | draf (rs + Dt 


Tia a) ビッ 本 オー! 
一 Ta + ey 二 | drof {r,s 十 4 . 


这 样 就 减少 了 一 重 积分 , 厕 积分 的 形式 不 变 , 再 把 这 个 方法 用 到 rz 
和 3 又 可 减少 -一重 ,而 积分 前 面 的 因子 为 


ta, Ca, Tila 十 asfas) Pca Ta,) ta 
Te +a) Tl + a ha) ™ Tea + a + oo) 


照 此 做 下 去 ,最 后 得 公式 
ES Ppt): TI ddd 


Toa)T (gm Tta,) 
Ta 十 十 十 如 


左 方 的 积分 限 为 ti. 宇 0 と デー1.2。 コカ) 。 こき | Re( な うー0. 
= 


1 ロー1 
ara 1)! eg 
1 


[ree td, (2) 
[0 


3.11 工 函 数 的 对 数 微 商 


今 
_ は De 
ゅ (を ) = 起]mT (2) = モエ で) 1) 
由 3.2 节 公 式 (1)? 取 对 数 微 商 , 得 
pz + 1) = $e) 十 二 (2) 
由 3.5 节 公式 (2) 取 对 数 微 商 ,得 
pil 一 を) = le 十 cot te. (3) 


上 由 3.2 节 公式 (3) 取 对 数 微 商 ,得 
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r—1 


ーー. _ 
We 十 の ニー の ジー キッ (4) 
(2) 是 它 的 特例 . 
由 3.4 节 (1) 求 得 
エエ "ll 1 ト 
ゅ Ce) 一 一 了 1 ーー|. (5) 
应 用 3.4 节 (2) ,并 把 上 式 右 方 的 级 数 取 到 = 一 庆 为 止 , 得 
__1 | _ ご 1 
ゅ > ニ ーー 十 Bmilna デー (6) 
まま 
の [ ende. 《7] 
对 户 求 积分 ,由 p= 二 1 到 ぁ ー タ 。 得 
Inm = | e- ー € dt (8) 
把 (7),(8}) 两 式 代 入 (5) 中 ,得 
， ーー mm dt Bi stmt ' 
piz) =lim (| (e ア デー ツジ テー | < Td 
ny ー」 ーー dt oo eC1 ーー em 
=lim{[ (e —e™) t 一 | 1 一 e™! dr 
当 mm 一 co 时 ,可 以 证 明 舍 "因子 的 棚 分 合 方 室 故 得 
mw Te に 
由 (gs >》 一 | ーー 寺下 (9) 
把 (5) 式 代入 (2) 式 右 方 ,得 
1 
we キジ や ニー7 キ ジテ ーッ (10) 
在 此 式 中 令 > 一 ,得 
ゅ (1) 一 一 了 (11) 
代入 (1) 式 ,注意 了 (1) 二 1, 得 
Pe) 一 和 EL) 一 一 了 (12) 


在 (9) 式 中 令 x 二 1 ,用 (11) 式 ,得 
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= 1 ー 1 
y= | | je ‘dt. 


ュー 


(13} 


在 这 个 积分 中 ,把 下 限 0 换 为 3, 在 第 一 项 的 积分 中 作 变 数 变 换 


e 一 2 再 令 1 一 一 :与 第 二 项 的 积分 台 并 后 让 5 一 0, 即 见 


式 与 3.4 节 (4) 式 相同 . 
将 (13) 式 与 ‘<9) 式 相 加 ,得 
ゅ Ge) 一 一 了 二 | ee 
駐在 (8) 式 中 今 m= 二 z, 并 与 (9) 式 相 减 ,得 
wo ニーms オ | (エーーーー ede 


ts) -nz 一 去 二 三 人 十 トー 1 ee “dr. 
ドコ 位 [= ュ 


2 
对 >z 求 积分 ,由 ==1 到 =, 得 


ln Fe) =| = 一 jz 一 = 上 1 


2 上 1 一 


ef1 1 1 ee 一 ge" 
+| 3 ~ pd £ dt, 
《17) 式 中 与 > 无 关 的 一 项 积分 可 计算 如 下 ; 令 
| 1 1 le" 
7ー ト は キュ ーー de 
在 (17) 式 中 令 2 一 方 ,用 3.5 节 (4) 式 ,得 
1 ーー 本 
了 一 了 一 六 ip 一 了 
其 中 
_ rji 1 1 ee 
ニー 人 ーー テー ュー マン 7 9 
把 (18) 式 中 的 1 撞 为 1/2, 得 


“11 2 1 上 
7ー ト | なす 2 ューe7 ナ 9 の 


(13} 


(14) 


《157 


16) 


《17》 


(18) 


{19) 


(20) 
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[3.12] 


队 中 减 去 (20), 得 


に -AD ーー 
了 一 上 一 | | le = ド di. 
} 


再 用 て 18), 得 


宇和 1 ] 1 _， ld 
ッ ー ド | ュ + エ | 1 


对 于 后 面 两 项 换 部 求 积分 ,得 


ーー ee 1] Fe eー『 ーー モー る 
ゾー に | dt 
i EE 


2 2 2 
最 后 一 步 用 了 8) 式 .把 结果 代入 (93 式 , 即 得 
_ 上 ュー 
= 2 mn (2r) 一 ]. 
代入 17), 得 


イレ ーー ユ 1 ー 1 
lnT'ts ) 一 (= 2 [jm z 一 之 十 sln {2m) 


ーー 
‘Relz) > 0). 
这 是 比 涅 (Binet) 第 一 公式 . 
还 有 比 涅 第 二 公式 


In T(z) 一 | = 二 jn > = 十 方 ln (2n) 


十 2 arc re ng,, 


见 3.18 节 (4) 式 ， 
3.12 渐 近 展开 式 
由 1.3 节 公式 (18) ,把 z 换 成 一 上 有 


(21) 


(22) 


(23) 
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COB,, 
a + nD 
fin 2 
+ 一 一 让 PCz)e-=dz， (1) 


代入 上 节 (22) 式 的 积分 中 ,级 数 >， 这 一 项 的 贡献 为 


OB CB, C2 — の 1 
や | dr = 


《2r71 一 《27)1 zl 1 


r=1 


积分 项 的 贡献 计算 如 下 ; 用 1.3 革 (15) 式 , 有 
4 e “一 1 


[ Putritrz)e “dz|< ke “dx = (Gr 一 * 


故 其 贡献 为 O(|z|”*). 这 结果 对 于 任意 = 均 成立 , 故 得 PCz) 的 新 
近 展 开 式 


ln T(z) = 


テー1 


+ ー 1 
を jn = = 十 六 《2m) 


(—) 7'B, テー タタ +1 ーー1 
+ 1 十 OCz -2 1)， (2》 


又 用 Ttz 十 1) 一 zT(z)= 二 zx1, 得 
ln «! =|: 十 二 jm ォ ーz 十 ラテ て の エッ 


ト や 《一 人 了 zl Os “7 (3) 
< 2r(2r 一 1) 
或 
ln zl ~-sfinz 一 1) 十 zln (2xz) 十 1 
1 1 1 
360z* 十 1260z* 1680z" + ‘49 
取 指 数 函 数 , 得 
es を uel 1 
<! egme) 十 1 28gz: 
139 571 | 
51 840z" 2 488 320z: 十 “ (5) 
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这 些 渐 近 展开 式 是 在 Re{z)>0 的 条 件 干 得 到 的 ,因为 这 是 
上 节 (222) 式 中 的 积分 政 银 的 条 件 , 这 个 条 件 相 当 于 largz | ご rx/2. 
在 3.13 节 和 3. 21 节 中 将 放宽 这 个 限制 . 公式 (3),(4) 或 者 (5) 称 
为 斯 特 令 (Stirling) 公 式 . 

由 (2) 式 取 微 商 , 得 

gtz) = InzC— と 一 3 ーッ Or ny. (6) 
这 个 结果 也 林 从 本 节 (1) 式 代入 上 节 (46) 式 直接 求 得 . 
3.13 渐 近 展开 式 的 另 一 导出 法 


在 1.3 节 c6) 式 欧 惑 展开 公式 中 令 下 (C7) 一 ln (zx 十 1), 取 4= 
0 二 1,m 一 #8 一 1; 余 项 用 该 节 (10) 式 ,得 


mi 二 mn2 二 十 Inn 一 |mzrdr 十 去 na 二 az. 
1 2 J1 并 
或 
ma = [n+ 二 jlnn Cn D+ dq {1) 
2 1 于 
今 
I, = iz). (2) 
1 PF 
由 (1) 式 得 
lm (2 の 7 =Zrnilng +2ln nl 
r=1 
= (2a ln{2n)— 2n— ln2 二 2 二 21,， 
又 有 
In + DI = [2n + 3 lnczr + 1) — 2a Toi. 
相 碱 得 


ni Ta ーー Cn + Dlnl1 — 


ー 1 __ 
gm 十 zn 十 1 
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ー In(2n +D—in2 + 2 + 2 — Tm. 
用 2g 乗 , 得 


(TL テテ 7 二}= 2c2n + Dlnfi 


一 21m 2 十 4 十 4 了 一 2 チュ ・ 
令 mo 并 用 3.5 节 (5) 瓦 利 乘积 公式 ,得 


In ニー2ー2m2 十 27 た 。 


IP 
zn 二 1 


故 


I = ln (2r) — 1. (3) 


代入 (1) 式 ,注意 な ーー| P, Ge) テーd>。 得 


ln nl = [n+ す )jm ヵ r+ 二 In (ee) [| z. (4) 
用 换 部 积分 法 及 1.3 节 公 式 (11) 和 2), 并 注意 Pi(z) 是 周期 为 1 
的 育 数 .在 (0,1) 之 间 Pitz) 等 于 伯 努 利多 项 式 , 得 

1 : <) 
= 十 二 jinm 一 a 十 这 GO ジテ ンー Te 


Inn! = 


ー 2 っ da. (5) 


这 与 3.12 节 (3) 式 相同 ,只 是 现在 4 是正 整数 . 
要 想 求 得 普 沉 的 渐 近 展开 式 , 在 1. 3 节 C6) 欧 勒 展开 式 中 今 
CT) 一 In C7 十 z),z 关 仙 实 数 , 并 如 前 取 4 二 0, 有 =1, 但 mm 二 n, 得 
lnz 十 lnCtz 二 1) 十 十 lIncz 十 nn} 
= (zn)lntz nn リーs ェ ーs を Ins 


キテ [me 十 め + ims] + | 2 PD ーーd dz. (6) 
从 (4) 式 减 去 (6) 式 ,得 
nt っ イー ユエ 
Dt ~ lz 2 jms= 


1i0 特殊 一 数 概 论 [3.14] 


一 [< 十 十 二 In 和 二 寺 二 In (2o) 
ーー -人 Eg. 


令 mco, 用 3.3 节 (3) 式 ,得 


lnis) = E 一 二 jn 之 一 之 十 In 《2m) -| Per 


1 让 十 立 dz. 
(C7) 
用 换 部 积分 法 ， 


IaTe) =| = Ln を 十 sln (2r) 


《一 六 BR p+ ” Palr) 、 
トク テー (2 tr Hd 


(8) 
其 中 zz 不 等 于 负 实 数 , 即 |arg zx1<r, 这 结果 与 3.12 节 (C2) 式 相同 


C8) 式 中 的 积分 为 Otz *)), 但 arg zx 的 范围 较 大 ,因此 比 以 前 更 
普遍 一 些 . 


3.14 里 墨 (Riemann)C 画数 
里 晶 て 画数 的 定 受 基 
sw = や 二 (1) 


这 个 定义 在 Re(s) = テ g ジ 1 时 有 效 ， 因为 这 文 是 级 数 收 剑 的 条 件 .通常 
把 < 表达 为 :一 c 十 zz 和 :都 是 实数 . 
推广 的 过 函数 的 定 祥 是 


て (sg) 一 


や 1 
tay 
将 假设 a 为 实数 ,满足 0<e 扫 1, 并 取 argfka 十 za) 一 0. 显然 :50s) 一 
ts。1 ). 


(2) 
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ーー 
ュー1 


由 (z 十 g) Te)=| re “te dx, 得 


D 


3 き ー ト | FI 
Ft) =— | Le dx, (3) 


mp 1 一 を @『 
求 和 与 积分 次 序 的 效 搞 可 证 明 是 合法 的 . 这 个 结果 在 4 是 复数 时 
也 成 立 , 只 要 Re(a) 汪 0, 同 时 Re(s) 汪 1, 这 分 别 旺 积分 在 下 限 及 
上 限 下 散 前 条件. 

用 3.7 节 的 方法 可 以 证 明 

‘G0 = (4) 

其 中 |arg (一 z) 1 之 x, 围 道内 不 含 被 积 函 数 的 奇 点 = 一 2rmi (ln 一 
土 1, 士 2,…). 《4) 式 中 的 积分 是 一 个 对 -一 切 s 值 解析 的 单 值 函 数 ， 
因此 在 (4) 式 中 可 以 取消 Retr) 一 ol 的 限制 .又 ,这 结果 在 a 为 
复数 时 也 成 立 , 只 要 Reta)>0. 

由 (4) 式 看 出 ,5Cs,a) 的 奇 点 只 能 是 I(1 一 s) 的 奇 点 ,这 就 是 
;一 ];2,… ,而 且 这 些 点 痢 是 一 阶 极点 .但 是 我 们 已 知 %(s,a) 在 
Rets)>1 时 没有 奇 点 ,因此 %r,a} 的 惟一 奇 点 是 :一 ] 处 的 一 阶 
极点 . 当 一] 时 ,64)? 式 中 的 积分 为 


1 [0 十 1 EE 
de, 


2m 1 一 e 
这 等 于 被 积 函 数 在 * 一 0 处 的 残 数 ,等 于 1, 故 得 
. CCyzg う 
im rH 1 “3 


念 T(] 一 。) 在 ェ ーー ュ 1 处 的 残 数 为 一 1, 放 Yts,a) 在 s 二 1 处 的 残 
数 为 1. 


3.15 《函数 的 函数 方程 
胡 维 兹 (Hurwitz}) 证 明 下 列 公式 


也 当 s=2,3w…* 时 (4) 起 右 方 基 一 :个 不 定式 (oo ・0). 
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2T(] 一 3》 sr マー 
て (sag) = sin かう ー1cos (2nna) 
+ cos FD tsinc2nra) ] (1) 


这 个 式 子 右 方 的 级 数 在 Re(s} 过 0 的 条 人 忻 下 收敛 . 

为 了 证 明 这 个 结果 ,考虑 -一 积分 围 道 C 为 一 以 原点 为 中 心 的 
图, 半径 为 (2 十 1)ry 为 正 整数 . 在 C 与 上 节 (4) 式 的 积分 围 道 
之 间 , 被 积 聘 数 ( 一 z) -le-“( 一 e) ! 除 一 阶 极点 二 2nritn 一 1， 
2,…, NM) 外 是 单 值 解析 的 , 故 有 


1 《一 を )『ー Ia 一生 1 +t (一 le 
ーー 二 を 一 - TT 
2rm1jo 1 一 站 Pllcarrue 1 一 已 ” 


dz 


リロ 
一 2) CR, + R'), 
ョ =1 
其 中 RR 和 RR' 分 别 为 zz 二 2nri 和 < ニー2ami 处 的 残 数 ,在 一 < 一 
2nrets2 处 的 残 煞 为 (2mmetz2 le+ami 故 
R -+ R= (2nn)’ -12sin| 下 > 十 nta 
今 既 役 ーー Re. 半 可 貞一 N 无 关 的 正 数 KK， 
使 在 C 上 |e “(コーe- う | だ . 隆 量 得 


1 { 一 et 
2m1 で 1 ーー 让 * dz | 


< 去 | IEC2M Dr et [da < KN 十 1) er ， 


其 中 xz 一 Rets). 当 ao<c0 时 , 右 方 在 N->co 时 赵 于 震 . 这 样 就 得 到 
了 要 证 明 的 人 1) 式 ， 
在 (1) 式 中 今 ag= ニ 1, 井 物 』 政 1 一 s, 得 


て (] 一 s) = Im) IT(s)cos OF {2) 


这 是 函数 的 函数 方程 , 这 个 式 子 的 两 方 都 是 除了 孤 并 的 极点 从 
的 解 术 函数 ,不 受 <0 或 者 是 ">1 的 限制 . 这 个 公式 指出 ;= 


[3.16] 第 三 章 ” 务 蕊 函数 


一 2m (Cm 一 ] ,2,-…) 是 Xs) 的 零点 . 
用 3.5 节 公式 (2) 得 


又 由 3. 6 节 公式 (8) 有 
PCs) 一 | sn :二 
代入 (2) 式 ,得 
x 三 | ts) 一 | 1—s 


从 这 个 公式 更 容易 看 出 ;一 一 2m(m 一 1,2,…) 是 (5) 的 零点 . 


3. 16 ;为 整数 时 《(s ,a) 之 值 


1 
」 (1 一 了) 
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(3) 


若 s 为 负 整 数 一 n, 则 3. 14 节 中 积分 54) 的 被 积 函 数 ( 一 =) 一 ! 
“e “(tl 一 e “) :为 单 值 函 数 , 故 积分 等 于 原点 的 残 数 . 这 个 残 数 


可 以 利用 下 列 级 数 求 出 (1.1 节 (1) 式 ) 


st ーー 

er 2 J pa), 
其 中 和 ta) 是 伯 努 利多 项 式 .由 此 得 

て (一 Ana) 一 一 rr(g》 


nn 二 1 
今 a 二 ], 得 
ーー Wh【1) 
て (一 rn) = 。 す ]・ 
因 此 , 用 1.1 甘 (14) 和 (4) , 得 
c0) = 一 起， 一 2m) = 0。 
a mm) = m1). 


Zm 


应 用 3.15 項 公 式 (2), 得 


(C1) 


{2) 
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tl2m) 一 2 (3) 
会 趟 (1) 对 于 实 部 大 于 零 的 复数 a 也 成 立 ( 见 3. 14 节 ). 
3.17 厄 密 (Hermite} 公 式 
仙人 MM 和 ヵ 是正 整数 ): 
の = (mo + in} + | rtz3dz 


™ ty 了 一 有 一 1 一 玖 下 一 1 十 缴 凡 一 td 


ee 一 1 


(11 
其 中 要 s) 是 訪 計 Rets ys 中 的 有 界 解 析 阔 数 ， 


十 工 トキ Ei 


に = 平面 二 十 1 
图 了 


证 取 积 分 围 道 C 如 图 7;7Y 和 7 分 别 是 以 = 一 让 和 = 一 上 十 1 
为 珊 心 的 图 听 ,半径 为 p. 于 是 有 
te - | + [TT ヶ dr + | 


所 一 2 对 ー 1 et 


+ 2e& 二 1 圭 iydy rt es + Lijdz 
1 ey 1 ，_ eramfa ] 


1 ds 0 


当 pr0 时 
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ーー ted AD gg ユ 。 
| =- 四 e | 2 。 9 = 4 1 
同样 
了 站 Li 1 
[ ーー 2 十 1 十 pe ) pe'id の > lO 1). 
3 mi? Raw 一 1 4 


令 了 一 co 得 
ま ォ トー 本 

i ー を 十 1)) + | ーー 

。 贅 を 十 キュ ッッ ー 疲 を 十 jy) 


| p er ーー 1 


其 中 etp) 随 w。 趋 于 0. 把 围 道 C 中 的 i 换 为 一 ,重复 用 上 面 的 证 明 
方法 ,得 


E+ ロー 
ee + "er 
一 


ーー 
回 を 士 1 ーー RE ND 」z(o) = 0, (3) 


2 ™ 1 
其 中 Xp) 随 > 趋 于 0. 将 (2) 式 和 .3) 式 相 加 ， 在 结果 中 令 o>0, 得 
(WC の + glk +} -全 gw)dz 


十 让 窓 を 填 1 キュ ジー 二 iy 一 1 


ey 1 


dy 二 Etp) = 0, (2) 


= D0, (4 
将 此 式 对 天 求 和 ,由 带 到 ~-1, 即 得 普 拉 纳 公式 (1)， 
在 ( お 式 中 念 gz) ニ e- 字 、 然 片 信 ょ = テ 0、 得 


ラテ 十 e-“) -~ | edz 


十 中 em 1 dy 一 人， 
由 此 得 
sin ay le" 二 1 1 1 1 1 
?| ety [dy 2 es — 1 a ee 一 1 。 すう ・ (5) 


用 sin gy 的 震级 数 表 示 ;{5) 式 正方 可 展 为 
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て ーー ) ア ーー1 32f dy id 
(2 ぁ 一 DTI 寺 つ * 


右 方 则 可 用 1.1 节 (3) 式 展 为 


ーー あー1 ー 
Xt ) Ey B,, 


3 


故 得 


2p—1 
B。 = 4 寺 (⑥) 


B。 是 伯 努 利 数 ， 
在 (1) 式 中 令 中 一 002cc, 设 nm) 一 0, gtn 二 iy)—0, 得 


て 一 工 "iy) — HO— iy) 
の ニテ) + | Daz + i dy 


{7) 
今 plz) 二 [z 十 4) ,并 设 |arg (xz 十 a) < 有 
pv)— 所 一 让 ?一 fa iv (eo iy) = (re の ーー Cre ty 


—r (e ツー e9) ニー 2ir ‘sin (GO. 
代入 (7) ,得 
一 二 好 
ke の ニー ティ ニオ 引 ca ) Ta 2)。 (8) 


其 中 @ 王 arc tan (y/g). 这 是 厄 密 公 式 . 这 个 公式 蛙 的 积分 是 对 十 
任意 s 的 解析 函 针 因为 可 以 还 明 对 于 任何 正 数 'RA0, 积 分 在 | 
扫 只 中 是 一 致 收敛 的 . 


3. 18 与 倪 马 函数 的 联系 
现在 来 利用 上 节 的 厄 密 公式 求 出 Cs,4) 和 如 5Gs,4) 当 s 一 0 


时 的 值 , 并 求 出 函数 与 匣 马 肾 数 的 联系 . 
在 上 攻 (8) 式 中 人 金 : テ 0, 得 


kco,o5 ニ ユー。. (1) 
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这 个 结果 已 在 前 面 得 到 过 | 见 3.16 节 (1) 式 :根据 1.1 节 (10) 式 ， 


其 中 ム ( の ーー ラテ | . 
MM 得 ( 因 8 一 arc tan(y/a)) 
_ 1 1 ”2sin 2 の dy 
(2g) ーーー ジオ 一 っ 。 の y cs ニュ 
了 1 一 4ar dy _ 
Za a a ee 一 1 


右 方 是 在 区 域 Reka)>0 中 解析 的 函数 , 国 为 其 中 的 积分 在 这 区 
域内 的 任意 一 二 区 域 中 是 一 致 收 族 的 . 
由 3. 11 MGM 得 


の (>) = > こ ー ュー (の) 
4 yd 
re か (2) 


1 Cy’ 十 *)2Ce 一 1)” 
其 中 Re Cz) 半 0. 对 zz 求 积 分 一 次 ,得 


1 や 2vdy 
二 个 一 一 = ーー , 
te) Zz tinz oe 一 1) 


其 中 忆 是 积分 常数 , 要 想 求 C, 可 注意 当 x 是 实数 时 ,这 式 中 的 积 
分 值 为 Ox ) ,因为 


” 2ydy に | ーー 2ydy 
| 二 | 下 [Ce 一 1 六 


又 由 3.11 节 人 16) 式 可 证 明 当 |=| 一 ce 时 

“jl 1 1 _ _ 
上 二 十 过 一 ーー "| =Oce う 
《参看 3.12 节 (2) 式 的 证 明 中 美 二 类似 积分 的 估计 ), 因此 , 令 = 一 


ゆ ( を ) = 
再 求 积 分 一 次 ,得 


1 
内 十 站 In > 


エエ 2ydy 
2 を Ce 一 1] 


(3) 
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ey ーー 


ュ arc tan(y/ と ) 
ImnT(z) ニ Cglns 一 gg 一 王 nz 十 下 arc tant 人 dy， 


其 中 局 是 积分 常数 , 按照 前 面 的 铺 果 , 比 式 中 的 积分 , 当 を 为 实数 
一 co 时 ,其 值 为 如 人 * 1). 及 由 3.1] 节 (22) 式 有 


le ro ーー すす ms キュ ー mn 
“jl 1 1 | デ | - 1 
ー は トコ ーー | dii = O29, 


故 C 一 广 In(2x), 而 有 


ln TC =[=ー 


Im 一 = 


1 」 2 aTC tam(y/ を ) 」 
十 本 Ia (2r) +2| Tm dy, (4) 


其 中 Re(z) 0,arc tanz 一 | 由 /CI 十 6 ,积分 路 线 为 0 到 zz 的 直 


线 . 公 式 人 4) 称 为 比 胆 第 二 公式 (3. 11 著 (23) ). 
在 上 节 (8) 式 中 令 一 1, 得 


| lm 
limi ts,a) ーー ニー リー5m ーー デオ 支 


” 2ydy 
0 Ca" 十 ye 一 1 


用 公式 (3), 得 


. _ 1 ーー ke) - 
im ita) — 二 = 一 wo = 一 区 全 ⑬) 
対 上 革 (8) 式 求 微 商 
gd a a a 
See 一 一 2 ln a 一 rm g GG 10 1* 


a 円 2 は 
十 ?| (9 cos 2 一 工 lnkaz + *)sin te ty 十 どう dy. 
4 2 ) em 一 1 


(6) 
今 s 一 D, 得 
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[Eco = [a -ijna—at2l May. 
5 ー ュ 
用 公式 {4) ,得 
(8 2 
Seo = ln Ta) 一 Int2r). (7) 
在 (5? 式 中 令 se=1, 用 3.11 节 (11) ,得 
ーー トキ 1 ー 
lim to ーー イーーW1 ニテ 8) 
在 (⑦) 式 中 念 < 一 1 得 
CO) = ・ 坊 InC2x). (9) 


3.19 《函数 的 欧 勒 乘 积 


设 go 一 Re(s) 半 1, 邻 记 表 未 质数 ,p 一 2,3,5.*. 由 Ks) 的 角 数 
求 得 


cG)(1 2 一 1 十 了 十 训 十 方士， (1) 
在 右 方 銀 数 >) ヵ 中 ヵ 等 干 2 的 代数 项 不 出 现 同样 ,得 
IG 一 200 一 83) 二 1 十 击 十 二 十 …， 
5 了 
在 右 方 的 级 数 中 = 等 于 2 和 3 的 倍数 项 不 出 现 . 照 此 作 下 去 ,得 
ce ロー 2 つつ 1 一 3 つの ー ぁ リー テニ ュ オ 2 ター (2) 


在 右 方 级 数 中 从 太 于 的 质数 开始 ,而 有 所有 2.3.…*p 的 倍数 项 
部 不 出 现 . 令 po0, 由 于 o>1, 得 欧 勒 乘积 为 


. 11 1 
IT 区 C3) 

个 式 子 的 左 方 在 o 二 Re(s) 六 1 时 收 敦 ( 合 看 1.6 节 定 理 4), 基 
ROO o> AE 点 . 在 3.15 节 中 证 明了 一 一 2 人 (mm 一 1， 


是 (的 零点 , 间 时 应 用 现在 的 结果 到 3. 15 节 (2) 式 ,得 知 
> a<0 时 . 除 * 一 一 2m 外 无 其 他 零点 ,所 以 其 他 可 能 的 零点 只 
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处 于 0<<o<1 区 间 内 - 里 曼 曾 提出 假设 ,在 此 区 间 内 的 零点 全 位 于 
o= 放 线 上 ,但 没有 得 到 证 明 . 


3. 20 《他 数 的 里 时 积分 


从 工 函 数 的 定义 很 容易 看 出 
a r= 站 dz Q) 
引进 销 数 (Cx): 
Cr) = De- (2) 
用 (1) ,得 ー 
co rE) = | ari dz. (3) 
在 起 塔 函数 章 中 将 证 明 ( 见 9. 9 节 (6) 式 ) 
1+2m(7) = nll +2 2| +t}. (4) 


把 (3) 式 中 的 积分 分 为 两 段 ,一 段 为 (0,1) ,一段 为 (1,o20), 在 第 一 
段 中 用 (4) 式 ,得 


1 于 
or -hd tHe 
十 | Tr)ri-idz 
1 
トー +| Po の ef dt 
了 3 一 1 
+ | Dr dr 
1 
四 1 ™ sf2 上 上 一 元 dr 
ーー やす | な 十 2) (xr) 一 


ss 一 Dt rl >| 
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~ si 二 < 一 dz 
= ュ イ se 一 や | ra (5) 
1 
念 it = be DiT( 。 用 (3③) 式 。 
得 
11 1 1 nl ,| 
tt) 一 一 i| 4 + 2 + i 4 Tr| 1 十 2 」 
1 11f [二 
ー テ 一 | 十 4 | ェ 4 の (zeosl ln zjdr (5) 


将 cos v 的 展开 式 cos vo 一 (一 J (22)1 代入 (6) 式 积分 中 , 求 


积分 ,得 


2 C7 
Hi 
ba (一 が ~ 
4” nn) {2n (2 一 10)6,_) 4 (n> 1), 
一 1 | sa で 
b, =| | > In z| x Coadr. 


3.21 ”司马 函数 的 浙 近 展开 的 久 一 导出 法 
由 3.4 节 (1) 式 得 


e “TPC(g) _i sl 月 EA 
Rt lta) | 
取 对 数 主 短 ,并 展开 为 级 数 ,得 
e Ta) _ 
jp ts a) 2 m a” 


m=! 
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m 


二 《1 を チコ ] 
+ [5 更 (a 十 3 n(n 十 a)= 


1 


or 


Fa RE | 一 二 
= 三 2) oa | 2 ーー* Cima). 
用 3.11 节 公 式 (5), 得 
ー ュ 
ja ーー = zg(e) 一 > 《一 1 Cm,a). (1 う 
考虑 下 列 积分 


1 
271)e 5 Sin Ts 


积分 国道 为 直线 a==3/2 如 上 在 这 直线 之 右 的 半圆 , 岡 心 妨 = 
3/2, 半 径 为 N. 这 个 积分 等 于 在 围 道 C 内 各 极点 的 残 数 之 和 , 极 
点 海 5 二 驶 二 2,3,… ,所 以 残 数 之 和 就 是 (1) 式 右 方 的 级 数 . 在 半圆 
上 tts4a) 一 上 O01) ,因为 代表 CCs,a) 的 级 数 在 其 上 是 收敛 的 . 又 | 时 | 
二 |zj'e (一 g 十 认 ) , 喜 被 邊 函数 是 OlzlPe- 宣 王 村 全国 此 。 
当 |z|<1 ,而 且 |arg zx 之 x 时, 溢 半 国 的 积分 值 随 一 ce 而 趋 于 
零 , 而 只 剩 下 请 直线 a 一 372 的 积分 : 


in 2 ー ze(e) + 去 [一 eT )T( 一 KG,g)ds、(2) 


右 方 积分 对 于 一 切 = 值 是 解析 的 只 要 |arg xz|<r, 因 此 这 式 不 受 
条件 |z |<<1 的 限制 . 

末 以 证 明 ! 详 见 Whittaker and Watson 《19277，p，277)4 当 
Roo 时 


fm. i ーー 
TOT syt(s,a う ds CCs、a)ds。 


却 十 中 
| 一 二 +4 由 5 SIN Ts Cssayds = 0 Cn 为 正 整数 )， 


故 (2) 式 可 化 为 
le 
in Et を 士 @) FC(g 十 g) | イー 


= gpa) ~— 一 


Tte) 2mi Ks,g)ds 十 > R., 


mm 一 一 1 


13 Sin Ts 


(3) 
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其 中 RR, 妨 画 数 一 er/(s sin ms) 在 s ニ = ニーm 处 的 残 数 . 当 |z| 太 时 ， 
可 以 证 明 (3) 式 中 的 积分 为 の Cl "まう て 見 Whittaker and 
Watson (1927)。p. 277). 因 玫 

In et gpa) + NR 二 Od TH) (の 


Fo) a 

当 mw 之 0 时 , 残 数 为 
ーー < 一 本 ーー {— 」 ta) 
R, = zt m,a) = mm + DD 」 


rr 


最 后 一 步 用 了 3.16 节 (1) 式 ,其 中 中 ka 是 伯 努 利多 项 式 (1.1 


节 ). 
要求 Ro, 把 (3} 式 中 的 被 积 函 数 在 ;一 0 处 展开 为 


2 2 
二 | 1+4 で | slns + ee) 


1 
1 


Xx {CCO,g) 十 st (CO。g) 十 *" ョ ュ 
用 3.18 节 (1), (077 两 式 , 即 得 
下 0 デーK(O.z)In ァ ー で (CO,g) 


=|。 一 二 ja ァ ー In T(g) 十 っ lp (2r), 
类 似 地 ,要求 RR-_, ,可 以 把 被 积 隙 数 在 s 二 1] 处 展开 (利用 3. 18 
节 (5) 式 )(y 二 有 一 1) 
| my .| 
q ロ ーッ キ デキ の エロ オキ | 


Gi 十 ylns 十 二 一 wtg) 十 | 。 


R_ =z{lnz— gta) —]}. 
把 这 些 结果 代入 (4?, 最 后 得 


Inf'(z + a) =|z+a > lln = 之 十 Lin(2n) 


g(a) 。」 ュ 
to nt De tO" う , (5 
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其 中 |arg zl<r (5) 式 的 最 后 一 项 Otz "是 根据 前 项 的 递减 律 
而 写 出 的 , 比 (4) 式 末 项 的 估计 更 精确 些 . 


3.22 【 此 数 的 辻 算 


在 9 草 1.3 节 (6) 式 中 , 今 一 oo 中 二 1,F(r) 一 xz, 并 用 10 
页 (9) 式 的 RR,, 得 
1 1 1 


rissa 1) デーー 7 


(—} Bi(s) i 
+ (2&) gi ダー 


Pa)d 
0 a 
取 a 一 区 ( 正 整数 ), 则 因 
二 1 
tm 十 1) 一 之 miy 
_- や ユー _ や エ 
一 と っ が 一 て (Cs) 2 rr? 
故 有 
_ 1 
tts) そ ィ rs + Cs tm 
1 こ (一 BA うー 
一 2 2 (Zk } Lm’! 
デー PC 中 
一 《8)an 。 で (2) 
这 个 会 式 可 用 来 计算 《 范 数 的 值 . 


度 用 到 <= テ 3 前 情 形 , 取 ヵ ー4, 誠 ー5, 求 得 て (3)= 
1.202 056 90, 这 准 到 第 八 位 小 数 . 
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第 三 章 习 题 
1. 证 明 在 2 (g。ー ム 。) 三 0 的 条件 下 


[= -| TO 一 ちら) 
(一) う …( ァ カー あう )」 


吐 一 1 吉 


Ca + の ! I G 土 5G 十 の 
ag 11 sts at “ 


3. 证 明 , 若 wーe™ パ ニーcos(2r/n) 十 i sin(2zr/ ぁ ) 为 大 于 1 的 
正和 整数 , 有 


r— 1 
BE ーー I Tc ez の) 
4. 证 明 
[3 
T 一 だ ーー ーー と i 
(を ) | 1 十 上 2 十 … 十 【一 ) FT dr, 


大 中 ぇ 是正 整数 一 *ーRe(s う テー ぇ ー1. 

5， 设 Re(s)>>0a>0, 积 分 路 线 为 四 分 之 一 圆周 ,页 的 中 心 
为 一 a, 其 端点 为 和 一 sa 十 i(p 十 a) ,或 者 是 和 一 a 一 [Co 二 ea) 证 
アー 時 (つの ーー 由 此 扩 得 


lim 一 1) edt = lim パー の "dt, 


ee ーーg 十 1p 
税 分 路 径 で 是 沿 正 实 禹 上 的 灌 正 实 轴 开行 到 0~ 后 逆 時 針 錠 の 
点 一 辐 再 治 正 实 轴 在 行 到 pe 后 (可 参见 3.7 节 图 5). 然后 令 一 
一 一 izx ;得 


1 ーー 1 ~ mg 十 g ェ = 
Fa) 一 了 Ca + lt) du. 
8 证明 比 涅 公式 (3.11 节 (22) 式 ) 的 只 一 形式 (Regey 0 


InF'Ce) -| を 


| 1 
2 lnz 一 之 十 sin{27) 


186 特殊 函数 概论 


站 上 t ex 一 外 
?. 证 明 
"| 1 1 ee ー 1 
| | 2 > ーー -| - dr = 1 2 in (ZT). 
8. 证 明 
ドド 】 1 -二 
一 | 4 十 t 上 | 1 
9. 由 
Pow 1 et et 
InT(s) = | に ー1ー ニ ーーーー) こ ーーdz (Re(z) > 0) 
JJ 1 一 を ば 
及 TCIT(1 一 2) 二 x/sin rzf3.5 节 (2)) ,证 明 在 0 で Re(g う で 1 的 
条 件 下 
?nT tz) 一 lnr 一 ln sin(re) 
"fshl1/2 — を lt dt 
十 | shit/2) (1 2 を )e まこ 


10. 将 sh' ユー ェ |。 和 1 一 8z 在 0 ご ェ ヶ ご 1 间 展 开 为 傅 里 叶 正 
弦 级 数 , 由 上 上 题 推导 得 库 术 (Kummer) 公 式 ;: 
InT(r) = 了 ln x 一 zln sin(rz) 十 2 279rsm 2rz7r， 
其 中 


dt 
ば 


本 之 关于 et 1 _ 
ーー | (a 十 4Arn Ts 2nT ーー っ arLY 十 ln(2zr) | 
(最 后 一 步 用 习题 8. ) 

11. 由 上 题 推 导 得 


ユエ il 
lInF x) = 2 ln (2r) 十 2 | 去 coscznrz) 


十 了 十 IngK2nr) 
nx 


sin (2nnr) }. 


在 证 明 Im sin nz 二 一 ln 2 一 3 二 cos (2nxz) 的 过 程 中 需要 证 明 


n=1 
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1 2 1 
| In sin | ln sin rzdz 一 ?| ln eos rr d ェ ーー]n 2。 
0 p 0 


rl 


1 H ーー 
| Sin Zr COT TE dz 一 | SLC 一 1 7 
MI 


ロ SIn Xz 
=[ sin(2n 寺 re, | 
) SIN TT ・ “ 


12， 在 100 一 rr2<a<mrz 的 条 件 下 ,证明 


dz 


COS . _ COs 
| plete (Ch sin edi = A DG) gr. 
3 sin sin 


13. 若 ぁ 0, 正明 


本 ー . Tn 1 
sm brdr = テー ーー (02)， 
‘ Tiz)sin 一 
2 
aa ー Tt 雄一 
| TT COs prdzr 一 元 (O < で で 1). 
" Tcs)cos = 
2 
]4. 证 明 
p( あ 9 お p+ 1 lil + 1.9 
和 1 n kJ n k』 


Bnp,ng) = n° 
15. 证 明 


1 1 
ep ー Ty 一 yy Tdzdy 


Bg Bo ?Bitn — 1)g:9} 


_ FT の PTC の Ps ュー コー 
一 下 如 十 S| fa ds, 
16. 围 道 C 是 从 一 i 到 十 : 的 直线 ( 绕 过 一 i ,0, 十 ? 三 点 ) 加 上 


在 这 直线 之 右 的 半 个 单位 圆 .考虑 积分 
| ds, 
其 中 ぁ 十 g>1g ご 1, 外角 ( 笠 希 〕 信 式 


1 


| eesr sgeosce ー gd = て 
用 


(pgー 122 下戸 ( ぁ .g)「 
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此 式 对 于 满足 条 件 ヵ 十 9 ご 1 的 任何 p,q 值 均 成 立 . 
17. 正明 
G) 半 Re(s)>0 時 


ol—: A 1 1 1 ーー 1 sss ニー 1 | dz 
qaー2 DKG = ラー ToJ。 er +1! 


《iiy 当 ReC)>1 时 


， ェ エー1 mu + 一 | 
(ダー EG) 一 tls, 2 一 ray), 汪 PE 
18. 证 明 


T(1 一 rt て 一 を 
うー ニブ ュー ュ ) on で です] 


围 道内 不 售 z= ヵ xiz 三 土 1, 土 8. 土 5,…). 
19. 证 明 


+ 


jm ミー を 十 っ In) 


TS ss 。 
GIDE DT le t+. 


20， 今 Dlz,s.al= > (na :证明 


n= 


1 和] fle 
Pl 1 zed 


21. 证 明 上 上 题 中 的 聊 数 多 可 表达 为 


PO sf De 
ni | ] 一 we dt, 


|arg (一 | < 
22. 用 3.15 节 的 方法 可 得 到 B(x,s a) 对 a 的 级 数 展开 式 


香 (z ra) 一 = T(1 一 5) >) (一 ln + Zn) emm, 


更 (za 一 


外 (za = 


n= — 


0 awl,RelG) < Oargt— lnzt+ Znmi)| < x, 
然后 用 3.15 帯 公式 ), 得 


第 三 章 ”项 马 阔 数 


年 (z,5a) = TU se dnd 


十 te Fad) ーー 2 ， 


[ne MF 1 a ただ 0, —1 TI 


23. 由 上 题 的 第 -个 级 数 展开 式 导 出 
Bx, sa) =ie Cr IT 一 35) 


x (eplem,1 一 | 


rr 三 - | 
一 を 3 | ee 一 | 一 


这 是 贰 赫 人 Lerch) 的 变换 公式 ， 


24， 来 毕 (Mebius) 函 数 -: 从 3.19 节 公 式 (3) 证 明 


1 > と, 


In を 
2xi 


其 中 (am 称 为 末 毕 函数 , 当 ヵ ー1 时 Cn) 一: 当 nm 等 于 大 个 不 同 
的 质数 相 厂 时 px) 二 (一 )*; 当 能 被 一 个 大 于 1 的 平方 数 整 除 时 
az) 三 0. 例 加 ,p(1) 三 1um(2 う ニー1g(3) う テー1,p(4) 一 Orp《5) 一 


ー1.g(6) 王 1. 


25. 若 Re(z) 一 1, 角 数 只 =) 一 bp 是 绝对 殉 仇 的 , 因 


以 自 乘 并 任意 并 项 ,证明 


(zs) = -也 十 ， 
其 中 心 是 ”的 因子 数 ， 
26. 证 明 , 若 Reks)y 盖 1 有 
intG) 一 > > pr 


为 质数 2,3,5,…. 又 证 明 , 企 Ret)>1 的 条 件 下 


YG) _ で や 4) 
ts) { 


本 ーー 


此 可 


特殊 函数 概论 


其 中 


Ag) = 


0 
In 


な 关 质数 之 罕 ， 
n 二 质数 之 睁 . 


第 四 章 ” 超 几何 函数 


超 几 何 函 数 是 重要 的 - -类 特殊 逊 数 . 几 属 具有 三 个 正则 奇 点 
的 傅 克 斯 型 方程 12.39 节 }) 的 解 都 可 以 用 超 几 何 明 数 表达 ;例如 勒 
让 德 钢 数 ,特种 球 多 项 式 , 雅 可 毕 多 项 式 , 切 比 谢 夫 多 项 式 等 . 


4.1 起 几何 锋 数 和 超 几 何 函数 


在 2.9 节 中 讲 过 , 超 帮 何 廊 程 
ztl— er [7 — Cot B+ Dr — orwte) = 0 (1) 
是 具有 三 个 正则 奇 点 的 傅 克 斯 型 方程 的 原型 , 奇 点 为 0,1,cc. 用 


级 数 解法 (2.4 节 ), 设 四 (= 一 >，enzttesco 天 0 得 在 奇 点 zx 一 0 处 


o 
的 两 个 指标 ,0 和 1 一 7 ;系数 之 间 的 递 推 关 系 晨 
。 で @ 十 まま 一 1 十 gy(e 十 ま を 一 1 士 お の 
* (6 十 有 (十 并 一 1 十 7 人 
设 y 尖 堆 或 负 整 数 宇 ,由 此 得 指标 为 0 的 解 
orp Oat ly -BB 

1 キュ ュー デ キー ュ ・2・7 ツ エキ 1 2 十 
ag 二 1)…(e 十 ター]1)・88 士 1)…(8 キ ョ ー1) 。 

1・2wg・7 ア (7 十 1)…( ア キター1) 有 


《2 1) 


十 十 … 


(31 
这 级 数 的 相 邻 两 系数 之 比 


Ca ma 一 1 十 六) 

Ca (一 1 十 of 一 1 十 有 

7 一 ww 一 BT+1 
nn 


ニュ キオ + Ol 二 |， (4) 


了 Y=0 战 贡 整数 的 情形 将 在 4.4 节 中 讨论 . 
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故 级 数 的 收 镀 半径 是 1, 而 在 |z|< 近 1 圆 内 代表 一 个 解析 函数 ， 
级 数 (3) 称 为 超 几 和 何 级 数 ,常用 下 面 的 符 导 来 表达 ; 


| ー で (@)4( の )。。 
Fra,B,? ,2) 一 2 ァ 1( ア )。 = * |z| Ll, (5 1 
其 中 
(4)。 ー 1 | 
{6) 
《④。 三 44 十 1)…( ス キタ ー 1) = ー FC (n> 1).| 
Fia,B.7Y.0)} 一 1] 《71 
和 和 
(og アァ) 一 FSB,a,Y ,2). (8) 


当 7> 不 等 于 整数 时 ,在 =*=0 处 的 第 二 解 (指标 是 1 一 ア ) 也 可 

以 用 起 几何 级 数 来 表达 (参看 4. 3 节 )， 
Fe 一 十 1 一 7 十 1 2 一 yz). (9) 

根据 微分 方程 的 理论 (2. 1 节 ), 只 有 方程 的 奇 点 才 可 能 是 解 
的 奇 点 , 册 此 级 数 (37 在 单位 山 |=1<1 内 所 表示 的 解析 蚌 数 可 以 
解析 开 折 到 全 > 平面 ,才能 除去 = 一 1 和 > 一 = 两 点 .这 样 开 折 的 
消 数 称 为 超 几 何 薄 数 , 仍 用 F(a,8,7,z) 表 达 . 在 4.5 节 中 将 看 到 ， 
除非 或 朝 如 是 负 歼 数 ,= 一 1 和 zz 一 5 这 两 点 - 一 般 是 超 几 和 何 函 数 
Fkteyp8:yz) 的 分 支点 ;而 在 a( 或 甩 ) 嘴 仙 整 数 时 ,级 数 (3) 是 一 个 
多 项 式 . 因此 ,Fta,8,7Y,z) 是 灌 实 轴 从 1 到 一 割 开 的 = 平面 上 上 的 
一 个 单 值 解析 函数 ;而 绕 数 (3) 是 这 函数 的 -- 个 单 值 分 支 (* ェ ーg 
时 郑 数 值 为 1 的 那个 分 大) 在 |z| 过 1 时 的 震级 数 圾 示 ， 

许多 初等 函数 可 以 用 超 几 林 欧 数 表 达 , 俩 如 


(1 二 = アード バ (ー a.B,j,— 2), (19) 
mil 1 8 il 

arc sing 一 を Fi (Fro D's) (11) 
エト 3 si 

ATC tanz ー タ FI 2 ， 1 2 ， | (12) 
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In(1 + 2) 一 FX1.1.2, 一 を). (13) 
其 他 可 参看 Frdglyi(1953)、Vol. 1. pb。101 ,或 本 章 来 习题 4.5.22 
等 . 


4.2 邻 次 函数 之 间 的 关系 


设 min 星 任 意 整 数 , 由 画数 

Fe 一 の Fp tae) 
称 六 Fta,8,7,z) 的 令 次 函数 ,或 连带 函数 . 高 新 正 明 辻 , 在 任 何 三 
个 分 次 函数 户 ,Fy,F; 之 间 存 在 如 于 的 关系 

AFi A AF, = 0 1) 
ュ 中 4,4s4y 是 z 的 有 理 清 数 . 这 一 定理 可 以 利用 超 几 何 国 数 
的 积分 表示 (4.5 节 }) 米 证 明 +. 下 面 给 出 是 个 最 简单 的 这 种 关系 
式 . 

用 越 几 何 隔 数 的 积分 表示 可 以 推导 出 下 列 帅 个 递 推 关 系 { 参 
看 本 章 术 习题 1) 

YD DFGY— DD ae) 7 eae)F 0, (2) 

YF BeF(B 二 iY +1) 7F(eg 一 1) 一 0， (3) 
其 中 F 代表 Fce,g。yuzyiFCe 二 ュー 代表 FCg,8。 ア Ye) 的 緊 元 。 
F(e 士 1) =F(e 士 1,84 ア >) 、 
F(g 土 1) Float LY,2), r て 4) 
F( エコ ュ コ )ーF( な 2 ば 。 ア 7 土 1 を ) | 
FtB 二 1 二 1) 一 F(a,B 二 117 十 1,z); 其 他 以 此 类 推 . 

《27 和 (人 3) 是 递 排 关系 中 最 简单 的 两 个 ,其 特点 是 :， (2) 式 中 的 
系数 全 是 常数 ,(3) 式 中 只 有 一 个 系数 含有 变数 =. 而 且 是 … 次 的 . 
这 上 师 个 公式 上 吕 以 用 趟 几何 责 数 的 级 数 表达 式 ( 上 节 (3? 或 45) 来 验 
证 ;例如 但 ) 式 


参看 例 铭 Whittaker .Warson, (1927) 8 14. 7. 


134 和 持 殊 国 数 概 论 [41.2] 


a 。 Ca + DC, 
クー «> を !⑦)。 
(kt(g)。 et 


一 ga や 
(アーg リク AI(7)。 


Co CH) 本 
ー - EI 


X TY 十 下 -1 一 (十 让 一 人 一 ea 一 1)) 一 

公式 (27 和 (3)7 旦 最 简单 的 两 个 基本 递 推 关系 ;所 有 其 他 递 推 
美 系 均 可 用 这 两 个 公式 以 帮 王 节 (8) 式 所 表示 的 对 称 交 系 导 出 . 例 
如 ,把 (2)? 式 中 的 < 和 六 对 调 , 得 

(一 1FGY 一 1 一 BF 十 1 一 (人 一 月 一 ]E 一 0 (5) 
2) 和 (5) 相 減 , 得 

aFtet 1) — BF (AF = 0. BY) 

又 ,把 (2) 式 中 的 a 換 成 e 一 1,(3) 式 中 的 7 换 或 7 一 1, 然 后 相 

加 ,得 


(パー 1)F( ア ー ュ 5) 一 FCg 十 1) 
ー(eg 一 1) ド ーー…e)F(e 一 1) =0. 
再 利用 (2),(6) 两 式 消去 Ff 一 1) 和 (8 十 1) ,得 
et la— Ba]F Hall — DFG + 1) 
ー ツ ーe)E(e 一 1) = テロ 0. (7) 
(2) ,(5),(6),(7) 都 是 FF 与 其 紧邻 之 间 的 关系 式 , 这 种 关系 
式 一 共有 | "| =15 个 ,都 可 以 类 似 地 导出 (见习 题 2). 有 了 紧邻 之 
间 的 关系 式 就 可 以 推出 任何 三 个 邻 次 函数 之 辣 的 关系 式 , 例 站 ,把 
(5) 式 中 的 換 成 ? 十 1, 得 
ボー 古 ( キ 1 コメ トワ ーー の FY キリ ウー0. (8) 
与 (3) 消 去 Fc8 十 1,7Y-+1), 得 
YA)F— YF D+ AAFP) = 0. (9) 
另外 一 种 量 要 的 递 推 关 系 是 
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是 Fa,B,y，s) 一 AF 上 1.8 十 17 十 jz)， 


Ea a 
Ik CB Ys) = ア )。 Fe mB t+ mY + mz). 


C10) 
这 可 由 Flte,8,7,z) 的 级 数 逐 项 求 微 商 得 到 . 
4.3 超 几 何方 程 的 其 他 解 用 超 几 何 函 数 表示 


在 4, 1 市 已 经 看 到 , 当 7Y 不 是 整数 遇 , 超 几何 方程 在 z 一 0 点 

的 第 二 解 也 可 用 趋 几何 函数 表达 (4. 1 节 (9)). 方程 的 其 他 解 式 也 

都 可 如 此 表达 . 这 很 容易 用 2.9 节 必 方程 的 变换 得 到 . 说 明 十 下 . 
起 几何 方程 的 全 部 解 可 用 PP 符号 表示 为 (2. 9 节 (5) 式 》 


0 ] つら 
どく 0 0 Fs (1) 
1 一 ず Fea 8 


F(a, Ye) 量 在 z=0 处 指标 为 0 的 解 . 要 得 到 在 同一 点 ,指标 为 
ュー ア 7(7 テ 整数 的 解 ・ 可 用 下 列 変換 (2.9 节 (16) 式 ) 


0 1 ca 
es 0 心 位 宅 


0 ] CO | 
=ー ャ アタ ター コ 0 ol] = 
ye pvt | 


0 1 co 
ー ャ ププ P ィ キー ゲ 0 a を し 
. 0. 和 アァ ー ey 


其 中 «=a 一 7 十 1,8 二 Pp 一 7 十 117 一 2 一 .这 变换 把 原来 在 z==0 
点 指标 为 1 一 的 解 变 为 对 新 方程 来 说 是 在 < 一 0 点 指标 为 0 的 相 


136 特 汪 函数 人 慨 论 [4. 3- 


应 解 ; 我 们 在 忆 社 苇 中 相应 指标 处 如 上 一 方 框 来 识别 它 , 根据 前 
面 4.1 节 的 结果 .这 个 解 旦 Fw ,六 ,7 因此 , 原 方 香 的 相应 解 
就 是 s Fe 一 7 二 1.8 一 r 十 1.2 一 7 を). 

如 果 yY 是 攻 数 , 则 一 般 说 来 ,在 = 一 0 处 的 两 解 之 : : 含 对 数 项 
( 见 2.5 节 ), 这 时 ,第 二 解 不 能 简单 地 用 PP 方 促 的 变换 从 第 一 解 
得 到 ., 这 种 情形 将 在 4. 4 节 中 详细 讨论 ， 

总 起 来 说 , 当 Y 不 是 灼 数 时 ,超凡 何方 程 的 一 对 基本 解 .用 年 
几何 顺 数 表达 ,是 


wl 一 了 (ay 有 YY)， (2) 
waz) = zl Fa 一 > 二 18 一 YY 二 12 - Y,z), (3) 
其 中 w 是 惟一 在 x 一 0 处 解析 的 解 ,z 一 0 是 wz 的 分 支点 . 
在 共 他 奇 点 处 的 解 也 可 以 燃 似 地 用 已 方程 的 变换 求 出 , 例如 
要 求 在 z==1 点 指标 为 0 的 解 ,可 用 2.9 节 (13) 式 的 变换 jx, 一 1 一 


3 
| 0 0 这 
| ー7 アア ーー ポ 8 8 
1 9 らい 
一 PP 0 :0: dy er 
1 一 ア Ye-8 8 | 
1 0 co 
= 0 :0 os | 
”oe | 


其 中 a 一 gy 产 二 一 1 二 a-+ 疡 7, 因此 所 求 的 解 (用 方 框 标 出 》 
立刻 丰 以 写 出 为 
wt 一 上 aa 一 站 7Y,]— 2). (4 ) 
在 = 一 - 点 的 男 -- 解 可 以 从 (3) 式 得 天 ,只 要 把 其 中 的 a, 六,7Y 
分 别 换 为 现在 的 a ,8 ,XY ,z 换 成 1 一 z; 即 
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gi(e う 王 (1 一 * ッ ーーF( イ アー g。 ア ーー 方 。 
1 一 一 十 ア 1 - を ) (5) 
(YY 一 a 一 及 不 等 于 将 数 ). 
用 同样 的 方法 ,可 以 得 到 起 目 何 方程 在 * 一 c2 处 的 一 对 基本 
解 
wts) = て — ss) Flaae 一 y 十 1 一 有 十 ly ), (6) 
ーー 
Ca 一 及 不 等 于 号 数 )， 
其 中 的 负 导 凡 子 是 为 了 后 面 4.8 节 讨 论 各 解 式 之 问 的 关系 时 的 方 
便 而 引进 的 . 
中 上 面 mw。 六 个 和 解 式 的 每 一 个 ,用 已 方程 的 变换 ,还 可 
以 得 到 趟 几何 方程 的 其 他 解 式 用 超 几 何 函 数 圾 达 , 在 本 节 中 只 讨 
论 用 分 式 线性 变换 得 到 的 结果 (关于 二 次 变换 见 4.12 节 ). 
取 wx) 二 Fay,7,z) 作 为 典型 . 仍 用 上 方 抠 来 识别 所 虹 讨 论 
的 解 , 用 ?2.9 节 (16) 式 ,有 
TS 一 (ay =) 


| 0 1 oa | 
=P :0 0 ei 


+ 到 
1 ーー | 
| 0 1 に | 
デリ ロー PT 


| 


1 一 Y 0 ァ ーg 
由 此 得 
PiayB r,s) CY 
若 规 定 当 x 一 0 时 多 值 消 数 ( 一 22”? 之 值 为 1. 则 因 两 边 的 超 几 
休 冰 数 之 值 在 xz=0 了 时 为 1, 覆 马 =1, 而 存 
we) Fl BT) 
= zy PY a BY, (8) 
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(larg(1 一 | て wr). 
又 ,用 2.9 节 (13) 和 (16), 有 
人 り 1 oo 
Pi 0 a 2 
1 一 ア Ya p 


| 
my 
a 
ら 8 
RR 
ta 
一 一 


0 oo 1 
を * を 
lt ーー fe 
内 此 
Fe あか の = 一 Fe 一 py (9) 
(larg(] ~— >)| < mn. 
把 和 8 对 调 , 双 有 
Feem め の の ニー ロー 年 | か アー ケア ーー| 00) 


(larg(1 一 z)| < mw. 
soi (を) 王 Ftad,Y,z) 
一 (人 1 一 2 一下 人 一 ay BY 2) 


ep ー を ! 
= Fer PY |) (11) 


一 (1 一 を } aF| gy ーー アッ ーーー | 


(larg(] 一 を )| < zz). 


[4. 4] 第 四 章 超 L 何 画数 139 


利用 公式 (11) ,可 以 从 wz yas 的 每 一 个 得 到 四 个 等 价 的 
解 式 , 这 样 ,起 几何 方程 一 共有 24 个 解 式 用 超 儿 何 范 数 表 出 2. 不 
同形 式 的 解 应 用 于 不 同 范围 (对 于 = 或 a.8,7) ,例如 可 用 (9) 式 或 
者 (10) 式 右 方 表示 的 级 数 来 计算 Fie,8.7,z), 在 |z/{z 一 1) | 之 1， 
即 Recsy<<1/2 的 半 平 面 区 域 中 之 值 . 

把 超 几 和 何方 程 从 化 为 超 几 何方 程 的 分 式 线 性 变换 一 共有 $ 
种 ;这些 变 换 相 当 于 把 0,1,co 二 个 奇 点 相对 于 指标 组 作 置 换 . 现 
把 这 6 种 变换 列表 于 下 : 


后 面 三 个 可 以 用 前 面 第 二 .三 两 个 变换 得 到 ， 
4.4 指标 差 为 整数 时 超 几 何方 程 的 第 二 解 


只 需要 讨论 当 Y 是 正 整 数 时 在 * 一 0 处 的 第 二 解 ; 其 他 情形 都 
可 以 用 了 了 方程 的 变换 处 理 . 

先着 Y=1 的 情形 .这 时 ,在 zx 一 0 点 的 两 个 指标 相等 ,2 一 
一 0. 第 一 和 解 仍 为 ww 一 F(a,B,7,z). 第 二 解 可 用 2.5 公式 ( 玉 
求 : 送 公式 現在 量 ( ニ 0) 


dc Lk 
an 


を 。 (1) 


p=0 


tp を) = wtz) nz 十 iE 


其 中 性 满足 递 推 关系 (4.1 节 C2)) 


(e キ を 一 1 十 e5〈e 十 を 一 1 十 め 
(の 二 ま )(o 十 ま ー 1 十 7 の ) * 


で ょ ーー 


六 ”关于 这 24 个 解 可 参看 例如 Erdelwi (1953)」 Vol. 1, p. 105. 公 式 (1) 一 (24. 
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_ (gp 十 g)(p 十 Co + BI 
十 CA 十 Vy 


Fe 十 DT(e 二 の) Te 二 g 土 め Te すすめ 


ー Te の Te の TP(e キ 1 キ め Fe キテ キル の の 
取 。ー1, 拒 宅 代 入 (1) 式 (注意 Sci/3p 一 cBince/9p) ,得 
」 (ays(8) 
Toa) = Fa BY?)ne 十 > yy 
x (pCa FD A エエ トー 
ー Ce) ~ RD 十 OD + DY (3 


基 中 gD (で)/T(D テ dlnTCG) /dt, Y=1. 
如 果 w 和 有 都 不 是 负 整 数 ,可 取 第 二 解 为 
一 《af 
xX (we 十 二 ) BPR — 201 RY). (4) 
这 与 (3) 式 之 差 等 于 第 一 和 解 腾 上 一 个 常数 : ya) お) 2@ て 1). 
如 于 gc 華 者 星人 鋼 整 数 . 例 如 4 ー ァ , 叫 因 记过 x 时 (一 nn 十 
有 ) 是 无 穷 大 ( 见 3. 11 节 (5) 式 ), 04) 式 无 意义 , 古 仍 要 用 53) 式 作为 
第 一 解 ,这 时 ,用 3.11 节 C3) 式 ,gz) 二 J(1 一 2z) 一 xcotnz, 有 
jm we 十 お ーー の ) = Hm 人 1ーgー め yO -0} 
ーー 
代入 (3) 式 ,去 掉 与 第 一 解 只 差 一 常数 因子 的 项 .得 
二 ， (— tp i 


wtzy= Fle, Ad,lielnz + 


ャ ps( を うー FC— np8.1 ,x ne > RI 
Xp キョー ミネ リト (ーー 2@(] 4 k); 
AN 四 
すう mr > 2 5) 


ォ ー ニ =+ 1 


共 中 B 不 等 王 仏 整数 . 
如 果 ax 和 8 都 是 负 整 数 , 可 以 类 似 地 处 理 ， 
大 次 看 マーm( 受 2) 的 情 形 . 这 时 需要 用 2. 5 节 公 式 413) 来 求 
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第 二 解 ,这 公式 是 tp, 一 1 一 m) 
wls) 一 In や (De ss 十 2 > * 


其 中 的 cr 仍 满足 (2) 式 ,但 
co = olp — P29, (7) 

co 是 与 无 美的 任意 常数 ， 
由 (2) 式 算出 


[号 


_ mt DR mi. lim o+ ee 
まり ensTCp 十 1 十 大) 
メイ (の (eg p+ RB i) 
— Cm P+) ded Pp) ppt po) 
二 Bem p+ gp) yet+l+eR) toe)}, (8) 
当 0 志和 Em 一 2 上 时 ,用 3.5 节 (2) 式 ,TOT(l 一 2) 一 7/sinnz， 


lim te i? 


rl— ,ToL 1 | ky 


ーー 1) 


dim {wtp 1 リー Cp キキ 1 二 ま を う } 


= gm — 1 tm —1—&). 
代 人 (8) 式 ,注意 当 pp 一 pl 二 1 一 m) 时 co ey Cp・ 9 の)-*0。 得 
Ea et ys Lm 一 工 一 Ry tam 1B om 1)。 
p=1—m Tm — 1) まま! 
(0 2). (9) 
当天 一 1 时 ,了 {op 十 1 十 和 (pp 十 1 十 起 在 ゥ 2 テモ ミール 时 是 
有 界 的 , 面 用 3.2 节 (10? 式 有 


Em [Tp 十 1)c。] 王 ce) hm fiT(e 十 12Cpg 1+m}] 
Hl—m Pl 
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一 
— tn (m ー 2)1『 (10) 
駐 
bm ze + 1 ) 十 ご “= lim | の + cotr( 一 の 
Pl—m 
1 | ーー 
十 5 一 1 ェ ー |= ww 1), (11) 
故 由 (8) 得 
E> a Em” te— mT DB Oo mt 11) 
pl pamm "Cm O— 2)1 RE 一 m 十 1)1 


x gla—m lh 二 mt+l1+t+k) 
— $A po mt Rt 1) 
二 msm 人 +t vB mit+1)} (2) 
& テ ター1)、 
计算 (6) 式 石 方 第 一 项 时 ,只 要 求 出 其 中 第 一 个 系数 即 可 ;其 
他 系数 可 用 递 推 会 式 52? 导 出 .由 (2? 和 (107 得 


の (— TD 
《了 一 2 了 DOT 一 各 十 158 一 而 十 1 


(13) 
取 。。 使 送 系 数 炉 1, 旭 (6> 式 右 方 第 一 項 正 好 是 Fle,8,Y.g)X 
lInz. 再 把 这 样 取 定 了 cs 的 (⑨) 和 (2) 代 入 て (6), 得 
watz) = Fle, Bim,z)lns 


CE 1)p=1_m 一 


i ("TOn) で マー ュー 

ーッ を Pr 3 kl Dm 1 此 

XI 一 下 十 1 十 有 FIB 一 疡 十 1 十 是 72 
Cm) 

tx "Tr 


= IT( 一 ーー1 土 ぬ )TGgB 一 玉 十 1 十 る ) 本 
x 27 中 全 一 下 十 1 


XI 一 本 十 于 十 环 十 外 (有 一 得 十 了 十 下) 
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— Tk) 一 人 (2 一 让 十 下 一 名 一 弄 十 1 
— $B m+ + 1) + Bom Oo 1)) 
Cm 一 - 1)1 
Te の PE PFD 


x や (mie DE DUB 
5=1 


(mg 一 ミー1)1 


mr 


+ Oya + 9 + A TD 


イィ st my 
(mm キロ ロー トリ ワリ ーーm 十 シシ 
一 Bem 二 DT D+ Bim 一 9}. (14) 
如 果 w 和 上 B 都 不 是 负 整 数 ,可 取 第 二 解 为 


tm 一 11 
wal) = Fla fm + FDR 


Pla 一 3 了 (有 一 5) ッ ー 


X DY Oo 1)! 


;=1 (1 5 oOo 11! 

Ke の (の 。。。 

> vem pat) + Bt) 

pn + s) — Pll — 5)), (15) 


如 果 a 或 者 6 是 负 整 数 ,例如 a 一 一 n, 则 (15) 式 无 意义 ,可 以 
仿 前 Y=1 的 情形 那样 ,把 C14) 式 中 的 一 些 不 定式 算出 ,最 后 去 掉 
其 中 与 第 一 解 只 差 一 常数 因子 的 项 ,得 第 二 解 


wt y= FC— nd,n,z)nz 一 ンー 
ーー1)IP( は ガー) 
~ > ーー ュー DI 上 1 


+ MAD 


r= s1Cm), 
mt ワー% d+)} (16) 
(8 條 整数 ). 
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注意 (15) , (16) 包括 了 前 面 Y=1 的 情形 ,只 要 在 mw 二 1 时 去 
控 各 式 中 含 z 的 负 寡 的 和 数 . 

当 > 一 0, 一 1 一 2, 时, 因 1 一 ”0, 超 几何 方程 在 * 一 0 的 第 
一 指标 ( 实 部 较 大 的 ) 椒 是 0 市 是 1 一 7Y, 故 第 -- 解 是 

wilz) = zl 7F(e Yt oY+12 一,z う .。 (17) 
第 二 解 可 以 从 (14) 式 得 到 ; 把 其 中 的 a 和 六 分 别 撞 为 a 一 7 十 1 和 
8 一 ”十 1,m 换 为 2 一 (等 于 正 整数 ) ,最 后 乘 以 < 一 即 可 . 

当 yY 一 a 一 户 为 整数 对 ,在 < 一 1 处 的 第 二 解 也 可 以 所 515) 式 
(或 者 (16) 式 ,如 果 a 二 一 nm) 得 到 ,例如 ,7? 一 a 一 8 二 一 m,m 二 0,1， 
2,"… ,根据 4.3 共 (4) 式 . 把 (15) 式 中 的 (デア) 換 成 1 一 < 十 8-- ア 
二 1 十 myz 挽 成 1 一 zz, 有 即 得 

wz)= FasB,l +m:l — Intl 一 *) 


ml ー ュ ーー ー FCg 一 syT(g 一 s) 
TD GT DI ms 


_， こ (Ca (8 
X (1 一 = 一 十 2 ey (Ca + 


二 BB 二 m0 を 
(18) 
当 mw 二 0 时 ,去 掉 式 中 第 二 项 有 限 和 . 
当 we 一 有 一 天 (让 01,2, 时, 可 以 报 据 4.3 节 (6) 式 ,把 
(15) 式 ( 或 者 C16) 式 , 如 果 ae 一 一 由 中 的 有 换 成 as 一 > 十 1 换 成 产 
十 1,z 换 成 = 一, 然后 乘 上 因子 ( >) , 即 得 在 > 王 co 外 的 第 二 解 


rsf2 一 一 【一 zz FIasa 一 Y 十 1 到 十 1 nc <} 
. ーs gg 1 YT ys 2 
+ {— 2) FoPe ニ テイ Dat ts 1) 1 


x Ta 一 Pa 一 > 十 1 一 


Cm 一 571 


oa (ee 一 ア 十 1)。 
二 (一 2) 2 mr pats) 
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ナーg(g 一 アダ ア 十 1 二 s5ー あ 証人 1 エ ュ ョ うー 中 1 (19) 
当 入 二 0 时 ,去 掉 式 中 第 二 项 有 限 和 , 又, 对 数 函 数 中 的 宗 量 换 成 
一 z 是 为 了 规定 辐 角 时 方便 ,而 这 睛 牵涉 到 加 上 第 一 解 ， 


4.5 超 几何 函数 的 积分 表示 


超 几 何 函 数 FE'a:8,y:,s) 的 组 数 表 示 只 通用 于 1Iz|< 近 1 在 有 些 
问题 中 (例如 解析 开拓 ,确定 超 刀 何方 程 的 不 同 解 式 之 癌 的 关系 
等 ) 不 便 十 应 用 ,而 需要 琐 数 的 各 种 积分 表示 . 

址 几何 函数 的 积分 表达 式 有 两 种 . 一 种 是 从 超 几 何方 程 的 积 
分 解 得 到 的 . 另 一 种 称 为 巴 因 斯 (Barnes) 积 分 表示 (4. 全 节 ) 则 是 
从 级 数 表 示 导 出 的 . 

在 2,14 节 的 例子 中 用 欧 勒 变换 得 到 了 起 几何 方程 的 积分 解 


式 

wlz) 一 A ra dr, (1) 
或 者 ,把 : 换 成 1， 

we = A ー の ユー gz) (2) 


其 中 4 是 任意 常数 ;积分 路 线 C 须 使 被 积 困 数 或 苍 相 应 的 双 线 作 
伴 式 (参看 2. 14 委 (21) 式 ) 在 (的 起 点 和 终点 之 值 相 等 ,或 卷 分 
別 活字 

如果 Rel) ニ Re 0 则 -- 个 积分 解 是 


wx) = afea A af) dz (3 
(2.14 (28) 式 ). 現在 来 古 明 (3) 式 中 的 邊 分 在 下 列 区 域 中 
ar ー を )| ToT 《1) 


是 -- 致 收敛 的 ,其 中 丸和 P 基 任意 正 数 , 民 人 o 由 几何 作 图 可 以 看 
出 |1 gi 学 psin97(1 十 p)) 面 男 -方面 ,|1 一 | 各 1 4 |ztl 氨 1- 
SI 二 ROSS 1 ,因此 

[OT | Me 0 A Dl, 
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其 中 
・ 1 —Reta! 
af 一 | em ， 若 Rece) 0。 
一 (1 十 到 wen 车 Reca)y て 0. 
但 积分 


1 
| reー1 ル 1 ーー pyRetr- nd 
| 


在 Re) 盖 Re(8m0 的 条 件 下 是 收 敏 的 ,因此 (3) 式 中 的 积分 在 
区 域 (4) 内 一 致 收敛 ,而 代表 在 区 域 |arg (1 一 z) | 过 x 中 的 一 个 单 
值 解析 闻 数 ， 

只 要 适当 地 规定 常数 4 和 被 积 国 数 中 多 值 因 子 (1 一 >5 -之 
值 ,(3) 式 就 是 Fka,p,y,z) 的 一 个 积分 表示 . 现在 规定 当 z=0 时 
(1 一 zt 一 1 可 以 在 |z, 扫 民 < 到 1 中 把 (1 一 zi) “展开 为 : 致 收 病 
的 级 数 ， 


ロー = の ーー > | |) = > (Sear (5) 


代入 (3) 式 ,用 3.8 节 (1) 和 (3), 得 
1 ~ 
wa) = 4| > st i101 — de 


TO 十 了 
= A EG Dp pr 


-AD 人 PCB + PY , 


因此 
の 
Fia, A,Y,z)= POT 二 の 
上 
le 1] — ef) -dt, (5) 


其 中 Re( カ Re【 の 一 0 arg(1 一 を ) Cri 当 =ー0 時 1 一 7 うー"ー 
1. 这 里 , 按 解 析 开 拓 原 理 , 条 件 |z|<1 可 以 取消 ， 
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为 1/s 是 被 积 熙 数 中 国 子 (1 一 zf 的 奇 点 (除非 < 是 负 整 数 ) , 当 
* 娆 1 连续 要 化 一 贸 回 到 点 值 时 ,积分 路 线 必 须 相 应 地 改变 ,以 保 
证 1/z 不 跨 过 积分 路 线 ,积分 才能 始终 代表 - -个 = 的 连续 函数 , 但 
这 样 一 来 , 当 z 之 值 还 原 时 ,积分 值 并 不 还 原 , 例 如 几 8(a? 和 8(b) 
中 所 示 的 情 形 , 当 1/zx 沿 虚线 绕 1 一 圏 回 到 原 位 時 ,积分 


Ez 


而 最 后 的 积分 值 - : 般 是 不 等 于 替 的 .因此 z=1 一 般 是 Fa,B8,7， 
z) 的 分 支点 . 


图 gta) 网 中) 


同样 可 以 看 出 > 一 ce - 般 也 是 FCg.g,7.>) 的 分 支点 , 困 妨 < 
結っ : 财 相 应 于 ] /x 绕 0 一 图. 因此 (6) 式 右 方 所 表示 的 是 Ffa， 
8B,Y,z) 的 一 个 单 值 分 支 , 当 x 二 0 时 它 等 于 1 的 那个 分 支 . 

积分 表达 式 (6) 虽 然 简单 ,但 对 参数 7Y 和 8 的 限制 较 严 . 在 条 
件 Re⑦ う テ Re( の 0 不 满足 时 ,需要 用 另外 的 积分 表示 ,其 中 之 
一 是 取 C 为 2.13 市 图 3 的 双 周 围 道 , 这 围 道 在 现在 所 讨论 的 问题 
中 可 赛 形 为 3. 9 节 图 6 的 珀 哈 示 力道 . 由 (2}) 式 有 

wr) = 4 ye — £1 PI 一 sty dr, 


17z 在 国道 外 . 先 届 |z| 足 山 小 使 在 国道 上 !cr| マ 1 可 加 前 把 ( 
一 2 展开 (5) 式 ) ,代入 上 式 得 
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(g)。 


nl 


{1-F 十 .1 一 .一 1} _ 
wlz} 一 4 や ="| dg, 
ー せ 


用 3.9 省 (1) 式 ,得 


1 C2ni) eT Cs 
wtz) 一 4% PO アト PY nl 


一 4ePTC の TP(7 . Bsinnfsinx(Y 一 B) 
Ly 


ー 4 


x Fila BY ,2)., 


因此 


a 
Fe うーー e “PCY) 


DI - 户 )sinrpsinrfty -. 8) 


リー ロト ルコ ーー 
x | デコ ( ュ エー ロア et dr (7) 


(アデ 0 一 1 ュー 2.). 

其 中 上 larg ロー を ) | ご 在 国道 的 起点 PP,argt 二 arg(] 一 1 一 0, 当 z 
一 总 上 时 (一 凤 ) 一 一 1， 

对 及 或 音 y 一 眉 是 正 整 数 时 ,(7) 式 右 广 是 :个 不 定式 . 在 这 
种 情形 下 可 甲 本 章 末 习题 7 中 的 积分 表达 式 ， 

当 ?> 为 索 蚂 仙 殖 数 时 .TI 一 :07) 式 无 意 交 ,但 可 出 此 得 
到 Flte:8,y.z)AT(O 的 积分 表达 式 , 它 也 是 超 几 何方 程 的 解 . 

又 从 (6) 式 ,(7) 式 和 习题 6 的 结果 得 千 ， 人 一 1， 
-2,…) 之 值 固定 时 ,Fta.8,7,z) 是 a 和 户 的 整 函 数 ; 当 zz 和 a, 
湖 定 时 ,是 的 半 纯 卫 数 ,其 奇异 性 同 于 TO7). 


4.6 起 几何 函数 的 蔬 加 斯 (Barnes) 积 分 表示 
在 |z1 达 1 中 超 几 何 函 数 可 以 表 人 小 为 


I DY) や (rtn) 2 
Fe の まれ の = Fr mn 《1) 


其 中 
Leta 十 nC + rn) 


CO) 一 工人 十 疝  " (2) 
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(参看 4.1 节 55) 和 (6)), 我 们 知道 ,FT 一 ?是 半 钝 果 数 ,一 ”一 0， 
1,2,… 是 它 的 一 阶 极点 ,相应 残 数 为 (一 ) An (参看 3.2 节 
(10)). 国 此 ,如 果 & 和 6 不 是 负 整数 ， 可 写 


TTY) 、 5 
Fa By,z) 一 Fr, > Res{— GYD DC— 2)'} 


TCP) 
ー Te)T( 府 ) 2n 


きも. CT 一 (一 zyds, (3) 
其 中 


Le 一 3 十 2 
TY 十 3) “ 


G(s) = (4) 


、 ュ 民夫 TK 一) 的 根 点 ーー リュ 142 ょ …* 
x 共 表 Ce) 的 概 点 ょ ーー am， 有 -ma 
CHO 

9 


国道 C 内 包含 所 有 蔗 ( 一 s) 的 极点 3s 二 n= 二 0,1,2,… :但 不 包含 G(s) 
的 任何 一 个 极点 . 这 样 的 围 道 让 a 和 户 不 是 志 或 贡 整 数 时 总 是 在 
人 在 的 ,因为 在 这 种 情形 下 局 ) 的 极点 5 二 一 a 一 .一 一 jn 二 0,1， 
2,) 不 会 与 T( 一 5) 的 极点 :一 x 相 重 .C 可 以 取 为 图 9 中 所 示 的 
国道, 从 -iR 出 发 , 沿 虚 轴 到 iR, 加 上 右 方 的 半圆 Cx,R=N 十 方 ， 
N 为 正 整 数 一 c: 泊 虚 胃 的 路 线 在 必要 时 须 绕 过 被 积 淆 数 的 奇 
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点 ,并 有 顷 使 T( 一 ;3 的 极点 在 它 的 右 方 ,G(s) 的 极点 在 它 的 在 方 ( 见 
図っ. 

首先 证 明 (3}) 式 右 方 的 围 道 积分 是 有 意义 的 . 为 此 ,利用 3.5 
节 (2) 式 ,把 被 积 图 数 写 为 


GO Dy = EE ts — 


OT + 5) sinms 
根据 丰 丁 数 的 产 近 展开 式 (3. 21 节 (5)} 


(Cz), (5) 


nF + 5) = | ょ キュ メー > ns s 十 ylnC2n) 十 OG-D, 
(5) 
街 65) 式 的 估计 值 为 
站 一 | (を が > こら 了 
Ots 2 ins ， ls| >。 |args| © 工 . (7) 
当 沿 虚 轴 趋 于 ce 时 ,(7)? 式 的 数量 级 是 
Ole expt 一 mlImCs)| 一 arg( 一 *)Hrm(s)!. 8) 


办 此 ,在 区 域 |larg《 一 2) | ミー か <x 中 ,积分 | 一致 收 全 


在 Ca 上 ,s 一 Re”,R 一 NN 十 方 : 当 N 很 大 时 ,如 果 |z| 过 1, 则 
ln ls|<0， 


| 一 cscs | = Of expfdn| 十 tsargt 一 を) 


= |cosgin ls| 一 ly 十 + | sindarg(— x) 


ー xi y 十 十 | lsing| | | 


= olexp|| x 十 二 | cosblnlz| ー {N+ | lsing | 
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ot ex p{[N + Je anlel}}, os の <, 


ol exp{- IN 十 三 152- NE テテ 
而 有 
lim | — OO. 
Nene Ch 
因此 
rr) 1 


Fria,B,Y =) 一 


ToT 2m 


~ Tat r+ ss) 
x| ro っ I 


其 中 |argf 一 zx) | 之; 积分 路 线 须 使 T( 一 上 的 极点 在 其 右 ， 
Ca+ oTB 十 s) 的 极点 在 其 左 , 这 要 求 a 和 8 不 等 于 零 成 负 整 数 . 
(9) 式 称 为 超 几 何 函 数 的 巴 恩 斯 积分 表示 ,积分 路 线 称 为 巴 恩 斯 围 
道 . 

《9) 式 虽然 是 在 |=| 近 1 的 条 件 下 得 到 的 ,但 它 的 两 边 都 不 受 
这 限制 , 故 按 解 析 开 拓 原 理 ,|z | 二 1 的 条件 可 取 消 . 


ー sy(— yds, {9) 


4.7 EFfa;8,y,.1) 之 值 


对 于 Fta,B,7Y,1) 之 值 可 以 有 两 种 了 解 ; 一 是 下 儿 何 隙 数 在 x 
二 1 点 之 值 , 另 一 是 级 数 


ご (e)。(8)。 
2 ny, 


之 和 . 超 則 何 員数 在 > ニ 1 之 值 可 以 从 它 的 积分 表达 式 (4.5 节 (6) 
式 ) 


(1) 


Te の Vg a 
Fe,p8.7,z) 一 下 DEC 一 可 | ロー の た 11 de 
CRe(⑦) > Re の >> 9) 2 


得 到 为 
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TY) 
PORTE 一 


Oo 一 = 一 外 
OY — 


只 要 Rety 一 a 一 8 人 0,Re7)DReCa)0C 下 面 将 看 到 .后 一 条 件 
可 取 消 ). 

至 于 级 数 人 1) 之 和 ,由 上 它 是 超凡 何 级 数 在 收 伍 加 上 = 一 1 点 
之 值 ,需要 研究 收 合 的 条 件 . 根据 复数 级 数 收 伍 的 判别 法 则 他 ,由 
4.1 节 (4) 式 知 , 当 Re(7Y 一 a 一 友之 0 时 ,级 数 (1) 是 绝对 收敛 的 (如 
果 Ret7 一 a 一 记过 0;, 则 级 数 发 散 , 除 非 级 数 是 一 个 有 限 和 一 一 多 
项 式 ). 是, 按 阿 风 年 CAbel) 第 二 定理 信和 {3) 式 ,有 


.> ey = lim Fea,8,7,) = Fe か アコ 1) 
_ TTYーg 一 の 
F( ア ー eg)T( ア 一 大 
因为 (2) 式 中 的 积分 在 |z| 志 1. |z 一 1| 志 1 中“ 致 收 丝 ， 
公式 (3) 和 (4) 是 在 Re(Y ア ーー の >0.Re(Y) >Re()>0 的 
条 件 下 得 色 的 . 现在 来 证 明 后 一 茶 件 可 取消 . 
设 Rey) Rek8) 盖 一 1 由 递 挫 关系 
FR (og. お アゲ ア 」 ェ ナー ド (g」g + 1 十 Try》 


Fe お 。 ア 1) 三 


I 
ll dt 
LH 


{3) 


(Re —aー が >0, 《4) 


a — BB) | _ 
ye F117 + 2.2), (5) 
应 用 (3) 式 于 其 古方 ,得 


T+ DTG -a— 8B) 

Terr .8 

ーー 2 ぴーeー め 
Ye TY. al 一 六 十 1 


Fa.Br1l) 一 


も 整 者 倒 加 Bromwich Theory of [nfinite Seriess p. 4， 和 79 (1925)、 
近 ) 参看 例如 Bromweh, ibid, Pp. 252。 きき 86. 
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TOT ee 
PY — Bay: 


可 见 (3) 式 在 Re の >Re( の ) ユ ー1 时 也 成 立 . 重复 做 下 去 ,根据 时 
纳 法 知道 ,只 要 Re(>Ret の ,(3) 式 印 成 立 . 
再 设 Re の や >Re( の 一 1、 由 堪 推 甘 素 
FC の アタ) うーF(e 一 ] 8 一 1。7、 と ) 


+ pe トイ を), (@) 
再 应 用 (3) 式 于 其 右 方 ,得 
Fira, BY.1)— DT 一 人 一 ぎ ) 


PT -a DY — B+ 


-H+ DP 
7 が (ゲーg の ドーg 二 1) 
_ FOOP ツ ーgー- め ) 
FT プー g)T( テ アー BY 
可 砚 (3) 式 也 适 月 于 Re) Re(8) 一 1 的 情形 . 重复 这 一 论点 , 即 
知 条 件 Re7) >Ret8) 也 可 以 取消 
上 上面 所 用 的 递 推 美 系 (5) 和 (6) 可 以 用 等 式 两 边 的 级 数 表 示 来 
验证 ,也 可 以 用 4. 2 事 中 的 (2) 和 (3) 推 出 G5) 式 . 用 夏 革 的 (3) 和 
(63 推出 (6) 式 . 
公式 (4) 的 另 一 证 明 法 由 递 推 关 系 ( 见 本 章 林 习题 2) 
ーー Fl 
+t Yo Yo gzF(e,8, ア 二 J 
ー アゲ (ゲー 1)(1 一 s)F(g、g、 ア テー 1.2) 


= YY -- 1)，1 十 や ー ue (7) 
rm 一 1 
基 中 る 。 是 Fla,8,7 一 1,z) 的 纵 数 表示 中 <" 的 系数 , 令 =_ 1 0 
“ 沿 实 轴 ) ,如 果 1 十 (wm 一 az 站 收 敏 到 零 , 则 按 阿 臣 耳 第 二 定 
r=] 


理 ,(7) 式 右 方 亦 趋 于 0. 令 1+ > (6, 一 bw ,) 二 Jimw 用 下 函数 的 
号 一 ] mm 
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潮 近 展开 式 5 见 上 节 (6) 式 ) ,得 


TY — 1 1 Tea 十 十 2) 了 (十 ny + 
PD TT ED En ダル 


因 此 , 雪 果 Re(Y—eー >0, 则 limw 一 0, 而 有 
ia + 应 一 HF ET 
十 (人 OY — DFla, BY —1,1) = 0, 


或 者 
(プー タバ アー の) 、 
Fm の かわ ニラ ウッ ーッ ー 3) Fla,B,Y + 1,1). 
重复 利 由 这 关系 ,得 
が (Cr ば 。 ア 。1) 
_ 1 主任 一 十 四 人 一 8 十 下 
- (I$ ーー Lt: だ 


(アーeg 十 (プー ガ 十 ヵ )1 
= tm VE eg lmF eB + ml), 


如 果 这 两 个 极限 都 存在 的 话 . 用 3. 4 节 公 式 (4), 只 要 YY 不 是 负 整 
数 , 立 刻 求 得 前 一 极限 为 下 (7)TI7 一 一 BC7 一 ayTG7 一 有 .后 
一 极限 可 以 这 样 来 求 : 令 cs(e, 7) FC,8, ア 7, と ) 的 銀 数 胡 示 中 
z" 的 系数 ; 即 cg,g.7ー (gy.(8 の 7 リー (0).; 并 设 m 之 17Y|, 则 


a 


[F(a BY ml) — 1 Dlcla, hr + m)| 


1 


< Vedlal, flm — ZD 


lel キキ 1 キキ lm キュ エー YD. 


一 17| 
但 最 后 的 级 数 当 吉之 17| 上 el， 181 1 时 是 收 化 的 (这 条 件 相当 
于 前 面 级 数 (1) 收 剑 的 条 件 : Re (7 一 a 一 ) 记 0), 而 且 其 信和 显然 随 
m 的 增 大 而 减 小 , 故 上 式 右 方 当 严 一 ce 时 趋 于 9, 而 有 
bm Fe, お 。 ア 十 mh 一 1 (8) 


[4.8] 第 四 章 ”起 几何 阔 数 155 


这 就 证 明了 (4) 式 ， 
4.8 在 奇 点 0,1,c< 附 近 的 基本 解 之 间 的 关系 . 解析 开拓 


一 个 二 阶 线 性 齐 次 常 微分 方程 只 能 有 两 个 线性 无 关 的 解 , 故 
在 4.3 节 中 得 到 的 超 开 何方 程 的 6 个 解 式 zz ,ws 前 任 町 
三 个 之 间 必 存在 一 线性 关系 . 这 翌 的 关系 一 共有 | sj 一 20 條 . 現 
在 来 讨论 其 中 最 基本 的 Ol 与 Ya rt の 4 以 及 与 tis rT 的 关系 . 
根据 微分 方程 的 解 的 解析 开拓 原理 (2.3 和 节 ), 在 |z| 达 1 和 
11 一 =| < 的 会 共 区 域内 ,应 有 加 一 4 十 Bo 如果 アー セー 不 
是 整数 , 则 由 4. 3 节 (4), 05) 有 
下 (as 有 Ye 一 FayBe キー メト 1 ゴー を) 
上 gm 一 *) デ た ー 是 (アーg ィ アー お アア ーー 上 1.1 一 を ). 
(1) 
设 |argt1 一 2z) | < 上 且 Re( メ マーgaー め の >0, 今 > 一 1, 由 上 节 (3) 式 得 
4 テ T(OT(ーgー の T ツ ツー rT 一 の ). (2) 
再 在 人 1) 式 中 令 z= 二 0, 利 用 (2), 并 设 Res ロー)>0, 以 便 対 右 方 庶 
用 上 和 节 (3? 式 ,得 
=T(7FT(e DT oT. 3) 


因此 


Fa By) = era 3.。 8 一 アキ エエ ュー や 


(ダー gyT( ~ お) 


TOP(e 一 ラー?) 
DDB) 


YY 一口 一 月 十 1 1 テ ) (largtl 一 =) < nA). (4) 
公式 (4) 是 在 Re( ア ーgー お 0Re(1 一 ア ) 演 0 两 个 假设 下 得 
到 的 . 但 这 两 个 限制 都 可 以 取消 名 . 


十 FE arp, 


Gi 者 直 ETdely: (19533，VYel，[，p。1065， 人 公式 (25 一 《441. 
@ 当然 伯 须 设 Y 隆 零 或 负 整 数 , 和 XY- :=- 8 关 整 数 ( 参 看 下 节 ). 
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茹 巣 Re メーg 一 gyC0。 可 以 用 4.3 节 (8) 式 把 (1) 化 为 
FY 一 ay 一 月 ,yz) 
一 4 人 1 一 zioEfa:8a 十 有 一 7 十 1 1 一 =) 
F お F(7ーg ア ーg お アーgー お 8 お 十 1.1 一 >). (5) 
仍 设 Re(1 一 7 了 >0, 令 z= 二 1 ,得 


Ore Pe?) 
Fier ” 


与 前 (3) 式 相同 . 再 令 = 一 0, 得 4 同 前 (2) 式 . 
如果 Re 一 の ご で 0, 即 Ret7 一 1) 守 0, 可 用 4,3 节 (C8) 式 于 (14) 
式 右 方 , 得 
IF Cg の, アァ ) 
= 4F(e 一 ア 二 1. -7 十 1.e 十 有 一 > 二 1 一 >) 
二 BO oz) Foal Fra. 有 十 1 1 一 =))， 
(6) 


五 = FY 一 tf ー 如 ,7Y ,1) 一 


仍 设 ReCy 一 sa 一 外 0 分 别 令 = 一 1.0, 亦 得 4, お 同 前 . 

如果 Re ツー ゥ gg)<COJRe(1- 7) で 0, 具 要 再 用 4.3 节 (8) 式 
把 (6) 式 的 直方 也 变换 一 下 , 即 可 求 出 4 和 五, 结果 亦 同 前 , 因此 
《4) 式 不 受 条 件 ReC7Y--g-- 且 守 0 ,Ret1 一 7} 产 0 的 限制 ， 

《4 起 可 用 米 计 算 当 zx 一 1 时 起 几何 了 消 数 之 值 ,因为 这 时 右 方 
的 级 数 记 人 鳅 较 快 . 

现在 来 看 wi 与 yan 的 关系 ;应 有 w=Cw: Dw 如果 
4 一 8 不 是 收 数 ,由 4.3 节 (6} 和 (7) 有 

Fa Ya ーC( 一 を) Plea Yr le tie 

オオ D(C 一 を) FF, +1 at+1lz 1). {7) 

设 arg( 一 s)| xiRe(2) 王 Re(z)、 過 当 | 一 co 時 ,(7) 式 右 方 
一 CC 一 z) “而 左 方 ,用 4.3 节 (9)? 式 ， 


\ 


Fla BY,2) — (1 2) 下 ay 一 アッ ーー | 


TO 一 a) 
TY ~ TC: 


~ (2) Fear Y= t zy 
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ー1 


闲 此 
C= TO - g)/P( ア ーー g)P(8). 
在 (7 式 中 把 a 和 8 对调 一 下 ,注意 CC 和 了 品 都 与 a,8 有 だ 。 即 


中 
ウー ote BT — a. 
因此 
> TOOT (は 一 g) 
Fo,Y,.z) 一 T⑦ - の FC8) 
バー) Fe ーー メト 1 ーー トト 1c 
PC 一 、』 ーッ ーー go 一 し ュ 
ey 一 の Te) を ) FiB,B ア 1 月 @ 十 1 を | 
(8) 
(larg( 一 2)| < mn. 


(8) 式 显然 不 受 Rego Ret3) 的 限制 , 国 为 它 对 于 ae 和 及 是 
对 称 的 . 这 式 可 用 来 计算 万 几何 函数 在 jz! 守 1 时 之 值 . 

本 节 的 (4) 式 和 (8) 式 .以 及 43 节 的 (9),.(10) 两 式 , 部 可 以 看 
作 是 超 几 和 何 级 数 的 解析 开拓 公式 . 


1 Ya Ba— gE 是 整数 的 情形 


上 下 的 G4) 式 只 适用 于 7yY- a g 不 等 耳 整 数 的 情 形 (8) 式 具 
适用 于 a 一 六 不 等 于 整数 匆 情 形 .因为 当 7Y -a 一 B( 或 者 a 一 2) 为 整 
数 时 , 作 z 二 1( 或 者 x 二 <) 的 第 二 解 - 般 含 対数 項 く 見 4.4 他), 对 
于 这 种 情形 ,用 上 节 的 简单 方法 灯 求 在 不 同 点 的 解 的 关系 时 会 发 
生 困难 , 国 为 对 于 含 对 数 项 的 解 没 有 与 4 7 节 (3) 式 或 (4) 式 相当 
的 公式 . 这 间 题 可 用 巴 由 斯 的 积分 表示 (4.6 节 》 来 解决 沁 

先 看 当 & 一 8 一 (Gn 一 站, 121. 呈 时 上 节 08) 式 的 修改 . 

根据 4.6 节 (9) 式 ,有 


全 ”当然 ,在 一 一 记 或 * 一 六 不 等 十 尾数 时 ,这 方法 也 是 适用 的 ,于 扩 这 屋 一 个 
较 普 凯 的 方法 . 
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Cy) :2) 
I tat DDG ED 、/ 
= 吉 プイ 3 T て 一 ふう (一 を )ds (1) 


(larg( 一 2)| < ry, 

共 中 的 积分 路 线 须 使 (一 s) 的 奇 点 在 基 右 .T(g 十 55Tg 十 ふ 的 奇 
点 在 其 左 . 当 w< 和 8 不 是 负 整 数 时 ,这 种 路 线 总 是 存在 的 ( 见 4.6 
节 (4) 式 之 后 ). 现在 这 样 来 计算 (1) 式 右 方 的 积分 加 上 一 个 在 虚 
轴 之 左 . 以 :二 0 为 中 心 , 半 径 等 于 玉 的 半 调 Cn. 若 Ro っ , 但 保持 
Ca 不 通过 了 ta 十 TCB 十 5) 的 任何 极点 , 叮 仿 4.5 节 的 方法 证 明 当 
1z| 关 1 时 ,在 Ce 上 的 积分 值 一 0. 因此 .C1) 式 右 方 的 积分 值 等 于 
被 积 函 数 在 Tta 二 TT(8 十 5) 的 极点 处 的 残 数 之 和 , 当 gs 一 ロー が 时 
《 设 7 了 ~ 不 千 于 整数 )， 

有 十 了 一 一 下 全 二 0,1,2,-… 一 1) 量 一 朋 概 点 , 

月 十 一 一 上 (= mm 十 1,-…) 是 二 阶 极点 
(车 m==0, 则 金 是 二 阶 极点 }. 因此 


wm 一 1 = 
tet ?Fra,9,y ,zy 一 DR 十 RL, (1) 
ニー k=m 


Tr) 
四 | TOBT mi DBT ,ys 
Ri= lm ts+ A ト #) PT sy LC s)C— z) 
TOm 一 まう (一 うう) gk 
ー rT + 2 
Ri= lm d 
rr CS 
TBFmi ITB)n ,Ls 
ts 十 记 十 让 )? Ts DC— s)C— を) 
《一 和 T(g 十 まぁ ) 


ーー ジー 加 
ー ーー 2) {PR mm 二 1) 


十 二 二 1) 一 $B 一 Po) + ln(— 2)). 
在 41? 右 方 最 后 的 和 数 中 把 上 换 成 不 十 严 * 并 注意 a= 二 8 十 mx ,得 
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TY Cm 一 页) J 
Fle,B,Y,z) = Fea) 《一 如) うた 一 ょ 
TO ーー ーーY Bm 4 
tt Fro A > kilR Fm!  “ 
Xx {RD 二 1) plat k) 
ー ゆ (アーg 一 *) + ln 2)). (2) 


(ae 一 有 一 zi 一 0 257 一 8 天 整数 ,天 负 整 数 ,|arg( 一 =)1 < 
lz|>1 当天 一 1 时 ,去 掉 有 限 和 .) 

路 作 演 算 , 可 以 看 出 (2) 式 右 方 是 在 *= 一 cc 的 两 个 基本 解 的 线 
性 组 全 (参看 4.4 节 (197 式 )， 

当 アーgs 一 等 十 整 数 時 , 要 得 到 F(e,8,Y。s) = テ 1 处 的 基 
本 解 的 关系 ,需要 用 到 巴 息 斯 引 理 : 


i Tat TB IPO — DT 一 ds 


Pm 


_ Ta t ioeat ORB TB 9 ， 
ECa 十 及 十 7 十 人 ) 


其 中 的 积分 路 线 须 使 TCa 十 TC(B 十 s) 的 奇 点 在 其 左 ,T(7Y 一 s) x 
FS 一 裤 的 奇 点 在 其 右 5 设 各 个 了 函数 的 奇 点 不 相 重 )， 

(3) 式 的 证 明 旭 下 , 令 世 为 在 虚 轴 之 右 的 半圆 ,同心 在 * 一 0， 
半径 为 6. 若 o 一 co 但 保持 C 不 通过 TC 一 TC(3 一 ;) 的 奇 点 ; 则 
当 s 沿 虚 轴 或 者 在 C 上 超 于 -时 ,由 工 画 数 的 渐 近 展开 式 (3. 21 
节 (5) 或 4.5 节 (5)) 有 

te 十 5)E(B 十 SP 一 SRERIO 一 5) 


Te 十 FE(8 十 5 う 
_T ロ 一 タ 十 sFC1 一 す 十 5 


= OtHtrte ?exp{— 2xllmtsy|}), {4) 
故 (3) 式 中 的 积分 是 收 全 的 , 且 当 Re(e 十 十 ア 十 8ー1) ご 0 时 ,在 
半圆 C 上 的 积分 值 随 p-> 吕 而 趋 于 0. 因此 ,(3) 式 的 积分 值 ,用 I 
表示 ,等 于 被 积 函 数 在 (7 一 sD06 一 +s) 的 极点 的 残 数 之 和 : 


(3) 


"TXCSCY( ア — sycscCT( ヴ 一 5) 
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7 マキ ト PCB -Yn 元 
ーー nC ーー キト メデ ra) sirtr(9 一 7 


+ Pte ys ト #) て 
Tel nC -Yn) sin 和 (ダー9) 


0 [Te ーー の わ の 
sinrt DI TO 一 6 十 7 
Xe 十 ?8 十 71 一 6 十 7, 1) 
Pe 
rT テト F(g 十 @ 誰 二 す 1 一 アア 9,1) ) 
x [re + TORN 
”sinrfG 一 7Y)1 T( 一 B 十 ア ) 
PC 一 6 十 ?OP 一 ae 一 有 一 人 
Tr(1 一 8 一 eST ロ 一 8 一 の 
Fe 土 9T づ 土 す TO 一 7 土 め TQ 一 *ー』ー タ ー め 1 


x 


(1 一 アー8) Tq YT YA i 
Pda? -©| re + DE + | 
ST 一 ず ) TU 一 3 一 aiTl 一 人 一 月 


Ft(g 二 9 の TE ば 十 9) | 
PPC - - ア ー め )! 


Te 十 ITF Ta Ft AIT 6) 
~ sinx(ld Tsinmta + 8-7 二 SDe 上 刀 十 アア 十 ⑧) 


x lsinxtat Ysinxt8 + 6) - sinw(g 二子 )sinr( 如 + 7)} 


Te 士 の T(8 十 7)T(e 十 の T8 十 9) 
ー la 上 ガオ アー の ) 


Xx icosr(e 一 玉 ) —crosrla |- B+ 29) 一 cosr(g 一 8) 
ーー cosrfta 一 一 2 が )r/fCosrtng 十 月 十 2Y) 
一 cosria ポト 28)} 


T(e 十 NTR ト の Te 士 め T は ば 士 9) 
ーー TFTfe 十 月 -YY 十 人 


(3) 式 虽然 是 在 Reta 十 8 十 7 十 8 一 1)<0 的 茶 件 下 证 明 的 ,但 
这 式 的 两 边 都 不 受 这 条 件 的 限制 , 故 只 要 各 工 函 数 的 极点 不 相 
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重 ,(3) 式 总 是 成 立 的 . 
又 ,在 (3) 式 中 仿 5 一 1 十 & 才 为 任意 实数 ,并 把 ,8,7,G 依次 
枚 为 a 一 上 ,BB 一 户 ,Y 十 上 ,BS を , 得 
1 


2 - 


Pe 上 の TB 上 の TP ツ ター の PTG — の dz 
Ce 十 2OTLe tT + T+ 9 
Fe 十 及 +7 十 8) 
积分 围 道 应 使 T(ta 十 TT(8 十 由 的 极点 在 左 ,TCY 一 DTC6 一 /) 的 极 
点 在 右 . 
现在 来 求 在 7Y 一 a 一 8 二 一 mn (m= 二 0,1 ,2 中 Fta,3,Y ,2) 
与 在 * 一 1 处 两 个 基本 解 的 关系 .利用 (5 把 (1) 式 写 为 


et AR (a, BY) 


和 了 十 (BT (一 s) 
|, TF 十 了) 


(5} 


(— syds 


= | | Tia ~ の TGB 十 の 
は 


roo 2mi 


a TE- 0) ーー 
XT プ ヴー ター ロー の FT 一 アーEy ニー mt を ) "ds. 


变换 两 积分 的 次 序 ( 吃 要 适 举 选 拌 有 ,可 以 证 时 交换 是 合法 的 ,得 


Perc 
Ft ア ) Fle, BY,2) 


1 Eee 上 OF(8 二 の T ツ ーッ ーー の 。 
oxi 。 。。 Por — oP — 8) 


x コト Te 一 の (一 う ( 一 eyds, 
rl 
接 (1), 今 共 中 ニア, 有 有 


这 | TE 上 5T( 一 の ( ds ーF( 一 DF( 一 7. は.8.* 


PD Tk “| (- sy 
rm な Fi 
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=T( Dd — zy, (6) 
其 中 (1 一 sj 在 一 0 处 之 值 为 1. 因此 
ODE 8，y ss) 


FC) 
_ 1 FTWTe 土 TFTG8 十 DTC ニー ゥ eg 一 BBー の FT( 一 の お 
Zi に PC 一 et 一 及) 
x (1 一 sydt (7) 


(larg(1 — 2)| < x). 

右 方 的 积分 可 以 仿照 证 明 巴 恩 斯 引 理 的 方法 用 残 数 的 和 来 计算 
当 |arg0 一 xz) | 过 zt ,而 且 |1 一 z | 之 1 时, 右 方 积 分 等 于 被 积 函 数 在 
TY 一 a 一 8 一 (一 疏 的 极点 的 残 数 之 和 的 负 值 . 如 果 7 一 sa 一 中产 
丫 数 , 则 这 些 极点 都 是 一 阶 鸭 必 二 0,1,2…), 算 出 的 结果 同 于 4.8 
节 (4) 式 . 当 Y 一 a 一 记 mlm—0,1,2,)H,t—n—m(nm0,1, 
… 更 一 ] ) 是 一 阶 极点 ,1 一 nCx 一 0,1,2,*…') 是 二 阶 极点 .一 阶 极点 
的 残 数 是 


Tlata— mC ター Cm を 
TY — A 


x lim tt 好 mC— mm t} 


オー ロー 


_ Taw nl m) 
T( ア ダー g)T( ア テー 8) 


X la mp mm 一 (1 — “= 


{a 一 mB Oo mm), 一 
一 nll my TCzD(1 — 2) 


《因子 一 a p= mm); 


二 阶 极点 的 残 数 是 
Tie Fe 土 DTG8 十 のり T の 一 の (一 の 1 
de DP 一 oa 一 有 | ie 


et nC を" 
《2 十 mlInITY 一 afy A) 


= (一 )* 
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X (ple キト る トー を 圭二) 
— gn) tln(l — 2)). 


因此 
、 Em zx} ™ 
Fla,B,Y,s) 一 rayr op) 
や (a — mJ (ヴー mn, 2 
< ni — 12), 


是 二 各 


m+ 1 3 2 
+ re TB 而 包 te の 
(pe tn トト 戸 寺 n リ ーー まま 1 寺 m 二 rn 
一 + lnctl — を 2} (8) 
《一 4 一 站 一 一 站 (天 二 012 和 有 0 一 1 一 2 jarg(1 一 
を ) | < 人 1 一 z| < で 1 ; 当 m= 二 0 时 去 掉 其 中 的 有 限 和 ). 
略 作 演算 ,可 以 看 出 (8? 式 右 方 是 = 一 1 处 的 两 个 基本 解 的 线 
性 组 台 ( 参 看 4.4 节 (18) 式 ). 
当 Y 一 * 一 有 一 站 (一 1 2 时 ,可 忆 利 用 4.3 节 (8) 式 .从 上 
面 (8) 式 得 到 
Fag」 お アデ を ) 王 (] 一 FY 一 gp。 ア ダー EB, Ys) 
ー PCz)T(⑦) > (@)。( の )。 
Pe mE mm) nt 


(TO Ge" Cy Ce mB + mm) 
Fiore て? ntm 十 z)1 
{tl zy {ge mn 二 mn 
一 女人 十 由 十 中 y(tl 二 nn) 二 lntl Cz)}, (9) 
其 由 1are(1 一 = <， 站 一 z | 之 1;a 和 不 等 于 零 或 负 上 整数 . 
当 gl 或 妃 也 是 全 整数 时 ,上 面 得 到 的 公式 (8) 和 (9) 都 将 化 
简 , 因 为 这 时 下 Ca,8.7,z) 是 一 个 多 项 式 一 一 雅 可 毕 多 项 式 ( 见 下 
节 ). 以 (9) 式 为 例 , 设 z= 一 s,s 是 正 整 数 ,8 不 是 负 整 数 . 车 sm， 
则 右 方 第 二 项 为 0, 因 为 1/TCo)=1/T( 一 sy)=0. 于 是 有 


(1 — を 


ご は 


十 
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[Ca CY) 2 (一 うお )。 (| ey 


Loam 一 SEC BF) nC — mm), 


ーー Cn ty) ド 
Pm tm + g) 


(GG= l,m tm. 
车 5 宇 m; 则 因 1/T(e 寺 訪 ) う 1/T( 放 一 テー0,(⑲⑨) 式 方 第 一 
项 为 0, 第 二 项 只 剩 下 
(TO 2 e+ mp +t mm) 


Fi— HY 一 


FC— s,B8,1 ーー が 1 2} (10) 


PT 人 on 十 7 
X TYL 一 zf(a 十 7 十 天 )|。 
在 这 情形 下 
gg 十 二 十 天》 Hl a mm oreotre 


Hm La) rt nT 一 g)simnre 


一 【一 ?Ts + 1), 


【一 六 PTXK ア DTC* 十 1) 


Fl— SB, Fs) 一 PC (1 一 2)™ 
ME 十 7 二 11) Fr 
x 2 Ca ny (1 一 を ) 
ー ミー が LOT で 十 1 」 と )" 
pa11( 如 ) ー 
兴 下 [一 5 十 诉 , 且 十 下 ,1 十 六 -2) 《]17》 


(= Om Gs 
4. 10 ”有 雅 可 毕 (jacobi) 和 多 项 式 


超 几 何 靖 数 Fla,8.7Y,z} 休 a 或 等 于 入 束 数 一 x 时 是 一 个 
多 项 式 , 称 为 ”次 雅 可 毕 多 项 式 ( 或 超 几 何 多 项 式 ): 
- - ュ ー mn t 24 本 
F( 一 nd Y= や 人 


ま ニ ロ 
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Cs 
许多 重要 的 名 项 式 ,如 勒 让 德 多 项 式 , 特 种 球 客 项 式 ( 均 见 第 无 
章 ) , 切 比 谢 夫 赂 项 式 { 下 季 J) 等 ,都 是 雅 可 毕 多 项 式 的 特殊 情形 . 
求 和 公式 一 在 (1) 式 中 令 *=1, 用 4.7 节 (4) 式 , 立 得 


アー = F(C YD 
まこ 1 


ー > ) 01) 


1 ます て (7)」 
OY 一 有 十 za) (アー BD (2) 
TY 十 AT 一 有 (7)， 


积分 表示 和 生成 函数 . 由 下 超 几 何方 程 对 a 种 8 是 对 称 的 ,在 
4.5 节 (2) 式 中 把 和 8 对 调 一 下 , 仍 得 一 个 积分 解 式 


wle) 一 [aid A ep) dE 3) 


没 e= 一 94, 职 人 局 为 正 向 线 1==0 点 一 周 的 围 道 ,*= 1 和 zz 一 17z 
在 各 外 .规定 当 z=0 时 (1 一 zi 一 1 , 则 只 要 > 侣 小 ,使 在 避 上 
(zil< 1 有 


ロー の メー ニア | (sp 
代入 3 ぅ 式 右 方 , 得 
I ロ In | 
nl _ ょ 7 キー ュ 1 | 上 gt 
| a | 一 sd 


一 5 | っ (一 | TO ー ーーー1dz 


に HE 


ー | 一 | ーー 2m dt テキ ョ ー1 
| 让 it *) (I dtl の =n 


omvl BI, , FP 2) " 
= | 』 区 ATITCY 十 有) 


(一 )7TK ア 十 2)2ml CD La 
ー ri De 网 の 。 
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(TY + nyom 
ー nT 


Ft npr,r), 


因此 
Fr 一 な っ ば 。 ア と ) 


Ns t0 十 ) 
その 0 一 の の 


1 一 1 和 :二 1/z 在 国道 外 , larg ロ ーー ので 生 当 ェ テ 0 時 (1 一 sg うず ー 
1T 誠 0 ょ 1 ュー タ に ツー ュー タ 十 1. 
在 (4) 式 中 令 1 二 vitv 一 1), 得 
CRP tT を) 
nl ow) [led ー eg “| ” 


一 2 ll (5) 
国 此 有 
ーー ew] 『 
= >) と の )。 F( 一 お アゲ を) C6) 
r=0 
左 方 的 画 数 是 雅 可 毕 多 项 式 的 生成 函数 定 . 
微 商 表示 在 (5) 式 中 把 wv 接 成 (wv 一 z) /wv(1 一 2) ,得 
(FFC— nT ,2)} 
fr 十 ) ポー ザー キョー 1 
EC] tA | 9 ーー mr dy (7 
由 此 得 
ドー ば 。 ア を う 
一 キロ ーー 中 je 一 2 人 (8) 


正 交 性 一 一 把 g 写 作 +4 难 可 毕 多 项 式 ro 一 下 (一 下, 声 十 好 
xx) 满足 微分 方程 (4.1 贡 (1)) 


中 还 有 其 他 生成 滑 数 , 参 厦 Erdelyi (1953) Val. II、p. 172, 公式 (29). 该 书 用 
Ptr) 宕 示 雅 可 毕 儿 项 式 ,与 本 书 定 尖 的 差别 见 下 面 (16) 式 ， 
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Pa 十 kz 十 pw, = 0. 


a? 
z(1 -- る) コー 二 fy 一 (十 1)z] 
或 者 .写成 自 伴 形式 
| — eg] ln pe 一 cw, = 0. 


(9) 
设 ws 二 FC( 一 myp 十 ;7Y.z) 为 与 ww; 有 具有 相同 的 #$ 的 另 一 雅 可 毕 
多 项 式 ,满足 方程 


a gt + mm pe Dg, = 0. 


《10) 
以 w。 乘 59) 式 ,rn 乘 (10)? 式 , 相 减 ,然后 由 0 到 1 求 积分 ,得 
el _ て] 一 ee 一 mol 
7—1 ーー rpーT 一 n ME 
tm 41 の ds mtm + お) ーーntrn 十 あう) sD 
C11) 


设 Re(7 守 0,Re(p 一 7 二 1) 一 Re (CP 一 4 一 7 十 1)>0;, 则 当 关头 
时 ,11) 式 右 方 等 于 0, 故 有 


eee — sz de = 0 (tm 关 mm. (12) 
这 个 正 变 关系 也 可 以 用 48) 式 通过 直接 计算 来 证 明 ( 见 下 面 对 m= 
g 的 计算 ). 
当天 一 由 时 ,利用 58) 式 ,注意 8 二 pn, 得 
,一 ee ー sz) "de 


1 n 
= ee td dz 
换 部 求 积分 次 , 注 意 到 条件 Re(Y)>0,Ret ヵ pー ア 1)>0, 得 
Tc ア ) 
Poin) 


SPO) p+ 
FO の "1 


1 于 
が 。 《 | tC 一 tr? Tw 
0 dz 


1 
ーー et dz 
Ll 
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(用 1) 式 ) 
ゆ 十 z)。T( の TO キョー タ 十 1) (13) 
一 [7 Tp+ 2 十 1) ー 


按 正 交 多 项 式 的 普 访 理论 ?, 雅 可 毕 多 项 式 Fi 一 np 十 4 ,7， 

xD) (2 一 0 1.2， ?在 区 间 [0,1] 中 构成 一 完备 的 企 京 函数 组 , 权 为 

を 1 を が (Re(7) >0,Re( ぁ ー メ 1) 有 >0)」 任 何 一 不在 [CG, 1] 中 

平方 可 积 的 函数 人 ze) 可以 在 平均 近 伯 的 意 計 下 用 FC np 十 ヵ n 
7y,x) 展 成 级 数 

f= Sat— np Ye, (14) 


r= 


其 中 
an 一 | OFC pn) de (15) 
雅 可 毕 多 项 式 的 另外 一 种 常用 的 定义 是 


power) = | Fl nntatBtletl,! | 
RR 
(16) 
令 其 中 的 z= 二 1 一 2z,a==7 一 1,8 二 p- 7 ,得 
。 ア ーー11 
Poetry = CEC np + ny,2). (1?) 


Pe Cr Cn 一 0.1:2;…) 是 -个 完备 的 止 交 婧 数组 ,区 问 为 
一 1 过 zx 委 十 1, 权 为 和 一 cf 二 DIE 


4.1i 切 比 谢 夫 (de5bmea) 多 项 式 
切 比 谢 夫 多 项 式 (第 一 类)T,(z) 的 定义 是 


Ti tx) 一 COS( arc COS 7). (C17 


P 参 者 , 例 加 , 本 朗 项 伯 尔 特 必 数学 物理 方法 1, 卷 : .第 二 意 . 


2 扔 一 常 肝 的 是 关 基 T= Tost BT CO +)。 使 最高 内 方 x" 的 系数 为 1. 
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令 7 二 cos8, 于 居 
T(z)= cosnd — Rete™) = Ref(cosd + isin の )*「 


一 Re ぶ | "| cos™ "Bi nd) 
0 


sg] 
nr 
1 


是 = 中 


COS™ 2 ng 


i rr 2 ] ーー TI) 


| 
i 

~ 
A 


= 
| ， ます ュ ， 
| 一 中 \ 下 
2 中 中 [= 名 中 (一 六 和 
fn] 和 ， | 
前 


ー ジジ 24 
Di] 下， 
站 
= シー | IM 
用 3.6 (8),T 画数 的 倍 乗 公式 和信 式 
TA5/T( ス ーーs) = Cl — A), 
以 及 4.7 节 (4) 式 ,得 


| 


テー 


Ln 2] i すき | 本 
iniigk|l | 中 十 让 
opl lil opal 1 
Fs ls 
a (十 :十 1) 
れれ の giPgー 2 を 一 27 ト 1DPC2& 24+ 1) 
ja ミコ _ ーー 1 ーー 
0 の rl すす +r 7ー を IT スキ ュー ルー を 
HT 
ー agrl+ + rt キキ ュー 
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ーー 上 ー 
1 r| 二 | Pen の 
1 
| 
1( ケ ーー リー 1)! a (カー リー 2 

ーー ggm1 タ 一 ZZ)ITC(z) 2 tiltn 一 22)1 


国 此 
下 て >) 本 ed / ln 1)! 2 テーZ(z > 1) (2) 
いそ = ぁみ かみ ー25) いと を デュ ナル 


=0 


nr bre wr rll 
Ti+ Tn 2 十) +1 


注意 其 中 必 的 系数 为 2 下面 给 出 前 6 个 了 ,zxz) 的 表达 式 : 
Tl =1. Te) ニテ Tolx) = 2 テー 1 3 
Ti(z) ニ 4 ポー3z、 T(x} = Br 一 8r2z 十 ]， (3) 
Tilz) = 1675 - 20z7 十 52. 
切 比 谢 夫 多 项 式 拨 满足 的 微分 方程 可 以 很 简单 地 时 出 如 下 : 
令 y テ T。(z)ーT。(cos の ) 王 cosz の 。 刀 | > 満足 


dy 
3 を エッ ニー0. 


回 到 变数 ゃ 笠 


2 
(1 x*) 9 一 并 和 十 niy 二 0. (4} 


令 z 二 (1 一 zx)/2,(4) 式 化 为 起 几何 方程 


diy | 
を (1 ーー を) a + | ; 


| d 
一 ?| 二 ny = 0, (5) 


参数 为 a 一 一 n,8 一 ,7 一 1/2, 由 4.3 节 (2) 册 (3) 得 方程 (5) 和 的 两 


个 线性 无 美的 解 : 开 | 一 wm 二 | 和 zl 下 一 "十 六 ， 
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十 本, 字 vz 外 .后 者 不 是 多 项 式 , 故 必 有 


T て テ ) = CF| 一 am の | . 


令 zz 一 1 .得 C=T,C1) 一 1, 故 


Tu = E| 一 チエ ーー (6) 


由 此 可 见 切 比 谢 夫 多 项 式 是 雅 可 毕 多 项 式 的 一 个 特例 : 8= 
が (カー0). ア ツー1/2. ヶ 王 (1 一 テ )/2. 

下 面 是 T,tx) 的 一 些 重 要 性 质 ， 

1. UM 4.10 节 (8) 式 有 


Tx) 一 《一 入 (1 一 DE a ー xz) 二。 (7) 
TT 


rT 
2. 正 交 性 和 归 一 因子 一 一 由 4.10 节 (12) 和 (13) 得 
| 妊 ピー ris 
1 
| TeDT。C の 1ー の dz ニテ メー カー0。 (8) 
一 1 
T r= ニー D0. 


这 结果 也 很 容易 由 + 二 cos8,T,(x) 二 cosn8 证 明 . 
3. 下. (zx) 的 生成 函数 一 4. 10 节 的 公式 (6) 不 能 用 ,因为 现 
在 8=w. 仍 利用 当 xz 二 cos8 时 工 ,(z) 一 cosz8, 很 容易 证 明 


ーッ ンー メー TC 《9) 


因为 当 计 1 时 


XT (x = Scoszg ‘= 六 Eee 十 (te er] 


于 一 站 


| 1 エ 1 ] 
ーー 2 キモ 1 一 re の) 1 一巡 


1 一 twosd 加 ] 一 x 
ー1ー2eosg 十 ど 1 一 2 十 在 
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(9) 式 无 方 称 为 Ttz) 的 生成 函数 出 . 
4. 递 推 闫 又 一 一 当 x 入 1 时 ,由 T.Cz) 一 cosn2, 很 容易 推出 
Tt 一 2zTokr 十 了 az = 0, (10) 
为 cos (nn 十 1)8 十 cos tn 一 1)0 二 2cos8cosn#., 但 (10) 式 是 一 个 代数 
恒等式 , 故 对 于 任何 x 值 都 成 立 . 
有 类似 的 方法 可 以 证 明 许 多 其 他 的 关系 式 , 例 如 


(1 一 xiiT' Cr)= TC TCC) ] 


= n[T, Cx) 一 TE)]. (11) 

5， 在 区 间 一 1 所 + 所 1 中 ,与 具有 实 秒 数 而 且 最 高 次 方 的 系数 
为 2( 同 手 T。( な )) 的 所 有 其 他 ヵ 次 争 项 式 相 比 ,T(x) 与 者 的 最 
大 差距 最 小 . 

这 定理 的 证 明 则 下 : 在 一 1 所 所 1 中 T, (x) 二 cosnd Cz 一 
cos9). 央 此 T(x} 的 绝对 值 与 零 的 最 大 差 上 中 为 1; 这 些 最 大 差距 出 
现 症 抽 二 xin 二 C01 yn 的 那些 点 . 今 Xs 一 COsB, 。 則 当る 为 个 
数 时 Treo 一 1 为 奇数 计 Ttzo)= 一 1. 设 有 另 -- 实 系数 的 ”次 
多項式 Ro(x), 其 最 高 次 方 的 系数 也 是 2?', 则 了 T,{5) 一 R(x) 是 

-个 人 一 1 次 多 项 式 . 妇 果 只 与 零 的 最 大 次 距 小 于 Ttz) 与 

零 的 晤 太 差 距 , 则 在 cy 庶 点 ,有 

Tr) 一 Ra > 0, 

TT) ーー RT < 各， 
这 表示 多 项 式 本 ,Cx 一 RG) 在 一 1 所 x 把] 中 至 少 赛 号 次 ,办 之 
全 少 有人 條 宣 点 , 曽 送 呈 名 T( テ ) 一 Rs(z) 丸 ヌー1 次 多 项 式 相 闻 
盾 的 . 因此 R(x) 与 守 的 最 大 差距 不 能 小 于 TT,(r) 与 专 的 最 大 苦 
距 , 


英二 Tr) 的 其他 生成 画数 , 参 者 Erdelyi (1953)。 Yo:. MT, B. 186, 双 本 章 末 
二 大 1. 
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4.12 二 次 变换 


人 在 4,3 节 和 4.8 节 中 讨论 了 起 几何 函数 F(ta,8,Y,zx) 的 一 次 
変換 . 在 一 次 变换 中 ,参数 ;8.7 除了 需要 使 变换 式 中 出 现 的 超 几 
何 函 数 有 意义 外 ,是 任意 的 .也 存在 一 些 高 次 变换 ,把 超 儿 何 酒 数 
用 新 变数 的 起 几何 函数 表达 ,但 参数 a,8,7 受到 一 定 的 限制 (参看 
第 二 章 习 题 10,11). 

高 斯 和 库 末 曾 给 出 了 一 些 这 燃 变 换 的 公式 ,其 形式 旦 


x (Cl 一 +) FE) 一 だ (] 一 Ft EF nt)s (13 


共 中 zz 二 g(#) 是 代数 两 数 了 但 是 他 们 未 曾 讨论 这 类 变换 存在 的 条 
件 . 古 萨 (Goursat) 对 这 和 柯 题 作 了 详尽 的 研究 了 . 他 证 明 xz 和 :必须 
满足 一 个 6 次 方程 ,由 变 换 最 高 是 6 次 的 . 下 面 只 扼要 地 介绍 他 所 得 
色 的 美 十 二 次 变换 的 结果 ， 


令 


P= {rx}) "Fad,r,r), C2) 
由 yy 一 Flta,8,Y,x) 所 满足 的 方程 
d* 上 d 
ィ バ (1 ーー の L ア 7 一 (a B+ rl — opy=0. (3) 
得 所 満足 的 方 程 
2 
x {1 一 xz) 二 + mr 一 テ ) 和 を 


A P=, {4 


把 民 ) 式 正方 的 指标 写 为 一 p,- 49 是 为 也 后 把 粗 应 因子 汪 到 右 方 时 指标 成 
为 正 导 的 方便 ， 
WD Goursat, Ann. Ser. Ecote Norm. Sup. C2), 10, 3~142 (18811. 
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其 中 
メー 2 あぁ 十 ア 。 
m=2g a ナオト ローサ メキ も, 
4 ニー テ ( ゆ の 十 9 十 の (ゆあ 十 g 十 め の 。 5) 


C=p(p+7Y—1), 
4 士 有 お 士 と テ g@ 十 s 士 ガータ). 


如 果 对 于 变换 z 一 Yi) ,01) 式 成 立 , 则 己 , 作 为 上 的 范 数 ,显然 
应 满足 与 (4) 相 似 的 方程 


dp , dr 
(1 一) も を ーー 


+ CAP BT CP = 0。 (6) 
其 中 rn A B.C 与 的 美 系 同 隆 (5), 具 是 式 中 


的 志和 4 应 分 别 换 为 一 p' 和 一 g' ,因为 在 (1) 式 中 两 者 差 一 负 号 ， 
十 萨 证 明 能 够 实现 (1) 式 的 - 深 变 换 只 有 


ェ = (24 — 1 (7) 


和 宅 的 反 演 . 以 及 対 共 中 的 或 上 作 4. 3 节 表 2 中 的 变换 (这 些 变换 
把 0,1 ,oc 仍 变 为 0,1,oo) 所 导出 的 其 他 变换 . 地 外 ,4, 瑟 ,这 
国之 s,8,” ,还 必须 满足 - 定 的 条 件 . 古 萨 给 出 的 二 次 变换 和 它们 
特 反 演 列 干 表 8, 共 中 


メー ニュ 1 ュー アザ ア 。 
ーー アーe 一 再 、 (8B) 
?一 总 一 


分 别 我 表 超 几何 方程 (3? 在 它 的 奇 点 0,1,cc 处 的 两 指标 之 差 . 
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在 表 3 中 ,第 一 列 给 出 人 参数 4,g,v, 亦 即 a,8,7Y 所 要 满足 的 条 
件 , 属于 同一 罗马 字号 码 的 诸 变换 是 对 十 圭 作 (0,1,=)? 仍 变 为 (0， 
1,> ?的 变换 得 到 的 . 例 加 属 二 1 的 第 変換 テー(2 一 の 7 だ 本 以 
从 第 - 開 拠 + 王 (2 一 12* 拒 : 換 妨 1/7 得 到 ;第 三 变换 += 人 十 7/ 
(1 一 ?站 则 可 由 第 一 变换 把 + 换 为 17(1 一 1!) 得 到 . 属 丁 不 同 罗马 字 
号 码 但 在 对 应 位 吐 上 的 诸 变 换 则 是 对 于 工作 (0,1,50) 仍 变 为 (0， 
1、 ) 的 变换 得 到 的 , 例 加 的 第 -- 変 換 *ー(2g 一 174zg 一 1) 可 
以 从 工 的 第 変換 += ニ (2 一 1)2 拒 ょ 換 凡 テバ テー1) 得 到 . 

トド 面 挙 : 些 重 要 的 二 次 变换 的 例子 . 

例 ! ャ ーF| ae.8,a+B 十 方 *z| 属于 A=172, 即 上 表 中 卫 的 情 
形 ;4+ 才 一 0 一 172: 故 由 会 式 (5) 的 第 一 个 方程 ,四 一 29 十 
1 2. 让 刻 确定 g=0;p 则 是 任意 的 . 取 ぁ ー0, 財 (2) 式 的 満足 y 
所 满足 的 方程 
+1 z) 9 | ‘a 上 お ゴ 5 Ca 二 如 十 Dx | 入 一 apP = 0. 


作 変 換 三笠 ( せ ー の (見 表 中 W ), 送 方 程 比 放 


dn H 
(し ーー の ワー コート < ト ば 


二 一 (2 十 28 jr | 学 ー 4a8P = 0， 
亡 的 一 个 解 是 F| ze,2B,a 十 B+ 六 二 , 作 z 一 0 其 值 为 1. 另 一 个 解 
企 :+ 一 0 是 奇异 的 ,因此 有 变换 公式 
Fi Be 十 六 十 テコ 一 の | 
=F|20,28,a + B+ |. (9) 
回 到 变数 zx, 并 规定 当 r 一 0 时 上 =0,(9) 式 变 为 


Fla,Ba + 如 十 3 st! 


一 了 | 28.2 ,a 十 户 十 ラー (19) 


E#. 12] 
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6 i 
a 8 工 
CG— DF (Tt—Dap 一 一 
ロー る トー 7 エー) 2 一 
3 
0= ビ 
2 
= 
TDF, .GーD タ し 。.」 f+ 
可 一 一 
? 
sr vr rr: 一 一 经 
ttnF = (サー[) 消 三 ャ [ 
0= つ 1 本 1 
GD の ZF-Y 
ーー tT 一 5) I 
・ 「 二 。 |=* Tel る 
i 了 一 如 =! 
诈 其 疤 二 0=,) 


革 下 妆 届 局 纤 儿 这 这 一 明志 于 上 第 


i177 
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+t 六 
i 


一 工 


ヘー へ 


， | ュー ビル ゲ | 


| = 1 


;一 [入 十 1 
,一 人 | 


i ヘー! 


Et キ すん | * 


ビー 


た 


TX 


エー カメ ヘ へ + 
7 一 [ 八 十 f 


ーー だ PP 


TA 
1 ヘ 二 I 
cc 


g 


リー カル ルト 


= * 


| 


三節 


- ーーーーー 
ュー リナ た) 


‘和 六 于 韶 党 关 基 棕 记 溃 广 六 音 谢 归 中 得 ) 


避 秋 野江 


“至 
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这 会 式 也 可 以 从 反 演 变换 ( 见 表 中 碍 ?得 到 ， 
例 2 3? 一 Fa,8,28,r) 属 于 メー デリ , 即 上 表 中 的 情 形 : お 十 C 
一 6 十 2 一 2. 由 后 一 条 人 忻 用 (5) 式 ,得 gq 二 一 Cp 十 a)/2, 取 pp 二 0， 


则 一 一 as/2. 而 有 4 [2 “| ， ロー ビー0.7 28。g 王 1 一 束 
因此 ,车 令 y 一 一 xz) “P,P 所 満足 的 方 程 (4) 汐 


〒*(] 一 + [28 一 (B+ lyr]rtl 一 生 


+ う 18 一 JP =o. 
作 変 換 * テ 2 ツェ ルン テー ソテー1】( 児 表 中 K ), 尋 ティ /4( テ ー 


1), 得 


dP ユー dP 
:1 ~ 1) 4 ーー テト 18 > — (B+ De | 


ー 中 2 和 | = 0. 


F| ,8 ,B+ 让 ,I 让 是 这 方程 在 1 一 0 点 数值 为 1 的 解 


另 一 解 在 ,一 0 是 奇异 的 ， 放 应 有 
Fle, 28,z) 


ED 
基 中 規定 当 ェ ー0 時 (1 一 テ )- の の ニュ. 这 公式 也 可 以 肥 过 来 从 表 中 慌 
的 租 应 变换 得 到 . 
(11) 式 右 方 履 王 二 112 型 ,可 以 应 用 忆 10) 式 而 得 
Fila,P,2P,x} 


-Flap a | 
| 2 4 
(12) 
( 当 ょ z=0 対 ロー 0 1). 
由 (12), 用 4. 3 节 (9) 式 ,又 得 
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中 (ayB8 28,r) 一 [| -2 


x Floe— B+ - 8 上 ょ (ーー | (13) 
| 当 z= 0 時 。 バー ュー ュ | トキ ニタ z| 一 中 
MM ー マ ュ ー ェ ) 人 ル ュ キイ ロー ェ ) ,得 
Fl a,8,28. が 
= Ea ae 


其 中 规定 当 z= 二 0 时 0 十 z)* 二 1. 

再 利用 各 种 一 次 变换 (4.3 节 ) 和 开拓 关系 44.8 节 ), 还 可 以 从 
上 面 的 公式 导出 许多 二 次 变换 的 公式 . 例如 ,由 4.3 节 (9) 式 , 令 户 
ー タ すう 有 


Fl wa 二 プッ | 


= (1— x) Flay 全 1 ,7， 这 |, 
右 方 属于 三 1/2 型 可以 友和 上 面 的 (10) 式 , 得 
Fle.e 十 二 ,zj 一 


| ッ . マ ユー テ 一 了 一 上】 
(1] 一 r) F2027 Za 1, 一 | ， (15 ぅ 
2 パソ エー> : 
其 中 規定 当 ェ デー0 時 ロー ェ ) で ー1 
再 用 4. 3 节 (9) 式 ;得 
Flaa + r= | マー 2 

| 1 Mi 
x F Za,ge + 1— ア 」 ア ーーーーー ニ ーー ビー (16) 

1 十 TI 一 他 


18Q 特殊 函数 据 论 [4. 13] 


[| 当 = = 6 時. ソロ ュー ェ ニュ は カー ニュ 


又 例如 ,由 (9) 式 ,利用 4. 8 节 (4) 式 ,得 


F| a Ze t+ | 
rl< . 2+ rn 

1 2 : | es, 5 ,| 
rl< 一 全 ra+ 了 | 


Flz 二 8 十 テ IT| - 二 | 


TA 
xFle | う :P+ あう: (1? ) 


有 方 第 二 项 的 信号 是 根据 两 方 的 缘 数 在 x 二 1 之 值 确定 的 ， 

关于 其 他 各 种 次 变换 和 上 高 次 変換 可 参 考 Frdelyi 
(1933), Vol. TT, ppP，110 一 ]14 公 式 民 7 一 《047); 和 Goursat. 前 引 [ 
文献 ( 见 本 节 开 头 时 的 野 记 )， 


4.43 详 末 (Kummer) 公 式 以 及 由 它 导出 的 求 和 公式 


Pa ta- r+ S| 
F(g.。g コ 1 コキ gcgー 衣 一 1) = ー ーー』 (1 ) 
Pa to の rt テー 
可 以 从 下 面 的 次 变换 公式 得 到 : 
Fla,B.l 二 ャ ー ガ か) 
| | la 2 | 4z 【 
(1 - x) F| 5 ， 2 1 ユキ *ー あ ーー ry! 
(2) 


テー9 時 (1 な ) "= 1), 
在 〈⑫②) 式 中 念 ェ テ ー1 , 右 方 等 
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i tr | + ペー 1 
ra + eA 去 | 
一 2 ”一 
inie 土 1 
rr | 


但 由 3. 6 节 58) 式 


& 十 了 | Tet Dom 
み | 下 村 


故 有 (17 式 . 

《2) 式 的 证 明 如 下 : 它 的 左 方 属于 上 节 的 二 次 变换 表 中 メー ニュ 
即 的 情形 ;24 一 C=0,2! 十 m 二 2. 由 后 一 关系 ,用 上 节 (5) 式 ,得 gq 
一 一 (2p5 十 ao 取 问 =0, 则 = 一 一 a 故 全 FIaB 1 二 ea 一 ,rr) 一 (1 - 
Xx) "P, 得 了 所 满 是 的 方程 


2p 
(1 一 + [lao—Bo ti at Bx] 


Xx rel dr な (2 ローg 十 1)r デ テロ 0. 
dr 


今 テ ニー4 テ r バ 1 ユー テ ) 婦 エー リコ ーー ェ ー 1 カー ェ キト 1 得 PD 
的 方程 


ef 一 『) 


dp 
dr 


一 [+a 一 B - [z が 十 1 | 


+ ep 


P| 和， 二 和 -2,1 +e~…B,t| 荐 这 方程 在 1 二 0 之 值 为 1 的 解 . 故 有 
(2). 


0. 


由 库 末 公式 61)? 可 以 推出 下 而 两 个 求 和 公式 
| 1 ile+t+a8| 
Fl 。 8 土 @ 士 』 1 | ー FI 2 IT _ 2 + 
| 2 2 1 rr A 


(3) 
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了 | 2 本 


| 


一 ー 7 十 Fa 1 ー. (C4) 


因为 由 4. 3 节 (9) 式 有 
Fe — B72) = (1 — 2) FT アー テー | 
念 = デー1, 得 
Fl か 7 テー Fe ツー の カー. (5) 
仿 7Y 二 中 十 e 十 B12, 用 库 未 公式 (1) 和 TT 函数 的 售 悦 公式 (3. 6 节 
8) 式 ), 即 得 3) 式 . 
(3) 式 也 可 以 由 上 节 (17) 式 令 z 一 0 并 把 。 换 为 人 .8 换 为 而 
得 到 . 
在 (5) 式 中 仿 8 二 1--a, 得 
Fl e,1 一 ey ,| = 2TCey 二 ae 一 17, — DD 


= 2F( ア キタ gー ay, 1). 
用 (1) 式 和 T 責 数 前 倍 乗 公式 即 得 3). 
还 有 一 些 类 似 的 公式 可 以 从 想 几 和 何 函数 的 变换 导出 ,uj 参看 
Erdelyi (1953). Vol, 1, p. 104, 公 式 (46)- て 55)、 


4. 和 4 参数 大 时 的 渐 近 展开 


超 几 何 函 数 Fia,p8,y,z) 在 = 一 co 时 的 性 质 完全 可 以 用 4. 8 节 
《8) 式 或 者 4. 9 节 t2) 式 的 开拓 关系 表示 出 来 ,其 中 的 级 数 是 收效 
的 、 

本 节 主 要 是 讨论 Fka,p,7,z)? 中 的 参数 g, お 7 赵 于 = 的 情形 . 
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先 看 当 Bs 固定 責 1 六 一 ce 的 情形 . 如 果 EE ,由 超 几 何 
级 数 对 任何 不 为 零 或 负 整 数 的 7Y 值 都 居 收 伐 的 . 设 |arg7Y | 所 7 一 6， 
>0, 利 用 下 昂 数 的 渐 近 展开 式 (3. 21 节 (5))， 世 匈 当 :| 一 ce 时 


Fa,p,7,z) 一 1 十 1 -二 


a CB 
OD 


如 果 是 Retz) co, 则 可 证 时 (1) 式 在 |z| 之 1 且 |arg( 一 =)| 
太一 ge 时 也 成 并, 先 傍 设 1z | 过 1, 则 
- DE Cop) 。 
MHZ -> Rr ーッ RI 


上 -n+l 


i (1 ) 


apt titan 点 十 4 一 上 ， ・ 
= 本 
-也 二 DTY er リッ 


利用 美和 ューFAT を エッ エル の ーQTa エ DF エッ 
1)/T(A) 得 

PTO) Fe 士 a 士 1DF(8 お 十 z 士 15 ,+ 
FT PY 十 于 十 1 


KG n Df +nt De 
Er 


Pi BY z= 


由 3. 8 节 (17 和 (3)7 有 


1 
| (1 一 etdy = Er DG 十 于》 
人 


Ta 十 を 十 2) ~， 


代入 上 上 式 , 得 
_ _ PF の ) Te 十 二 十 13P(8 十 于 十 1) 
を ロー Por IT(Y 二 十 1) 


1 
x | Fatat 8 tnt 1 tt sds 
p 


当 Re(7) 一 吕 0 时 ,Re (7Y) 半 Re (8), 若 同时 取 足够 大 ,使 Re8 十 
nn) 半 0 ,可 用 4.5 节 (6) 式 而 得 


Pye +n lst 
rt OD — BY 
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1 nl 
4 | | Im 一 の に た 1 ~ s)"(1 一 se) 7 "ldsdr, 
9 


a 


其 中 |arg(1 一 2 | 所 nz 一 2,.6 守 0,1z| 太 RR, |z 一 1 | 之 r,R 和 和 r 是 尾音 
止 数 ,Rr, 仿照 4.5 节 中 的 作法 ,可 以 证 明 在 z 的 这 个 区 域内 

本 一 
其 中 5 和 ce 分别 是 8B 和 YY 的 实 部 ,4 是: (01 一 stz)“"! | 的 圭 界 ， 
只 与 a 和 和 有关 .由 此 得 


PO Coa) re") YD © 
Int mT Md 
Cen n+ Ma" | ; Ty) | Tc 一 め ) 
Cn + DI IT 一 BIT tat1y 


利用 了 函数 的 汤 近 展开 式 (3. 21 节 (5)) 来 计算 后 面 两 个 人 两 数 尖 
子 , 得 

pa Sp Bom) i 7 リア | を ーー 
令 e 王 argY. 役 arg7. EZ2ー み 90, 叫 Zi アーcose デ 0, 国 此 当 
テーep 時 | に 信 | “ 是 有 界 的 , 商 有 gg コーO(e リリ うー の (|IZ| 7 うう. 
这 就 证 明 , 当 Y 一 2 面 largY | 之 x/2 一 之 mw/2 时 , (1) 式 在 漆 止 实 轴 
从 z= 二 1 到 吕 制 开 的 x 平面 上 成立 . 
上 面 的 结果 虽然 是 在 x 中 通 大 的 条 件 下 得 到 的 ,但 (1) 式 右 方 
的 渐 近 展开 式 中 的 每 一 项 在 Yo 时 都 必 の (7 うー ロッ 2 っ … い か 、 
故 ” 须 足 体 大 的 条 件 可 以 取 请 . 

麦 東 月 伯 (MfacRehert。 Proc, Edinburgh Math. Soc., 42 
(1923) pp. 84…87) 普 证 明 (1) 式 在 > 的 更 广 一 些 的 范围 内 也 成 
立 , 这 范围 是 一 一 p<argY< 之 上 Pp. 其 中 8 是 个 锐角 (二 0) ,其 
太 小 与 > 有 闫 ,re |args ，， 

当 a が 0 ]， po 和 z 轿 定 ,HDs<zs1 ,而 有 22 时， 


有 
Fla, A Ye)= Fla,B,Y, Pe/P) 
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ーー (g ) (ey 
一 | > ーー ロー 
> 1 (7)。 oD]. 


于 性 ,应 用 合流 超 几 何 函 数 Fla.7,Bz)( 等 于 上 式 右 方 的 级 数 和 } 
化 |8z| 一 ce 时 的 出 近 展 开 公 式 (6.8 节 57)) ,得 Flay8,7Y4z) 在 | 六 | 
ee 時 前 洒 近 表示 : 


mT a 
F (ge, アァ) 一 e プー y (Bz) [十 已 Cr 
LO) 站 rf ーー 
二 Feas Ce [1 Os 1}], C2) 


式 中 因子 et で リー ァ x/2 < て arg (a 万 3m が 2 時 取 正 号 当 一 3r/2 で 
arg(Bz)< 之 rm/2 时 有 取信 于， 

纪 特 种 CWatson,; Trans, Camb. Phil. Soc., 22(1918). 
277) 用 最 陡 下 降 法 (参看 7. 11 节 ?得 到 子 柚 两 个 或 者 三 个 参数 同时 
趋 于 = 时 下 Ga, 六 ,7Y,z) 的 渐 近 展开 式 . 下 向 给 出 其 结果 ， 令 

etー ャ キマ ジー 1、 


证 规定 
{] — ey 一 人 es Let™, 
Fe mc 0 时 区 和 负 号 ,In 二 0 时 取 引 导 . 打っ 


| ミー テー Flea7+TI+Aa 一 BT1T2T | 


"Fe 一 ロキ 1 十 20FI テー 

Te 一 アオキ ュ ト 2T プ ー 診 十 め 「 

XX ロー e の を 1 ーー や デー の ーー の いう ] (3) 
(largA| ーー) 


一 [十 


和 
Fig 二 4.8 一 ステ ーー “| 
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ー 一 下 十 PCOD Oar 。- の まつ 

Tl 二 | Fr 一 8 十 为 

X (1 十 e の だ に えつ 2 

x [ee 一 2 十 | 7 。ーd4 の [1 + OcA- う ], (4) 
基 中 的 因子 er 在 Im(z)>0 时 最 负 导 ,imtzy<0 时 取 正 号 ， 
而 


ー テ ーwz 十 す 9 で arg4 ニ ーー -6 (> 0), 


其 中 
wa = are Tan — tw 三 arctaml( タ ー n/t 0), 
we = arc tanl (リー) を] Cn 三 are tan(7/t) (AAO), 


を ニー larctanr| < x/2. 
还 有 其 他 清 形 下 的 渐 近 展开 公式 ,可 参看 Erdelyi (1953)， 
Vol. I, p. 78 上 所 引 文 献 . 


4.15 广 忌 超 几 何 级 数 


广义 超 几 何 级 数 的 定 尽 是 
和 如 る 


な! (7)。 7 YI 
当 rg 时 .这 级 数 对 于 任何 = 值 都 是 政 敛 的 . 当 p>g 十 1 时 ,这 级 
数 对 于 除 z 一 0 以 外 的 任何 * 值 都 是 发 散 的 ;只 有 当 级 数 中 断 成 为 
多 项 式 时 它 才 有 意义 . 

当 请 一 ?十 1 时 (这 是 道 常 比较 注意 的 情形 ,例如 超 志 何 级 数 )， 
级 数 在 |z| 近 1 中 是 收 笋 的 .如 果 Retzy 一 za 全 0, 则 它 在 = 一 1 这 
点 也 收 就 ， 

超 几 何 级 数 Ffa,8,y,z)? 是 (1) 的 特 珠 情形 , 户 =2,9 一 1(p 一 3 
十 1》，, 因 此 常 写 为 ;Fi(Ca,Pi7ss)， 


一 DY) 1) 
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siiFs 所 满足 的 微分 方程 可 写 为 
{二 一 7 二 7 一 1} 
一 之 (是 a) 二 gr 1 うま 。 0， (2) 
其 中 上 =zd/dz, 这 不 难 直 接 验 证 . 方程 (2) 的 其 他 解 为 
a 
2 一 アユ ュ オ ター クキ ター) 《3) 
以 及 另外 p 一 1 个 模 似 的 表达 式 ( 把 7 依次 换 为 ,7Y;,… ,7 并 设 
世代 都 不 等 十 整 数 ). 如 果 1,7 ,~-… ,7 中 的 任何 两 个 值 之 差 都 不 是 
牧 数 , 则 这 些 解 都 是 线性 无 关 的 ;否则 要 有 含 对 数 项 的 解 (参看 , 例 
如 ,Ince C1927), Chap. V2. 
茧 耳 许 蔽 (Saalsehiitz) 公愤 


_ ツー の ツー の 。 
OY の 。 


(4) 
可 用 来 求 级 数 :EFs(oyezyasi7 7s;1) 之 和 , 苦 训 十 二 十 a 十 as 
十 1, 且 ;assa; 中 的 一 个 是 负 和 整数 ;这 时 级 数 是 - 多 項 式 、 
公式 (4) 可 延 明 名 下 : 由 4. 3 节 (8) 式 
(1 — TF (BY = FI(Yーg ア アー,7jz) (5) 
把 和 1 一 >) 展开 为 = 的 竹 级 数 .然后 比较 (5) 式 两 边 x* 的 系数 ， 
得 


sPtaB, — nl + a 二 pp 7 ni) 


ぶ (er(g)( ア ーー BB), ., (デー CL お )。 
之 円 


プー sf(7).( み 5)1 ー 1( ツ )。 (6) 
利用 公式 
CO Cy cn 
(6) 式 左 方 化 旋 
ツー ター 9 の 。 (@).( お の) 一 ny 
nl コー アト dc トト ロー 


因此 有 4). 
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公式 (4) 可 写 为 
(な 。 お 」 ア の Egg1) 


T( お TO 上 一 g の T(1 上 一 52TOU 二 ター6) 
ーー PF ローseDT(⑬ NG 一 お PF 一 の 


其 中 ,82,Y 之 一 为 负 米 数 , 且 Ee 二 a 十 8 十 7 十 1， 
甘于 广义 超 几 和 柯 级 数 的 进 一 此 讨论 和 结 :; 参看 Bailey 
(1935) 和 Frdelyi (1953), Vol. J], Chap. 4. 


4.16 ”两 个 变数 的 起 几何 级 数 


把 夷 个 超 几 和 何 级 数 Flae,83.7y,z 和 Tie 8 yy) 乘 起 来 ,就 
得 到 一 个 依赖 汪 两 个 变数 > 和 ;的 二 重 级 数 , 其 普 庆 项 为 
CO CAI CH う 。 。 。 
i TY, > 


在 送 算式 子 中 , 把 乗 税 (z)。(g が つう. 中 的 
一 个 ,两 个 或 者 一 个 相应 地 换 为 aos0awrytz)sss 即 得 5 种 本 
辣 的 -二 重 级 数 . 其 中 二 个 乘机 都 换 的 - 重 级 数 

ゞ (a) ( ヴ )。. 。 メア 


a 
实际 上 是 超 几 和 何 级 数 Ffe,8,7,r 十 2 的 展开 .因为 
さい C0.), 


» て 8) 


Fla ,ro ッ ) = 之 10 (十 vl 
ー ぐい (g か (ば ). く こ "| 
ー 2 EE と プ | 1 一 YC" ” 


mn - re- 


BT A nN Dama 


一 SD が | ” < 1 アダ) ルル ュ ょ ブー 
柚 开 这 种 情形 不 沦 ,下 余 的 四 种 - 重 级 数 是 


: - aa tht )。 
" to, -一 w ハ 1 + 了 加 
Fitea; BE Yr ;ry) >, > pin CY ・ 


; Co) CB CP )。 
,asd 亲 ,7 hn ー いや い om 
Fas ョ アア Xa - ウリ , mn at, エエ Y * 


と mn 
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で の (eK の Da が 


Fe gr 1 TYy) 一 > 1 な 2 TI" 。 て 3) 
(a) 了 Di Pl 


所 有 一 重 和 都 是 从 pi.n 二 0 到 oo. 这 四 个 级 数 所 代表 的 函数 称 为 阿 
拉 开 (Appell) 二 元 起 几何 六 数 . 
这 些 - .重组 数 分 别 在 下 列 范 围 中 绝对 收 伍 出， 


rl |y| < Ts; (1a) 
トキ 1: (2a) 
| て <1, iy| oi; (3a) 
了 | 十 172 < 1 (4a) 


当 ッ ー テ 0 対 , 所 有 F」、…,F, 送 眉 画 数 都 約 化 旋 普 道 的 事由 何 顎 
数 F(e,8、 ア , テ ). 前 工 个 丽 数 则 在 序 =0 时 也 都 鸡 化 为 ECa,8,7y， 


x て}. 


阿 培 耳 函数 所 满足 的 偏 微分 方程 把 FCeig デュ アテ y) 写 
作 > 4 az"y”」 易 見 
4 一 
由 此 可 知 F 満 足 方 程 
1@ キ ター の ⑨ 一 の 一 
其 中 ゆー ェ 9/2 ィ 、e 王 y9/8y. 如 考虑 4。。」 和 4 的 关系 ,可 以 得 到 
Fi 所 満足 的 号 一 篇 微分 上 方程 . 
采用 通常 的 符号 ; p.4 代表 一 阶 偏 微 商 | ーッ ー 守 の 


sz 代表 二 了 備後 商 | テー 本 | , 则 请 F 两 数 所 清 


足 的 偏 微分 方程 是 (z 代表 Fi,… 


fa 十 nm 十 +t Rt) 
tn nn rm 


9 tg アー DF 0 C5) 


:1， 证 骨 可 套 看 3ailey (1935), Uhap、 区 ,Pp ーー735』 关于 - 般 -年级 数 的 收 
問題 ゴ 参 者 Bromwich, Jnfinite Series, Chap. YY . pp. 78 一 97. 
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Fi 一 TJ7r 十 0 一 2 十 和- MM 
— Byg — aBz = 0, 


{6) 
y ロ ーッ ルキ テロ ーッ タキ (7ー(e 二 が 十 Daa 
Brp— ge ヴァー コロ 0: 
Fosrtl 一 テテ アー テ ws キ イザ ダー バ (eg 十 誠 十 lrip 
ァ ー ロ 。 
お yg 一 ef (7) 


y(1 wt rys 一 (a+ 十 1)yrg 
Srp— の ヴァー 0; 
Fassz(tl zr ys 二 {7 一 (a 二 8B 二 1}rlp— efz = 0, 
yy 二 2 二 一 (a 十 PP 二 Dy — aBz=0; 
(8 


Fz — rr yA 2rys 二 + {7 (a 二 Bi 1) テ jp 
一 十 B 二 1)yq — aBz = 0, 

yl Oyo zr 2xys (7 ta 二 BB 十 lylg 
(a 二 BB 1)rp — aBz = 0. 


{9) 


积分 表示 


TIDE BE (Co,8.8 Yi, 


= [ea — i ur vy) "dudv, 


(10) 
积分 区 域 为 三 角形 ; g 学 Op 学 0rg 十 SS1 」 
TTBOIOTOY — DT — Pp') 、 ， ; 
EYE FCa;B,B ョ アア ;Ty) 
[wa ーー 
Da 站 
x tr — vy) ‘dudv: (11) 


『 アー ョ ミー # a 
CTE BB PIF a iy 


ー IE ーー ルー gp うー ター ダー1 


[4.16] 第 四 章 超 几 何 范 数 191 


XX (1 一 gr) fl 一 py) "dadv, (12) 
和 分 区 域 为 二 角形 : z 生 0,p テ 0jg 十 pvS1. 直参 数 wo ,… 之 值 须 
把 被 各 函数 用 x,y 的 竹 次 展开 ,然后 逐 项 求 积 分 ,有 即 可 证 其 
这 些 积分 公式 . 
F, 的 积分 表示 较 复杂 ,下 面 是 简单 的 一 种 : 


TeyT(8TY 一 TO ~ 8) 
T(⑦)T(⑦) 


FCa A Yr! sx(1 一 Y) > yt — Xx)) 


-lr 
| (1 一 ルー て 1 ーー セア I r+ 
4 


X (1 ユー sy) デ アナ 1 イ ュー gz 一 gy) ザー ジーtdzdg」。 (13) 
其 中 Re(a)>0,Re( の >0,Re(Y—a)>0, Re — >0. 
又 :Fi 还 可 以 用 更 简单 的 积分 来 表达 : 


Tey エ (アー a 


ュー DY 
TY F, (gi ば, Yr,y) 


| 
~ | CT vy) du, C14) 
a 


它 的 证 明 羡 如 上 . 
阿 培 耳 函 数 F,…' ,FF 还 可 以 用 巴 恩 斯 型 的 双重 积分 来 表达 . 
例如 ,应 用 公式 (D045 一 CO)w(24 十 mm), 于 (1) 式 ,有 
FilasB,B' Yr») 


Ca CD 
-5 HCY), 


(sl <1.|y| < DD. (15) 
用 4.6 节 (9) 式 表达 级 数 中 的 起 几何 函数 ,得 
OTOP as, a', ュ ザ アト デュ ア ) 


Fe mt mj;y) 


w= 


PC) 
_ 1 で Ca mf Tat mt ORF DD yy 
= 2 っ | T⑦ エ g 二 の (一 力量 
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ーー F FO 
ーー 2mJ に 1 十 り 』 


x te DC りー の 
Ty +) 

其 中 的 级 数 等 上 上 Fla 十 1. Bi;7Y +t;x), 再 用 4.5 节 (9) 式 表达 这 疝 
数 , 即 得 


(a) Pi ( Fl Yi 


_ 去 Te 士 * 土 1 OIC FIC— syT( 一 お 
し 時 CY + 
Xt— rt yydsdi, (16) 
类 似 地 可 以 得 到 下 ,FF 的 这 种 积分 表示 (Appell and 
Kampe de Ftrict (1926)). 只 要 au ,B ,8 不 是 负 整 数 ,这 些 公 式 
都 成 立 . 因此 它们 便于 用 来 作 解 析 开 拓 , 如 同一 个 变数 的 情形 那样 
(全 看 4.9 节 及 本 童 未 习题 21). 


4. 17 Fl 和 下 ;的 变换 公式 


【一 yd， 


利 甲 和 开航 祝 分 表示 ,可 以 得 划 它 们 的 一 些 变换 公式 . 便 
如 ;上 车 公式 (14) 中 的 积分 
1 
[ua — a uy) de 
在 下 列 5 衝 変換 下 保持 形式 不変 : 
gg 一 1 一 ジリ 。 一 TO 一 | pr). 
ol oy 二 vy), ーー | 《] ) 
g (1 wl 一 sy). 
由 此 得 下 列 5 个 变换 公式 ， 
Fa ry 
= DG WIFIY. 4 > | (2) 


= ロー の て Fl ge ター ロー が ジア ーー そ ー マ | (3) 
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| 1 一 『 1 
= Fale — 8 — pA;Yi 1 (4) 


テバ (1ー テ )7 3 1 - 


XFY EE i, > 二 了 | (5) 
= ly 
FI アー カケ ーgー ジ アニー マ | (6) 


类 人 忆 地 ,由 上 季 会 式 (11) 中 的 积分 
Em] 
| | ed I i wr vy dudy, 
Dn 


利用 变换 
ta) = ミー— tt, v= 
(by Nu， wr (7) 
で ) sl ュー ューg| 


分 电 得 到 下 :的 变换 公式 
Fe おば モア アダ ュ テ デュ) 


一 oar | 1 过 如 
一 一 ， ーー 
(1 — 7) Fle | (8) 
ニーロ ローラ) 中 arg ター アッ アア ュー テー テー 
《1 一 2 :| gr i ュー イッ (9) 
FI アー カタ アー ーー 
一 【1 六 一 yy) Fl easy HY PY 4 テー 
一 一 ”一 |. (10) 


] 一 下 一 如 

4. 18 可 约 化 的 情形 
在 某 些 特 殊 情 形 下 , 阿 培 耳 的 下 质数 可 约 化 为 普通 的 墟 儿科 
函数 . 例如 ,市 十 节 (5} 式 , 今 y= 二, 注 蕊 到 当 一 个 变数 为 杞 时 阿 境 


耳 鸳 数 约 化 为 普通 的 超 几 何晴 数 , 得 
FC, EE) 


19& 特殊 函数 概论 [4.18] 


= EY a Ya 
= Ft a). 《1) 
在 最 后 一 步 中 用 了 4.3 节 58) 式 . 
Fi Fir,y) 
ーー Fe Bi 三 了 | ; (2) 
由 上 节 (8) 式 , 令 Y=8, 得 
Fla ,x,y) 
一 (1 一 2) 下 | が ュー (3) 


{2}) 式 表明 当 Y= 十 户 计 ,F1 约 化 为 普通 的 超 几 何晴 数 , 市 
(3) 式 表明 , 当 7==8( 或 妆 二 训 } 时 ,F; 也 约 化 为 普通 的 起 几何 策 
数 . 

此 外 ,Fi ,FF;;Fs 之 间 有 时 也 可 以 相互 的 化. 例如 

FC 


テロ ーッ ) Fl gy7 一 の の ーー) » (4 


即 下 总 可 以 用 F, 表 达 ; 惨 过 米 , 秆 7 了 =a 十 a 时 ,Fs 也 可 以 用 下 | 表 
达 . (4) 式 的 证 明 如 下 ， 
Fl i 


_ や (aa 二 の っ ロコ アー ya” 


全 人 IC) 

や Con CB ly yy 
= DO FY A mi 
i Oa BD yy 
‘1 や 2 mn 了 | | ! 


这 正 是 (4) 式 的 右 方 : 在 证 明 中 用 了 4. 3 节 (10) 式 . 
按 前 商 (2) 式 , 访 企 Y= 十 记 时 可 约 化 为 普通 的 超 几 和 何 函数 ， 
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故 下 ;也 可 以 这 样 约 化 ,只 要 Y= 二 a 二 w= 二 十 疡 ; 约 化 公式 为 
Flay — ofr — BY 
= ブー ya,fYr 十 一 工 y)， 《5 
又 ,FF 也 总 可 以 用 下 :表达 ,因为 


6E ま 2541E7 ガ お だ 生生 


| 


LS (の (の)。 ? 
ー >) ゆう PT Fe mgse @+ | 


= S Co) CP) mn コリ + r,t 
== 2 my て FOP 一 ma;y) (用 了 4.3 节 (10)) 


ー や (Cann 。(e 一 が) 
一 1(7)。 Cy 


xX FO — my 有 有 了 4.8 节 ) (4)) 


立 ぶ (Ca ~ BYOB Ym or ye 
一 mn キー > 


_ や で (84(e 一 が ) う 4 が)( 一 Mm) 。。 
t= mr 工交 -二 《1 ») 


a 。 
一 1 (HA, 土 + っ ュ オ ャ _ n 

OO GTM asa リー うつ) 
_ や や ne CR 
ー 2 . + sin Le lz, 
即 

(] 一 一 2F,| as8 の ye カー デー 
一 F, Bia - BE tI 一 3 (8) 


送 公 式 同 時 表明 . 如 果 ?二 ae. 则 王 ,也 可 以 用 下 ,表达 . 
当 7 了 =a 时 .(6) 式 有 方 的 瑟 可 用 (2) 式 约 化 为 普 道 的 超 几 何 
函数 , 因 此 , 当 アテ アァ =a 时 ,Fs 也 可 以 如 此 约 化 ,公式 为 
FC, が ;yaar.y) 
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| .(7》 


・ (1 ェ )ー『(1 DF Pies DG 
在 特 跌 情 形 下 ,Fi 也 可 以 约 化 为 普通 的 超 几 何 函 数 ,公式 为 
FlaysBY a ラー ア 十 1js(1 一 グ )、Z(1 一 *)) 
ー Fe. 旭 アァ ) ド (ggig 2B- アー イエ ュ グ )、 (8) 
送 式 在 席 足 糸 件 ロー ダグ) 二 1 グ ブロー を) の <<1 的 =0 机 タニ 0 
的 邻 域 内 成 立 , 即 在 (8)? 式 两 迪 的 级 数 部 收 笋 的 范围 内 成 立 (人 参看 
4. 16 节 (4aD). 
把 58) 式 中 的 > 和 2 分 剂 换 为 1 一 和 和 1 一 z :得 
了 Casa 十 用 -YY 十 1 一 ダグ )」 グ (1 一 を )) 
= PlaB;r;] PIFCta Ba Po 7 二 ll を) (9) 
送 式 在 満足 条 作 ls(1 ユ 一 の リブ オグ ロー*) 1 の 1 的 > 王 1 和 有 アー1 
的 部 域内 成立 . 
公式 (8) 和 9) 表明 、 当 アタ 二 ア ダー ュ a 十 計 十 1 時 .F, 可 以 用 壮 通 超 
ルル 何 陣 数 的 乗 税 表 送 . 
现在 炒 证 明 (8) 式 .考察 陋 数 


ロー テ ) EY; 


ーー 


(1 一 xy(1 yy 


yy 
(Ta yy 

站 | 和 | 足 同 小 时 ,这 函数 可 以 展 为 了 > 和 的 二 重 级 数 ,其 中 

的 系 数 


ml 


(Ce) ーー 


Am = とみ CY, Cm 一 
(eg) て ば) で っ >») (ee 十 mi が (一 (一 な)、 
ーー wp し グン Ps (うう 

Ce) てき )。 


= ーー Fla tm nr FOBT ターー mY:1) 


(ea( ガ (アダ a on) 二 
一 CY ry 《用 广 4.10 节 (2)). 
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用 公式 
CG m+ 
AA) 
ローA 二 msintt4 一 m) _ 
ーー (1 一 4 十 誠一 務 ) う slm 元 (スー 誠二 玉 ) 
ニャ ルー ァ ア (1 一 4)。 
ーー ルー わ 。。) 
ュー ュー (4ー み 十 婦 ) COC 
(A 
一 《一 六 (一 和 CA ーッ 
得 
4 = Cat (1 十 ea 一 7) て 1 ーー アタ ) う (アー)』 


nlnl Fs 
| 


Can ば)。 CY BY ーー ) 
mn! CY, " 


A 


从 而 有 


一 了 一 -- 一 下 ュ " テ " ーー 
【] 一 テ ) (1 3 TL あの ゴー ロー 


> | 
ロー の 1 yy 


ー (Cod BY じす 月 mm rr 
= > plat CY YY y, ”> 


an = 
一 下 fo — Ya FY gi が ュ ッ ) 
テー | 
ネギ ーー 1 


= DF お 7 


x (1] 一 DE | 《用 『 4.3 节 (9)7)， 


今 アバ テー1) sy バッ ー1) テグ , 即 得 C8) 式 。 
当 a 等 于 负 整 数 一 2 时 ,在 (8) 式 中 把 8 换 成 关 +na 2 換 成 1 一 
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Z, 得 
Ft— nsp t+ np — Yt lzZ, ll ~ zl — 2)) 
FC る) Feo— np np—7Y+1l:l— 2) 
"0, 
(ぁみ ー7 士 1)。 


ドー nspt rie nr nr ZD. 


(10) 
在 最 后 一 步 中 用 了 4. 8 节 (4) 式 . (10) 式 右 方 的 两 个 普通 超 几 和 何 函 
数 是 两 个 雅 可 毕 多 项 式 (4., 10 节 ). 
还 有 阿 培 兵 函数 可 以 约 化 为 普 道 超 几 何 旺 数 的 其 他 情形 ;在 
上 面 所 举 的 例子 中 ,对 参数 的 艰 制 是 最 少 的 . 
关于 阿 培 耳 函数 的 进一步 讨论 和 结果 ,本 参看 Appell and 
KKampe de Fériet {1926); Erdelyi (1953) 。 Volt. I, Chap. 5. 


第 四 章 习 题 


1. 用 4. 5 节 趋 几何 函数 的 积分 表达 式 导 出 4.2 节 (2),《3) 两 个 
基本 递 推 其 系 : 
(ツー1)F ツ ー ュ )ーecF(e 十 1) 一 (ツー 一 1 モー0, 
YF 一 peFi8+17 二 D 世 一 Fa 一 1 一 0， 
2. 导出 Fta,B8,7Y,z) 与 其 紧邻 之 间 的 15 个 递 推 关 杀 
(マーg 一 1DF 十 esF(g 十 1) 一 ツー1) ド (ツー1) 一 0, 
マーgー1DE 十 証 (8 二 うう 一 ツー1)F(⑦ー1) テ 0。 
(g 一 ドーgF(e 十 1) 十 8FC 二 1) =0, 
[7y 一 ze 十 ta 一 DEF 十 az(1 一 =)FEta 十 1) 
一 (一 上 Fa 一 1) 一 0， 
[7y 一 28 十 (8 一 oz 外 十 BC 一 =)EC8 十 1) 
ーー (VF -1)=0, 
⑦ーg 一 の F 十 (1 一 5F(e 二 1) 一 (アー の DF(8 一 1) 王 0, 
(アーe 一 の )F 二 1 一 テ >)F(g 十 1) 一 ツーeg)F(g 一 1) 王 0, 
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{a 一 月 1 一 z 和 下 十 人 一 aa 一 二 一 达 一 六 FF 一 1 一 0 
2 一 zx) 一 和 (Ca 一 1 十 (一 由 )zFCX 十 1 一 D， 
(1 一 を ドー ザ 7F( ラ ロー) 十 (ツーgjzF( ア キ ]1)ー0, 
Ye CY Dz [Fer 一)FCeg 十 1) 
十 (7 一 alCY 一 有 sxFO7 十 1) 一 0， 
Ye FF FAD 
ツーg( ツ ー 8)zF( ア 上 1) 王 0, 
ae 一 1 一 人 一 8 一 1)z 下 十 人 一 43FCe 一 1) 
ー( バ マー1) バ (1 一 を ) ド (アー1) 王 0。 
L8 一 1 一 (一 ae 一 1)z]E 二 CO 一 如 PFC8 一 1) 
ー( ザ ツー15)(1 一 g) ド (ザー]1) 三 0。 
FA gz ドア 十 1) 
ー ザ (アー1)(1ーg)E( ア ゲー1) 近 0. 
3. 证 明 下 列 徽 商 递 推 关系 ， 
CaF Ca + 8 2) ~ EC, B72)], 
バー)*(1 一 Ra, A,Y — n,z) 


= te FT 
( ず 一 aac TTY1 一 Se Fle 一 nT を) 


= et TEC ], 


人 aa ーー を 1 あー ターR Cg 。 ガ 。 ア 十 ns) 
中 トヨ ヨー 
ーー FA,Y,z)], 


ーー ] エ 7 一 
ーー) の dl ー を Fle n,B,Y nx) 


を ro ーー zt" Flas,Y,2)], 
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(CP 一 Ye 一 za 一 PP 一 Piz) 
一 dg 一 2) YF Ca, BY,2)], 
CI Oo Fe npn nr) 
d" 


= CY 
dz 
4. 证 明 
coOspz 一 FI 人 ， 一 ， 5 ,sinzz 。 
simAz 一 psinsF， 1 3 ど 1 っ <， ,sinzz| . 
5. 证 骨 
ト と ] 3 
ln ニー = = 2xF， の "1, 2 ,2 | 
6. 证 册 
Hm {F(a,B,Y ,2z) /T(⑦)! 
aD 


EL 1 _ っ 
D1 Figtnt lpt nt lnt2 ,2). 
7. 证 明 


" ーー 81 
G) Fe, BY ,2) 一 IT CY ye 


2T(2)T( ア Bisinx(ty — 8B) 
IL1・1 
| デー て 1 一 ビール て ] ty “dt, 


总 


芋 中 Rep8)m0,0<argtt--i)<2rylyz 在 围 道外 ,|argtl 一 =) | 过 
rr, 当 * 一 0 时 人 一 sx) 一 1.7 一 8 上 正 灯 数 (机 则 石 方 为 不 定式 ). 


5 コ 


当 


i tye-™ 
21《g)F — Hsin 


(jy Fila.B, Ye 一 一 


1! 
x | dE, 
1 


其 中 Rety 一 如 0:0<argi<2rylyz 企 国 道外 .|arg(1--*)| < 


zx 一 0Bj(] 一 zt 一 1 天 止 整数 (否则 右 方 为 不 定式 )， 
8. 证 明 如 果 Re( ダ -- eg)<CO。 思 当 一 oo 时 
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ーー TO を 7 
Ce ラー ON 


Sr 


5S, 代表 绥 数 Flta,8.y.1) 的 前 = 项 之 和 . 


89. 证明 如 果 7Y 一 a 一 p< 之 0; 则 
lim Fay 4) 
ャ テキ 1 トー 
TOT(e 十 お ー ア ) 
| Te)T'(g) 


(]— "| 一 1; 


果 7- a 一 8 一 0, 风 有 


IT(g + ヴ ) 1 ! 
TeyP( の 1 ー ェ リー 上 


lim F(a BY rr) 一 
Tl1—1 
10. 证 明 
下 
， 加 
lim 1F《a DY) ) 
Pie キョ ーー アー ぴー キー 上 CY) 


C—O — Bro 


Yer a DP — a AD) 
< 1 ミッ ター の 5F ウ ー お ・ 


TT { 


[ 另 


hg 是 整数 全 有 SRefa-| 8ー7) 有 を 十 1.( 六 一 式 子 表明 当 ュ ェ ー 
0, 而 g 1 ア 不 是 整 数 時 超過 何 画 数 如何 四 二 =o. ) 
11. 義明 


ln 一 2 十 人工 一 2 Tn), 
n= 
2 )》 是 切 比 谢 夫 多 项 式 . 
12. 证 明 


FT (1 ュー 1 a 
| Tt ds ー 1 41 二] な ーー Oa, 


13， 第 二 类 切 比 谢 夫 函数 Ui) 的 定义 是 
Ut 一 stn(naTC cosr). 
外 还 有 第 一 类 切 潮 谢 夫 多 项 式 , 它 的 定义 是 
sin[ tn 十 1)arc cosr 1/ v= Ur) vl 一 22, 
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但 这 多 项 式 不 是 4. 11 节 方程 (4} 的 解 . ) 
证 明 
1ー2 十 めのう ーー UC 


r= 


1 
GD | UU 一 za-12d7 
ー1 
(Pa 天 天 或 由 一 下 一 个 )， 


心 
EE mn 0 
2 
ュー・ — CH 十 - 121( 一 )"2r dr 四 3 sn 十 十 
Gi UC) nh | TZ, 


た (nr 一 28)1 


ま ー ゼ 


14. 证 明 雅 可 毕 多 项 式 在 we 时 的 衣 近 表示 式 : 

FC に なみ 十 アテ )ー ー で の —(sinp) 1’ (cosg)’ 
nn 2 時 

1 

加 


Gy) Us ytr) = (1 — x DN 


x cos [C2n 二 PC— 27 - 1 十 COGe ) 。 


其 中 0 で + ご 1 ,sin:g 一 必 . 
15. 证 明 


1 ， 
Fl IFlc+ 8 エ よ | ， | 
- - 1 Fi の あす | 


1 Lira. 


ーF| za,28,c 十 有 pa 5 


+F| a, 2H,a 
r| 立 jrls+p+ 1 | 3 
Fe ,8 十 9 


TT 


rg] 
( (zn 4)1 (2 うー 
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= F| 2a, 28,a + B+ 二 ,上 二 | 
-F202p,a t+ B+ ,ME]. 


[提示 : 注意 两 式 左 方 是 同一 起 也 何方 程 在 x 二 0 点 的 两 个 线性 无 
革 的 正则 解 ,因此 右 方 的 每 一 项 也 是 同一 方程 的 解 . ] 
16. 证 明 


{Fl| et テッ | 上 


(2r)(2g)(g 十 お )。 
r= ntle+ A 二 | (Za 十 28), 


17. 证 明 
ea 士 ] | ge 
Fe キャ ネー ジ = <(g sl) 中 全 | 上 
gtz) 是 了 T(z) 的 对 数 微 商 (参看 3.11 市 ). 
18. 证 明 


[| 


ort 8 Ta 十 2 十 2) 
ー ECa 十 及 十 2) 


コロ 


上 


i | 
20. 证 明 ， 如 果 Rel 上 = 一 ユー1| >0, 则 


sFa(w.e 一 9 十 1.g 一 g 十 1』9.gs1) 
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F tirorerle te— 3e— 1 


| 了 十 
rie— lr 2 PG +e—a—D 


21. 证 明 ,如果 aya' .8, 郑 不 是 伯 整 数 , 阿 培 耳 红 数 (4. 16 
帮 ? 可 以 用 一 重 巴 黑 斯 积分 表示 为 


POT Ca TT a 
EE Ca BP iT) 


+ 


1 TI Ce + OTF + 
ー 到 | | ュー TY キョ 
XT YT の (一 =) バー ydsdi, 
其 中 FT(- ぉ ふ 和 FCー の 的 概 点 分 別 在 相 棄 国道 之 右 .P(e 十 j ふ XTC 
十 下 和 了 PCa 十 TCB 士 の 的 概 点 中 分 別 在 相 友 団 道 之 先 , 
叉 ,假定 上 面 被 积 函 数 的 极点 都 不 相 重 , 则 有 下 列 开 拓 和 关 系 
Fe ;BB Yr,y) 


一 大 ge 


x Fa 上 +w ml Yori+l -Ba トキ ュー ヴェ 


ーー 


x F,| ポト エー ea キー ポト 1 一 て 
十 fa a yy | 
x Fi| Bel] 7Lge ig・1ーge 十 1 一 が ュー 、 
十 ば. の ge ー テ ) Th 

Fp キダ トー 所 良二 イー エー 


其 中 


- TE 一 DC ー が ) 


larg(-— テ )| Er, |arg( 一 y) う | < 
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22。 正明 


gt 


!1 キ ママ ェ リキ (1 ュー ツェ 
2 


一 《1 一 ゃ 2F| 9 一 六 ,2a，z 


(1 一 s) Ml) FC(2e、g 十 1,g, を ). 
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s.1 勒 让 德 (Legendre) 方 程 


勒 让 德 函 数 是 下 列 微分 方程 的 解 : 
dd 2 i+ Dy =0, (1 ) 


”和 ~ 可 以 是 任何 复数 . 

方程 人 1) 称 为 ”次 勒 让 德 方程 . 送 方 租 常 常 量 誰 在 球 概 学 酸 系 
或 者 旋转 屈 球 坐标 条 中 用 分 离 变 数 法 解 拉 普 拉 斯 方程 或 其 他 类 似 
的 方程 导出 的 .例如 ,在 妹 极 党 标 系 中 的 拉 氏 方程 


ご を シリー en ee の ng sg "(の 
令 V(r10. の ー 表 (79( の の ( ゅ ) ,得 三 个 常 微分 方程 
EHIME ③ 
9 十 je 年 一 0， は) 
る (sm9 ーー lg =0, (5) 


其 中 4 和 是 在 分 离 灾 数 时 引进 的 参数 . 

在 (5) 式 中 令 z=cos8 ylz) 三 (の ,并 把 1 写作 wz 十 1) ,得 
a dy 
az) |+ ee キ ジーー を ドー ニャ (5) 


这 方程 称 为 连带 勒 让 德 方 程 :方程 (1) 是 ヶ w=9 的 特殊 情形 . 
方 程 (6) 有 三條 庁 点 , 一 1, ,cc ,而且 都 是 正则 奇 点 ,指标 分 


别 为 | ダー を | ,| を |. Fi, 一 (参看 2.9 节 (7? 式 及 该 
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节 的 例子 ). 因此 这 个 方程 属于 超 几 何方 程 的 类 型 ; 它 的 解 称 为 连 
带 勒 让 德 函 数 , 可 以 用 超 几 何 隙 数 表达 .根据 2.3 节 2) 和 (16)， 


ー 1 1 os 1 站 っ 
EE - を EE 。 ユー テ 
站 5 5 1 1 | 
- a 
2 2 ” 2 2 ” 
1 0 に = | 
1 エー テリ ュー ユー ニテ) - 1 一 工 
= | 2 | 1 了 rs oO 0 十 有 十 1 5 
だ vr 
+ 心 
ーー ゆー すす 1ー テ 
= DP 6 0 ?十 疡 十 1; a fr {7) 
ーー だ ーー 


在 实际 应 用 中 节 向 见 的 基 > 和 上 都 等 于 整数 的 情形 . 本 章 的 
前 15 节 主 要 是 讨论 这 种 情形 . 这 里 面 将 尽 基 用 初等 方法 而 避免 用 
起 几何 函数 理论 . 

当 户 和: 不 是 整数 时 ,需要 较 多 地 用 到 超 几 和 何 函数 理论 ,因为 
这 样 可 以 充分 利用 第 四 章 中 的 许多 结果 , 僻 如 递 推 基 系 ,变换 公 
式 , 衛 近 展 乾式 等 . 


5.2 勒 让 德 多项式 


萌 让 德 多 项 式 是 勒 让 德 方程 
ロー 9 2 Fant 1)y=0 
(n= O12) C1) 
的 多 项 式 解 . 


用 级 数 解法 . 在 方程 (1) 的 常 点 x 二 0C2.2 节 }) 设 
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3 一 Dy gd (2) 
だ II 


代入 (1), 得 系数 间 的 递 推 关系 
ーー) 十 ま 十 1) 


“tts CR 2 2 ) 
固 此 ,方程 C1) 的 两 个 线性 无 关 的 升 者 解 为 
一 | 
= ah ー 2 x 十 nt 2 十 33 。 | 
| キ 1 1 | 
ーー テテ ラー っ | (4) 
和 
ニー (< tn— Dn 士 2) 。 
コタ ー dl 2・3 - 
DG Ot D+ d,s 
2・3・4・5 
= grrF| エ ーー 4 さき 21. 5) 


2 7 2 "2 
其 中 Fta,8,y,z) 是 超 几 何 国 数 ， 
由 (3) 式 可以 看 出 tr" 0, 故 当 天 为 钼 数 时 ,六 的 
级 数 中 断 成 为 一 个 次 多 项 式 ,但 > 仍 为 无 穷 级 数 : 而 当 ”为 奇 
数 时 ,% 長 ヵ 次 多項式 ,>」 是 无 穷 级 数 .两 无 穷 级 数 的 收 敏 半径 都 
是 1. 
在 上 述 多 项 式 中 规定 最 商 次 方 r" 的 系数 为 
a = DL 
nt 
(理由 见 下 和 面 (13) 式 之 后 或 下 节 (3) 式 之 后 ) ,然后 用 (3) 式 定 击 其 
他 系数 a4,_2,a,_,，*… ,得 到 的 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 用 P,(x) 
表示 : 


て 6) 


(2 が 1 「 ntn 1D 4 2 
2 1 に 2(2z 一 1) 
(tp ーー 1)(gー 2)(gー3) 


上 
TT oan — (an 8) " 


P, tr) 一 
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[3」 
] = ， (2 な ーー Zryl ュー gr 
ー 2 2 1 ira— tn ーー 2291 
nl ーー エリ し ーー ョ キー ル 1 -| 
TD 2 2 2 < 


基 中 | を | = を 偶 奇 ). 最 后 的 趋 儿 何 两 数 表达 
式 也 可以 利用 4.8 针 (8) 的 开 扫 美 系 从 {4) 式 0 偶 ) 或 者 (5) 式 G 
奇 ) 得 到 ,只 要 注意 接 46) 式 的 心 之 值 诬 (37 有 


ni 


a デー) ーー (zx 偶 )， (8) 
2 1 sf 
dl = (一 有 一 一 tr 奇 ). (9) 
っ" ー 1 11 
| ウ * | 
前 几 个 贰 让 德 多 项 式 是 
Pr 一 1。 Pi(r) = 
PCr) = 0 — 13, PC 一 > 5 ー 3, 
Pltr) 一 Cd 30 FF 3) 
1 ; 《10) 
Pi(r) 一 8 (63 ャ " Tor Sr, 
Px) 一 jC2317° ー 813 4 103x2 — 5)、 
P(r} 一 29 - 93. 1 315+" 一 357)， 


P,(c) 的 末 菲 <CMurphy)? 表 达 式 .方程 1) 是 上 六 5063? 式 连带 
蒜 江 德 方程 的 特殊 情形 .#r 一 0 一 2 整数 ). 故 按 半 节 (57) 臣 , 方 称 
(1) 的 全部 和解 可 用 符号 表示 : 
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1 0 つき 


ーー テト (11) 


Pi0 0 nl1, 


り 9 0 一 # 
由 此 得 方程 (1 的 多 项 式 解 Fa 二 1, 一 na 11 一 nr)72)， 另 . : 解 会 
対数 項 て 4.4 节 ), 故 应 有 


Pa = AF|n + 1, |. 


石 方 二 的 系数 足 


(nr 十 13 オ パー カロ 1 1 (2 ぁ )1 
4 nID (一 2 | ー 


而 P,(z) 的 最 高 次 方 的 系数 是 (2 /2(z0)2C(6) 式 ), 逆 コー1 
而 有 


,上 二 工 | ， (12) 


PCr) = Fl 上 1 ， nl 了 


这 是 末 菲 表达 式 . 由 此 看 出 P, (7) 是 雅 可 毕 多 项 式 的 一 个 特殊 傅 
形 〈4.10 著 ). 


由 (12) 得 
Pr1) = 1. (13) 


送 是 前 面 規定 Fi(r) 前 最高 次 方 ** 的 系 数 力 (24)1 了 27 的 
條 原因 . 


5.3 Ps) 的 生成 画数 . 微 商 表示 一 轨 巨 格 (Rodrigues) 公 式 


勒 让 德 多 项 式 早先 是 由 勒 让 德 在 势 论 
中 引进 的 . 它 与 距离 的 倒数 17 民 (牛顿 势 或 
库仑 势 ) 的 展开 丰美 ; 民 是 > 和 m 两 点 洁 的 
距离 : 风 图 10) : 
ーー ニキ アシ ーー Dr os), 
Fr 8 为 r 利 普 之 问 的 严 东 ， 


DD 
人 な テー アリ ティ テー rosg。 財 
图 1q 
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と ユエ 加 、 2% 12 
pp Zat 十 どう ・ (1) 


其 中 规定 当 : 二 0 时 根 式 之 值 为 1， 

把 C1 一 2x 十) 写 为 1 ュー ダダ デー ロー 
rv MI 
人 一 1. 国 此 ,i 


以 作 泰 勒 展 秆 
(1 一 rt 十 关 ) DP, CP. (2) 
由 1.4 节 民 10) 式 + 知 (2}) 式 中 的 展开 系数 
っ 」 
Pt i る } ) (C3) 
ーー 1 dd き i Nr 
da 2 ,| て 
ey Bn 一 Zr)! の 
ーー の Ta 一 の! ー 2 の 


根据 上 节 (7; 式 即 见 这 此 系数 止 是 勒 让 德 多 项 式 . 因 此 ,2) 式 左 方 
称 为 勒 让 德 允 项 式 的 生成 函数 . P,(Cz) 的 微 商 表示 537 称 为 罗 巨 烙 
公式 . 又, 以 前 对 于 Ptz) 的 最高 次 方 的 系 数 的 赴 定 (5.2 条 (6) 
式 ) 正 是 为 了 使 PCz) 与 (2) 式 中 的 展开 系数 一 致 . 
在 一 1 科 z 所 1 的 条 件 下 ,展开 式 (2) 的 收 襄 范围 为 |t 过 1: 因 
为 由 【 ょ 上 プター ュ ロリ ュー ソー ロー 1 知道 当 ェ テニ ェ 】 时 
min | テキ ンー1 | 最大, 面 革 等 下 ]. 
在 (2) 式 中 分 别 令 7 一 1,; 一 1 和 0, 得 
Pl) =]1. PC DD, | 
PO) = 二 0 (车 )， | 


(43 


PO0) = <— 2 + 


下 ”多 可 以 直接 证 明 433? 式 . 见 本 章 末 习题 2 


3 5 一) | 
Dd :Ben tn 个 )， 
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其 中 的 第 一 式 是 上 节 (13) 式 药 再 现 . 
叉 山 (3) 式 易 見 
バー 71) = (— YP,Cry. (5) 


5.4 P,(r}) 的 积分 表示 
应 用 欧 勒 变换 (2, 14 节 ) 于 勒 让 德 方程 


y= 0, (1 ) 
今 
マー | Cr oo vtt)di, 2) 
内 
由 2.14 爾 (5) 式 得 色 定 ょ 的 方 程 
ロー トロ ーー ラー. (3) 


送 方 程 的 山 全 解 走 メー ぁ 和 ター1. 取 み デ ー ョ ー1. 由 2.14 节 (14) 
式 得 


(一 A どう). (1 

选 C 为 :于 面 上 绕 1=x 点 的 围 道 , 则 因 ， 足 整数 .(27 式 中 的 

被 积 溺 数 在 局 的 起 点 们 终点 必 慎 相同 ( 釜 看 2.14 节 115) 式 之 
后 ぅ , 酸 


v= a Dd ③) 
t 
屁 庆 程 (1) 的 一 个 积分 解 . 但 这 式 右 方 的 积分 等 下 

2m d “ - 2 EE 

ma ダー リバ (6) 


与 上 节 63} 式 比较 . 即 呢 


Px) = 过 | Lt 


Er rt 
这 基 希 累 夫 利 (Schlafli} 公 式 . 

如 玉 取 忆 为 以 + 为 珊 心 半径 等 二 | 于 一 1 的 逢 , 则 在 上 上 
一 了 マッ ー 1cY 。 而 有 
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1 「 [ ェ ー コ イマ ーー Te メキ ュ オ キマ マー el 
i > 


2" (Cr: oe 1 yn 和 


Xt — levidy 


(x 二 ーー 1cospi de 


2x -一 区 


LL 


一 去 | ェ オ マッ パー lcosg dy C8) 
这 是 P。( ヶ ) 的 拉 普 拉 新 第 一 節分 表示 、 其 中 的 多 値 画数 一 」 可 
取 任 意 … 个 单 值 分 支 , 因 为 如 果 把 积分 变数 改 汶 9 ニ ェ ーw、(8) 式 
右 方 积分 变 为 | Mr 一 ATcosgl"db 


又 由 5.2 节 C12) 式 ,利用 关系 Fin 十 1 一 R211,(1 一 rz)/2) 二 
下 (一 如 2 二 1,1,0 一 rr372) 有 


P,cr) = 二 | ュー i ーー 、 《9) 
这 是 拉 普 拉 斯 第 二 积分 表示 . 
5.5 Pr) 的 递 推 关系 
由 上 节 展 开 式 (2》 
ロー2g 十 ど ) 一 NP Cr {1 
两 边 对 1 求 微 商 .得 ーー 
人 一 站 (1 Za PP 
以 (1 一 2xt 寺 4) 箭 两 边 .对 左 方 再 用 (1) 式 .得 
(テー の つう Ps の ニー ロ ー 2 の SY ap, rye 1. 


比较 两 边 * 的 系数 ,得 递 推 关 系 
PKK( テ ) 一 Pr) = 0。 | 

tn 二 DP) 一 【22 DrPtr} + = OF (2) 
(ns 1). | 


r= 
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及 由 (1) 式 隔 廊 对 x 求 微 商 , 得 
(1 一 2xt + = NP Cr, 
= 
‘DP, (7 ゲー ロー2xr 士 ど ) や P (Fr. 
比較 両辺 ;的 系数 


P.tz) = pr 一 2xP (Cx) +P,_(r). (3) 
対 (⑫) 式 求 徴 商 , 用 (3) 式 消去 P;.;(x) ,得 微 商 的 递 推 基 系 
PT( テ ) = zP Cr) tn 4 1)P。Cr). (4) 
从 (G3) 和 (4) 中 消去 PELr(z), 得 
ZPD ~ PCr) = nP, (Cr). (5) 
及 从 C4) 和 (5) 中 消去 P; (x) ,得 
Pi (x) 一 下 (zl = C9n 十 1)P(z). (6) 
把 (4) 式 中 的 换 成 wr 一 1, 然 后 用 (5) 式 消去 PL_」(z), 得 
《22 一 1)P (>) = neP, (lx) 一 npP, tr). (7) 


{2) 和 C4) 一 47) 都 是 常用 的 说 推 公 式 . 可 以 证 明 , 这 些 公式 在 
7 不 是 整数 时 仍 成 立 { 见 本 章 末 习题 6). 


5.6 勤 让 德 争 项 式 作为 完备 正 交 洱 数 组 


勒 让 德 多 项 式 的 全 体 , 在 区 间 [ 一 1,1] 中 构成 一 个 完备 的 正 交 
消 数 组 , 权 为 1. 要 延 明 送 一 点 . 先 症 明 下 列 重要 定理 : 
设 玉 (G) 物 ょ 次 多項式 .P(>) 是 ヵ 次 勒 让 德 甸 项 式 . 若 <in， 


则 
| な の Pear ニ 0 (1) 
证 明 如 下 : 由 罗 巨 格 公式 (5. 3 节 (3)) ,注意 当 1s<zsSz 时 
1 = 9, 《2) 


dr™ | 
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即 见 《 换 部 求 积分 次 ) 


| lr ds 
PIP, Cdr= pr A de 1)"dzx 
ーー (一 - 站 £1 1 中 人 す 中 ~ 
= 守信 | i dr (⑧ 


( 因 が は) 其 常数 ) 


ー ま 1 ] 
(ーー 2 


由 (1) 立 得 勤 让 德 多 项 式 之 问 的 正 父 关系 ， 
[ EL(r)P.(r)dr =0 tm た nh. (4) 
ー1 


这 个 美 系 也 可 以 从 微分 方程 出 发 来 证 明 :， P,(z) 和 P, (x) 分 别 满 

是 下 列 方 程 : 

Ca DP 一 gz 十 1)P。 = 0, 

a DP ] + mm + 1)P, = 0. 

以 P。 和 TP。 分 别 乘 这 两 式 , 相 减 .然后 从 一 1 到 1 求 积 分 ,得 

d - 4 oy 
[Pd PB, 0 Pd 
十 [n(n 十) 一 mm 十 Da P,Pdx = C0. 
-1 
前 和 面 的 积分 等 本 


1 
| di ー riyP,P' - P,P')}dxr 


dx ” 
= (1 — x PP’ — PP’) 加 ー 0， 

因此 
az 十 1) — mm + 1D]| PaPdz ー 0. 


当 区 闪 # 时 nx 十 1 一 mm 十 1) 关 0; 帮 有 4). 
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当 一 4 时 ,由 (3 有 
| Pn dr = Pe の | co 一 ly"dx. 
用 五 函数 求 积 分 ， 
| er ー li"dz 一 ?| ce — Dde 


1 
一 | 人 -1 
站 


1 
ー | ロー の 7 dr 


Fo + DT 
(Tn 2) 
ー ( - ya nS 


(Con 19D 
叉 根 掘 3.8 王 前 (1) 式 和 (3) 式 以 反 3.6 节 的 (8) 式 ,有 


tm (2)1 (2 な ) 1 

Pr (7) 一 "zi nt 

故 
六 “ry 加 ーー 2 c 
| f dr = Fi 5) 
(4 和 1 可 以 并 起 来 写 为 
1 
- ーー 4 
| Pa の PC の d ェ ー テー (6) 


其 中 售 . 一 1 .一 DC 天 可 

以 上 证 明 六 Pr 一 0,1.2. 0) 是 区 间 [ 一 1,1] 中 的 正 变 
晒 数 组 , 权 为 1. 

现 企 来 证 时 这 组 冰 数 的 完备 性 . 根据 外 氏 的 和 多项式 和 近 近 完 
理 沾 , 在 区 间 [ 一 1,1] 中 连续 的 任意 丽 数 Ar 可 以 用 一 个 多 项 式 


も 柯 朗 - 希 伯 尔 特 :4 数学 物理 方法 y.T ,第 二 章 % 4.1( 中 译本 51 页 +. 
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序 刘 ! 六 (zz 榴 习 逝 近 , 即 对 于 任 意 的 s 盖 0, 存 在 与 了 无 关 的 
M(g). 使 


1 が な ュー CE < ター 本 、 (7) 

多 项 式 及 ( 中 总 可 以 用 勒 让 德 多 项 式 的 线性 组 合 米 表示 
= PE (8) 
因为 六 人 z) 显 然 可 以 表 为 PC 和 -es 的 线 虱 组 合 . 而 
可 用 Pi 人 和 rr 的 线性 组 合 米 表示 ,等 等 . 央 
此 , 責 数 Ar 可 用 (8) 式 这 样 的 特殊 序列 娩 习 道 近 , 有 
| fe 一 六 Cr) rg. (9) 


根 据 1.10 节 药 敌 果 (参看 刻 节 (6) 式 1). 如 果 取 多 项 并 
gr(r) = PC 十 如 Pr 一 人 十 anPrT (10) 
和 车 为 Fr 的 近似 :, 则 当 诸 系数 取 值 为 


[ 
学 キ 1 fryP, (rdr (11} 
ー1 


“A, = 


时 ,平均 平方 误差 上 rr) 一 gtr) | :二 上 关上 "一 » lg 1ーg ョ 之 慎 


最 小 . 因此 有 26:. 又 根据 1.10 节 (8) 趟 , 当 半 增 大 时 ， er 六 人) 是 
一 个 单调 递减 序列 ,其 极限 8. 存在 ,日 过 2e. 但 是 可 以 性 筷 小 的 
正 数 , 故 必 有 .二 0, 纯 


リア ドー 2 la. (12) 
这 就 让 明了 1P,tr)? 的 完备 性 ， 
级 数 
A DP, Cr) 十 a tC) 十 "* 十 - arPs tr) -+ “ry {13) 


其 中 系数 e 由 (1) 式 懈 定 , 称 为 汞 数 ACr} 的 勒 让 初级 数 . 上 面 证 
明了 这 级 数 半 均 收 伐 杆 A) 只 要 Cr 在 [一 1;1] 中 是 连续 的 . 
事实 于 只 要 f(r) 在 该 区 间 中 平方 可 哥 有 邮 可 .但 级 数 (13) 是 查收 
鳅 ,以 及 即使 收 钱 , 它 的 和 蚌 和 否 人 代表作 .c) ,都 是 需要 进一步 去 讨论 
的 较 细 致 的 问题 . 这 方面 的 理论 与 傅 里 时 级 数理 论 差 不 多 是 一 样 
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的 ,此 处 只 引述 其 结论 工 ， 
若 画数 ロー アッ /tx) 在 区 间 [ 一 1,1] 中 可 积 ; 则 勒 让 德 级 


数 


rl 
> pr) | fCrP, crds 
ここ ュー1 


一 テ げ ば 十 0) キア テー 0)}, 


如果 x 是 [一 1,1] 的 内 部 的 这 样 一 个 点 ,在 这 点 的 某 一 邻 域内 
f(x) 是 园 变 的 ,或 者 在 这 点 上 A(x) 有 有 界 微 商 ,或 者 在 这 点 上 函 
数 sin “87Ccos 外 满足 使 其 健 里 叶 级 数 收 化 的 任何 其 他 条 件 . 

此 外 ,如 果 .tx) 在 任何 区 间 了 中 是 连续 的 (在 端点 上 连续 是 
两 方 的 ) ,而 这 区 间 位 于 A(x) 是 圈 变 的 一 区 间 的 内 部 ; 则 (x) 的 
勒 让 德 级 数 在 区 间 了 虐 中 一 致 收 敏 . 任何 其 他 使 函数 sin 2 の (cos の 
的 健 里 叶 级 数 一 致 收 伍 的 亮 分 条 人 忻 都 提供 一 相应 的 之 分 条 忻 , 使 
f(x) 的 勒 让 德 级 数 在 区 和 间 [ 一 1,1j 的 内 部 的 一 区 间 中 一 致 收敛 . 

另外 一 个 在 较 严 格 的 条 件 下 把 一 个 函数 用 勒 让 德 多 项 式 展 开 
的 定理 見 5. 10 节 . 


5.7 P.(z) 的 零点 


PCz) 的 呈 个 权 点 都 是 一 阶 的 .全 部 位 于 区 间 [ 一 1,1] 之 内 ( 因 
此 都 是 实数 ). 又 ,PCz) 和 P, -Ga 的 零点 互相 穿插 , 即 在 Pa(z) 的 
两 相 邻 零点 之 问 必 有 也 -6Cz) 的 一 个 零点 ,友之 亦 然 . 这 些 关 于 零 
点 的 性 质 是 一 艇 正 交 多 项 式 部 上 共有 的 普遍 特性 {参看 例如 Szege、 
Orthogonal Polynonmats. § 33; Pp 43),. 对 于 Py) 可以 月 5.3 
节 C3) 一 一 罗 蕊 属 公 式 和 5.5 pe 

首先 P.(x) 不 能 有 重 害 点 ,因为 它 是 一 个 阶 常 微分 方程 的 
解 ,如 果 a 是 它 的 mr 阶 零点 , 黄 守 2; 则 Pia) 二 Pi (a) 二 0 而 有 


中 关于 这 方面 的 理论 可 和 参看 各 如 Hobson (1931), Chap. W. 
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P, Cx)=0. 
其 次 证 明 P, Cx) 的 堆 点 都 位 于 区 间 [ 一 1,1] 之 内 . 按 5.3 节 公 
式 〈3), 

1 中 
nl dr 
一 1 和 十 1 基 〈 デ デー1)" 的 两 个 重 宕 点 ,内 此 根据 罗 耳 (Rolle) 定 
理 ,一 级 微 商 dtr- 一 1)"/dxr 至 少 有 一 个 零点 位 于 一 1 和 十 1 之 间 . 
如 果 # 二 1; 这 零点 就 是 PCz)y 的 过 点 . 如 果 n>1, 则 除了 这 个 零点 
之 外 ,还 有 一 1 和 十 1 也 是 dz 一 1)"7dz 的 零点 ,因此 ,在 :-1 和 
十 1 之 问 至 少 有 d(x 一 1)"dx? 的 两 个 地点 ,而 且 不 相 重 . 仿 此 推 
珍 下 去 , 好 見 (テテ ー1)7 ア dr" 国之 Pitx) 一 一 有 而 县 只 有 ww 个 
不 相 重 的 零点 位 于 [一 1.1,] 之 内 ;一 1 和 十 1 不 再 是 地点 (参看 5.3 
节 (4) 式 ,P,t1)= 二 1 ,P< 一 1) 二 (一 41)"), 

最 后 证 明 P,tx} 和 P,_1tx) 的 零点 相互 穿 播 . 从 5.5 节 (7) 的 
弟 推 关系 
Cr 一 1)P. (zy 一 2LrPozy 一 Pr sD WD 
看 出 ;如 果 Pe) 一 0. 则 Ps_iCa) 隆 0, 否则 因为 < 关 二 ]( 见 上 ), 就 
有 Poa) 二 0, 俐 这 表示 a 是 重 堆 点 ,与 前 不 符 . 又 既然 一 1 之 a<< 
十 1. 夏 誠 (1) 式 者 出 P。.(e) 与 Fe@) 同 号 . 設 e 和 お 是 P(r) 的 西 
个 相 邻 的 零点 , 则 P'(a 和 P. (9) 都 不 为 0, 而 且 两 者 异 号 ,否则 x 
和 月 就 不 相 邻 ,因此 ,根据 前 面 的 结论 ,PP，:(e) 与 PCB 异 导 . 这 
表明 在 < 和 8 之 间 至 少 有 Ps,_1《x) 的 一 个 零点 .人 P。 rz) 只 有 
一 1 个案 点 ; 故 在 Pic) 的 有 个 零点 的 每 两 相 邻 的 零点 之 间 , 必 有 
而 且 仅 有 P。:(zr) 的 -- 个 过 点 .这 也 就 是 说 ,PCz7 和 P。:z) 的 零 
点 是 相互 穿 克 的 . 


s.3 第 二 类 勒 让 德 函 数 Q(z) 


利用 2.4 节 (27) 式 ,可 以 从 P.《zx) 求 得 勒 让 德 方程 
{1 — zy 2ry 二 n(n 二 ly}y— 0 (1) 


P, (tx) 一 (マー 1)". 


TL 
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的 第 二 解 
9r の = ァ po)| ーー dr s 《| 2 
《22 -1)[P, Cr)] 
Q.tr) 称 为 第 二 类 勒 让 短 函 数 . 
如 果 把 P(x) 的 展开 式 代 入 {2) 式 古方 , 直接 计算 ,不 易 求 得 
9.《r) 的 展开 式 鸭 普遍 项 ,因此 下 面 应 用 未 定 系 数 法 . 選 P。(r) 的 
麻 短 表达 式 (5. 2 节 (7)) 


(2n)! | ntn—1) 0 ，， 
TK ー Ge 11 2・(2z 一 11" | 
代入 (2) 式 在 方 得 
2PCz137 ， - な ーー1) -a 1 
tr = Ce 3. Ga すぐ 
dr 
<| : - 
工 2 _ ーー #(g 一 1) 一 3 時 
了 1 訪れ 2・(22 一 57 + | 
ーー 21 うた ーー ニー .| ーzk 1 


其 中 心 是 待定 的 系数 . 把 这 表达 式 代 入 (1) ,按照 求 级 数 解 的 方法 
得 


2 _ Ka 十 1) つ 十 3) 本 な 十 2 を 一 12m 十 24) (> 
1 Ze Znt3) 2 + CoRR I) 
由 此 可 羽 出 
| | | 
sg 2 
1 +* ォ R 3 + 
,| 3 
{i 十 っ | 
因此 
2 D2) 0。」 
ME の EpTb 1 2 (2 十 3 
2 十 1 nn 十 2 3 -i . 
3) 


[5.8] 第 五 碍 ” 勒 让 德 函 数 221 


这 是 与 5. 2 节 (7) 式 相应 的 公式 . (3) 式 中 的 级 数 只 在 |z|>1 时 收 
仇 , 但 其 解析 开拓 ( 式 中 的 超 几 何 函 数 表达 式 ) 所 代表 的 Q。(r) 吊 
是 沿 实 轴 从 一 1 到 十 1 割 井 的 ェ 平面 上 的 一 全 単 信 解 析 頭 数 . 
关于 Q(x) 的 其 他 超 几 何 畏 数 表 达 式 ,参看 5. 17,5. 19 节 和 
本 章 末 习题， 
积分 表达 式 . 当 |zj>1 时 ,由 5.4 节 (5) 式 
Y(r) = 4| a dt 


取 己 为 从 i 二 一 1 到 :二 1 的 直线 ,得 勒 让 德 方程 (1) 的 另 一 个 积分 
解 

ylz) 一 4| (1 一 XY ァ ー ジ の -7 "dE 
这 个 积分 所 表示 的 函数 在 沿 实 轴 从 一 1 到 十 1 割 开 的 z+ 平面 上 是 
六 值 解析 的 (参看 4.5 节 关 于 该 节 (6) 式 的 多 值 性 的 讨论 ). 现在 来 


证 明 ,适当 选取 常数 4. 上 式 右 方 等 子 Q.(r). 
因 设 |z| 伍 1, 故 


1 ) と 一 # 一 1 
y= 4 デー ュー アタ ローー| de 

ー ュ | x 

1 a ーー ， 1 を 
一 A | C1 ー だ)" > ” 中 て dr 

二 ー1 2 | x | 
ー ーー 1 机 

ーー n 之， | | 一人 中 | ーー fd, 


唐 于 |i/x | 过 1,3 人 余人 法 的 . 最 后 的 积分 只 有 在 
是 偶数 时 不 为 0 而 


1 上 
| tl 一 の)"dz = 2| 1201 — の dz 
一 1 Ul 


(k++ 1) 


1 
= | ta 一 v)"dv = - 3 
0 ma 十 立 十 4 
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1 
om ーー ， T 让 十 一 "nl 
i r ゥ キテ 4 
ea 十 28)! (+ 
一 机 一 1 = 一 中 
hr cn) 了 7 
Flz 二 う | 
用 3.6 节 (8) 式 和 (9? 式 ,得 
(= [3 
22+l(n1)2 で 2 i 2 1 
yr) 王 ニート ーーー パー! - TI 
(2n + 1)! P32 | 
3} 
1» ぁ 十 2 3 a 
ーー の 7 十 15!「 F| 2 | 
与 (3) 式 比较 , 即 见 
1 
a = | ロー の "reー の dr (4) 
ー1 


由 (4) 式 , 換 部 求 息 分 z 次 ・ 注 意 当 ぁ < ぐ ヵ 時 (1 ユー デア 在 一 
士 1 之 值 为 0, 得 
d 


1 ' 1 ” z n ーー -上 
QCx) = | Fl rt 1 (x — Didg. 


用 5.3 节 (3) 式 ,得 Q@, Cx) 的 另 一 积分 表达 这 


1 
Qn) = Ea, (5) 
| 并 一 下 


称 为 Q, (r+) 的 诺 卉 村 (Neumann) 表 示 . 

上 面 两 个 积分 表达 式 (4} 和 (5) 晶 然 是 在 |x| 沁 1 的 条 件 下 得 
到 的 ,但 如 前 述 , 它 们 都 是 沿 实 轴 从 一 1 到 十 1 割 开 的 x 平面 上 的 
単 債 解析 頭数 , 央 此 | ェ |>1 的 限制 可 取消 . 

Q.Lz) 和 的 有 限 表达 式 . 利用 (5) 式 可 得 QQ,(Cz) 的 二 列表 达 式 : 
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Q(z) = 上 了 In 二 1 
テー 1 


(6) 
Q.Cz) = LPC jn ミュ ネー WR>D, 

其 中 的 対数 函数 在 z+>1 时 取 实 数值 ,W,_1(x} 是 一 个 nx 一 1 次 多 

项 式 ， 


C2n)! nn 一 1) ns 
コテ) er Ea ト | 3 2 ・【(2 一 5 | 
[二 : 
Con)! | きま 一 1 1 有 (一 が 
-FG の [二 + 二 
(gn — 1)---tn— 2s 十 1) ] ⑦) 
へ rr 一 (一 3・ * バ 2 一 2 十 1) 了 
这 式 的 证 明 如 下 : 
fr PO 1 PCz) 
Q(z)= 2 id= 2 Ed 
if Pz) — PC 
一 テ ーー テー を ーー dr 
= 3P Cn ET — Wo (x), 
其 中 
1 ーー 
W(x) = 1 FP, tr) Pt) 


2 ー1 テー 
把 P な ) 写 作 > airto 其 中 加 ュー テー 9, 得 
a 


1 Tt 
WC) = | の ーー テ dy 
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| 
[~ 
内 3 
j a 
如 
| 
Ra 
中 
ドー 
| 
~ 
| 
に 
1 


| | 
~ 
Le ry 
EJ 
iL i に 
+ | 
1 ュ 
中 
4 | 
tel | 
人 
= Lo I 
站 十 
1 二 
to| 出 
”| 下 
十 一 
ー 


ーー 
由 5.2 节 (6) 式 a 之 值 ， 并 利用 5. 5.2 节 (3) 式 算出 ca の > 即 
得 (7) 式 . 

(6) 式 明显 地 表示 出 QQ.{x) 的 奇异 性 和 多 值 性 , += 士 1 是 它 
的 分 支点 . 按照 其 中 对 数 郑 数值 的 规定 , 即 当 >1 时 对 数 取 实 数 
秆 ,可 以 证 明 (6) 式 所 表示 的 Q,Czr) 与 (3? 式 用 超 几 何 级 数 表示 的 
是 同一 分 支 . 为 比 , 只 要 把 (6) 式 中 的 对 数 函 数 用 x 的 降 每 展开 ， 
然后 与 43) 式 比较 即 可 . 
当 一 1<z<1, 即 了 在 从 一 1 到 十 1 的 割 缝 两 岸上 的 时 候 ， 
Q(z) 之 值 不 是 惟一 的 . 在 上 上岸 ,argl(Cz 十 17z 一 1)) 减 少 了 x 故 


Q(z + i0) =—i EP Cx) + PC ミエ ニー Wi): 


(8) 
在 下 岸 .argl {x 十 1)/Cr 一 1)}) 增 加 了 天, 故 


Q(x - 10) = FP, Cz) 上 Pryyn エー ネー ゆく の の. (9) 
通常 在 一 1 ご ょ ご 1 时 取 
QD) = FQ — i0) Ge — 109) 
= 3P Cx)ln li Ww, cr) (10) 
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作为 晶 : (xz) 的 定义 .这 样 规定 的 Q。(z) 在 一 1 ご ェ ご 1 中 满足 勤 让 
德 方程 (1) ,是 与 P,(x} 线 性 无关 的 第 二 解 . 


5.9 Q.s) 的 迎 推 美 系 


利用 上 节 (5) 式 , 开 刻 可 及 5.5 节 P(x) 前 弟 推 关系 推出 
Q.(7) 的 相应 关系 ; 

Q(T) CO— QC 十 1 一 0， 

(十 jz 一 (2 二 rzQCzr) 十 zQ。 zy) 一 和 rr (1) 


(n > 1], 


Qc — Qa = t+ 1}Q,Cr), (2) 
XQ (7) = nD, (3) 
QT 一 QI in 一 (2n + DQ, Cr), 4) 
fr DQ TY = I) QC). (5) 
例如 
QC — Qt = i| PD 一 zt 
] rf 
-于 


Ca DQ Oo DQ Cr nD 
| Cr + DP HG) 一 C2n + DP CG) + Pa) 
2J_， 


ーー 
上 
ー | P, (ydi. 
2 -1 


由 5.5 他 (2) 式 第 一 个 积分 中 的 分 子 等 十 0, 市 后 面 一 个 积分 在 
宇 1 时 也 等 于 0( 用 5.6 节 (1) 式 ), 因 此 有 :1). 
2 一 C5) 式 可 和 仿 此 用 5. 5 匠 (4) 一 C7) 来 证 明 ， 


5. 10 函数 一 ;用 勒 让 德 函数 展开 . 诺 埃 曼 (Neumann) 展 开 
当 工 和 上 都 基 实 数 ,而 且 |zl>1 时 ,17Gr 一 已 作 为 上 的 函数 ， 
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在 稍 大 于 [一 1,1j 的 区 间 里 是 连续 的 . 因此 ,根据 5.6 节 末 的 定理 ， 
这 函数 串 用 P,tr) 展 开 
1 


一 一 = >)eaP (で ) , (1) 


工 一 上 


こと 


N= 


级 数 在 [一 1,1] 中 一 狼 收 合 . 以 Po 乘 (1) 式 两 边 , 从 一 1 到 1 求 
积分 ,利用 5.6 节 (6) 式 和 5.8 节 (5) 式 ,得 
_ 2m 十 | P。G) 


2dz = (2m 十 1) 介 て テ )。 (2) 


mn 


因此 


= 上 ;= >「(2x 十 1)Q, CriP, (0), (3) 


事实 上 ,展开 式 (3) 在 更 宽 的 条 件 下 也 成 立 , 说 明 于 下 .由 5.9 
节 (1) 和 5.5 节 (2) 
TAX) 一 QG( テ ) 一 工 一 0， 
《27 DA Oo DD ワー = G1), 
PCD Pt = 0, 
(gg 十 PC 一 (DP — P=0 >1), 
得 


(D> Cr 十 1)P OQ, CG 


ェ ー リ 


ー ジジ + CPOQ,, 7) — PC ] 


ー > rp DP QC = 0, 


一 1 


第 二 和 第 三 两 个 和 数 并 项 后 只 币 下 第 二 和 数 中 一 4 的 -项 , 故 有 
ーー r+ DDE Ce 


+r 一 


ゃ 1 


キー iLP, DL C(x) 一 P, CO, Cr) ]. (4) 


可 以 证 明 (参看 Hobson， 〈1931)。 $ 38, pp. 59~-62) ,如 果 : 是 位 
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和 于 通过 工 点 ,焦点 为 士 1 的 椭圆 内 的 一 点 , 妈 吕 如 果 
et f+ vi, 〈5) 
負 (4) 式 右 方 的 余 項 当 ma 一 ce 时 一 致 趋 于 0, 故 有 (323; 其 中 的 级 数 
对 于 所 有 在 酉 贺 上 的 点 工 也 是 一 致 收 笋 的 . 
利用 这 结果 和 科 和 希 公 式 , 立 刻 得 到 下 面 的 展开 定理 
设 Fr) 是 焦点 为 士 1 的 椭圆 C 上 及 其 内 的 解析 函数 , 则 对 于 
位 于 这 椭 加 内 部 的 任意 一 个 共 焦 椭 加 中 的 点 :, 有 


Ft) = や 。P. の , (6) 
其 中 
a, = スエ 1 中 7(z)Q, (dz, (7 
Mii 证 明 如 下 : 按 科 希 公式 和 (3) 式 
f(z)dr 


f (0) = 


玩 c テー 
一 や ox 十 1)P。( わ ・ 过 | OQ Crdz, 
ーー Tie 


故 有 (6). 这 个 展开 称 为 诺 埃 曼 展 开 . 
又 ,以 Po。(D 乘 56) 式 两 边 , 求 积分 ,利用 P,(2) 的 正 交 性 ,得 


1 
= FP, dt (8) 


与 5.6 节 ( 2 现在 由 于 /A 是 解析 函数 ,可 以 应 用 软 巨 
格 公 式 (5.3 节 (3)) 换 部 求 积 分 = 次 ,得 另 一 定 系数 的 公式 


a, = pe FC — の "dz. C9) 


ty 


1 le "由 此 得 ェ ー ラ (re キテ te “iBY, 
舍 工 二 # 十 六 ;得 6 二 (tr 十 rDcosg,3 一 了 人 r 一 一 Dsing, 帮 一 ]zr 十 テー1 
一 常数 ,代表 通过 上 点 的 一 个 梢 医 ， 
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5.11 连带 勒 让 箱 函 闭 PCz) 
逢 帯 勤 斗 徳 画 数 量 微分 方 程 < 見 5.1 节 (6) 式 ) 

(1 一 2 3 -2 入 aD =0 0) 
的 解 . 在 本 节 中 只 讨论 一 1 委 xz 委 1 一 0,1,2， 和 和 阅 是 任意 整数 
的 情形 , 普遍 情形 将 在 5. 16 草 中 讨论 . 

在 5.] 节 中 已 看 到 ,方程 (1) 的 解 可 用 己 符 号 表示 为 


1 0 oo 
(1 — x "Ps 0 0 十 天 十 1 (2) 
一 HH 7r ーー デオ 


由 此 立 得 一 个 用 超 几何 函数 表示 的 解 
mtr) 一 4 一 の "FI2 tm 十 1 一 了 了 于 天 ,1 オキ あさ 一 <| 


2 


(3) 
其 中 4 是 任意 常数 .用 4.2? 节 (10) 式 和 5.2 节 (12) 式 ,这 个 解 可 
写 为 


yx)= A | [+1, 741,l ーー テー 


= A'(l 一 7) テ 9 -PCz)， 
dr 


其 中 P(x) 是 7 次 勒 让 德 多 项 式 . 
依照 霍 布 森 4Hobson)m 阶 1 次 第 一 类 连带 勒 让 逢 函数 PP(z) 
的 定义 是 


Pr (ry (一 ) マ (1 一 >" PLPC) 


好 0 一 天 工 过 1)) (#) 
式 中 的 根 式 取 正 值 . 另 一 种 定义 是 费 瑞 尔 (Ferrer) 的 ,没有 (一 )" 
这 个 因子 . 
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根据 罗 巨 格 公式 (5. 3 节 (3)》,《4) 式 又 可 写 为 
pr = 5 
这 种 形式 也 适用 于 mm 是 负 整数 的 情形 ,只 要 |m|<L( 见 下 )， 
从 上 面 的 结果 可 以 扒 想 ,如 果 vcz) 是 1 次 勒 让 德 方程 的 解 ， 
则 >= (1 一 zw%soekz) 满 足 方程 (1). 事实 上 可 以 通过 直接 计算 
证 明 这 一 点 . 由 此 立 得 方程 (的 另 一 解 


Qa = CIM x" QC (— 1E Ir ED,. て 6) 


Qtz) 是 由 5.8 节 (10) 式 规定 的 1 次 第 二 类 勒 让 德 函 数 ;Qr (zr) 称 
为 如 阶 ! 次 第 二 类 连带 勒 让 视 画 数 . 这 也 是 誉 布 森 的 定义 . 费 瑞 尔 
的 定义 没有 前 面 ( 一 )” 这 个 因子 . 

很 容易 看 出 Pe) 是 区 同一 IsSzsS1 中 的 肥 界 画数 , 耐 GPC) 
则 在 一 士 时 赵 于 oo ,因为 按 5.8 节 (6) 式 ,Qtz) 会 IndCz 二 1)7 
(一 1)} 的 项 ,其 m 次 微 商 当 舎 ( ヶ 十 1)-" 和 (テー1)ー"(g 学 1 う . 

在 本 节 中 主 变 是 讨论 Pr(r); 关 于 QCr) 可 参 看 5.17 和 5.19 
两 节 的 普遍 情形 . 

方程 1) 在 和 換 成一 宮 时 不 变 , 因 此 可 以 想到 函数 


(3 一 Et dm 
Pit dr 


也 是 方程 (1) 的 解 . 事实 上 P "人 z) 与 Prz) 只 差 一 常数 因 于 ,证 明 
如 下 : 


(* タ テー 1) (Cm 0) C7) 


Pt = て —)" 


ditm ‘mF + dt 
CT — 1 = 31 + 
Em 2 ーr ! テー 
一 之， r | な 大 マー どー ば エリ 
局 t 十 I [| i—m—r 1 
一 之 i 1) ナリ 


Fr 一心 


工 一 中 


(十 ma! ー ュ て 
ーー デー コジ 2 


メー m 
,| 
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中 有 ーー 
x Th ー 1) に i 二 1)"+ 
ー a _m 
ーー 1, 
逆 
mn mw CE Oo 
Pr"(r) = (一 ) 条 二 Et (Cr). 
5.12 Pr” Cz) 的 正 交 关系 
P”"zr) 满 足下 列 正 变 关 系 (m ,ma 六 0) ， 
me 2 (Fm)! 
| PyPrdz HHI mr 
' ym ビー ーー 1 (ば 十 mal 
| PrP7 Ts = Ee 
这 些 关 系 的 证 明 如 下 . 由 PP 和 PF 所 分 别 满足 的 微分 方程 得 
$$ Fr 
[ZG キ 1 一 Per 十 1)]PPP" 一 を 一 の PePe 
_d dP” dP 
=- 4 mp dz —Pr | 
求 积 分 ,得 
COD + D1| Prpw dy 
ー1 
一 a 2 my’ dz 
て (が 了 )| p 下” 本 
因此 
1 
| PrPrdz = 0, 如果 ? デ /。 
ー1 
1 . dd 


_PrPr 1 ーー 二 0， 邵 果 现 关 mm 
现在 证 明 (1) 式 : 


| (Pdz = | 1 — wl de 
1 EO .i [去 一 ] ™ 


(8) 


(13 


(2) 
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令 

Gn = (1 — "td/dry Ci 一 1 
这 是 一 个 {十 m 次 多 项 式 . 对 上 式 换 部 求 积 分 * 次 注意 CY 
( 士 1)0。 を 0」1」 みい ュー ] 。 得 


t Nm 
| (Pryde = あの na | — ュ )*dz. 
ー1 は 
再 换 部 求 积 分 ! 次 ,得 
1 
| (Po)sdz = GG の 人 | (zs 一 1)dx， 
ー1 
其 中 
tr De 
GC = | を | ) 2 うに 寺 | 
yn QD + m9! 
mr " 
而 
1 2 1 ーー Co YA I 
D-DD Ti (3) 
(見 5.6 节 55)? 式 之 前 ) , 故 
sn 2 Fm)! 
| ds = 5 (4) 
这 就 证 明了 (17? 藉 . 
更 在 证 明 (《2) 式 ， 


mz dx 

の 1]— 
i ! nl i di”™ 了 
= eg da デフ [去 | ‘x 1 | dz 


Cr) デ (ー テ の "Td/dz) り (テー は 7 
这 是 一 个 /十 m 一 2 次 雪 项 式 . 对 上 式 换 部 求 积分 下 一 次 ,并 注意 
Ge 士 ]) 一 0 二 01， 天 一 2 得 


念 
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1 va-1 1 
| ep: 1 dz 一 の で "TP の に 一 Yd. 


再 换 部 求 积分 一 次 ,得 


! に dz i tm 一 1) る | 
| ep ーー ゴー Sao (7) Fitz: — LD) | 


十 | Gm ( テ )P,(r)dz- 


最 后 的 积分 之 值 为 0, 因 为 Go(z) 是 一 个 1 一 2 湊 多 項 式 (5.6 节 
(1));, 故 


1 
| (PP デュー 
1 ーー 区 
= TG DRA) — Ge VC DP 一 1)] 
ー パー) アー ean Hm"™ 11 
Zn 1) 一 (一 ) (一 1)]， 


最 后 一 步 用 了 5.3 节 (4) 式 , 今 


但 ”一 1 ttt 
Ge-utl)= ーー | コー 二 (za 一 1 | ー ⑤ 
de - di 
= 
ーー (ーー) デ ー! 一 1 ) 1 2 ダー | 
I 
x テー 1y を DD 
1 
7 の 
而 由 {5) 有 ”一 1)==C 一 1G™wT00), 故 
リー 。 dr ーー (一 う " つ ーー)" (7 十 2! 6 に 
| mp 1ーe or 2 mdm | 
ー ユエ Ct ml C6) 


の (メー m)! 
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这 证 明了 (2) 式 ， 
利用 上 节 (8) 式 ,分 别 由 忆 ) 各 t2) 得 
1 
mn nm 2 
| gr: dr = ) 37 + 1 Om, {7} 
1 mh 一同/ dr ーー CC— 
| gm ーー 《8) 


Pr《z) 的 完备 性 . 对 于 一 定 的 mr, {Pr(z)} (之 mmr) 是 区 间 
L 一 1,1] 中 前 一 个 完备 正 交 函数 组 , 权 为 1. 任意 一 个 在 区 间 
[一 1,1] 中 连续 且 在 端点 为 0 的 函数 f(x) 可 以 用 任意 阶 (m) 的 连 
带 勤 让 德 函 数 P? Cz) 在 平均 收 傅 的 意义 下 展开 为 


fr) = DaPr lr), (9) 
Tam 
其 中 
CAFCG— mi 
“= 3 4 fP (dz. (10) 


基于 这 定理 的 简单 证 明 可 参看 例如 吉 滤 诺 兴 (Tuxoroe) ,数学 
物理 方程 ,附录 工 , 81.9. 


5.13 PCz) 和 Qiz)y 的 骨 推 关系 


下 面 是 四 个 基本 递 推 关系 号 ， 
(24 十 DrPr= mp キロ ビー カキ DP (0) 
(2 十 DO — PY = PP トー pr, (2) 
(2 DG Pr ed mt od —m +13P! 
— tm dt mm 1P, (3) 
(2 十 1)〈1 一 る ) 于 = (二 D0 十 PP ， 
— i — m+ Pr,. く 4) 


中 ”注意 这 里 的 PY 都 太 用 晶 第 奉 森 的 定 流 て 5.11 区 (4) 成 (5》). 
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其 他 许多 递 推 关 系 都 可 以 从 这 4 个 导出 (参看 本 章 末 习题 24). 

(1) 式 的 证 明 一 一 把 5.5 节 (2) 式 写作 

2 十 1)zP, = (+ DP 一 由 
两 按 求 微 商 可 次 ,得 
(22 十 DrP™ + m2 + DP = C+ DP + OP, 

应 用 5.5 节 56) 式 于 志方 第 二 项 ,然后 以 (一 六 上 一 阅 )” 滋 整个 式 
子 , 即 得 (1). 

(2) 式 的 证 明 一 一 对 5.5 节 (6) 式 两 边 求 微 商 mm 次 ;然后 以 
(一 "(中 一 zx"? 飞 之 , 即 得 (2). 

(33》 式 的 证 明 一 一 由 5.5 节 (7) 式 , (1 一 xz)P; 一 下 ,一 lxP， 
应 用 (1) 式 ( 令 闫 一 0 于 右 方 第 二 项 ,得 


(1 一 xP, = P，， 一 TP 一 他 十 DP |]， 


或 

2⑫ キ 1)(1 一 5P = G+ DP 2G + iP,,. 
西 近 求 微 商 一 1 次 ,并 乘 以 (一 )" 避 一 zx" 台 , 得 

(+ rNPr 2m — DD 十 1)rPr 

Cm 1) Om — 2) (27 + 1)(1 一 の PPTS 
一 7 十 1)P7 一 2 十 JP 
分 别 应 用 (1) 和 (27 于 左 方 第 二 项 和 第 三 项 , 即 得 (37， 
{4) 式 的 证 明 一 一 
d 


: d i i ml 
(1 x*) Adz 一 《1 2) zlt "C1 了 Bp! 1] 


一 (一 )mK1 DG 一 PMD 訪 1ー Pm ] ， 
即 


dP" . 
(1 一 z?) ds = 《1 一 Vp gz PT, (5) 


两 边线 上 (C27 十 1) ,然后 对 右边 两 项 依次 应 用 5637? 和 (1) 即 得 54) 
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式 . 

以 上 各 式 也 可 以 用 上 节 的 展开 公式 (9) 和 (10) 来 证 明 . 

多 ,出 于 QQ,(z) 的 递 推 关系 完全 与 Ptz) 的 相同 ( 见 5.9 节 ; 除 
去 QiCz) 和 Qokz) 的 关系 式 ), 故 根据 5. 11 节 C6), 上面 的 递 推 关 
系 同样 适用 于 (<). 

此 外 ,这 些 递 推 关 系 也 适用 于 /和 mm 不 是 牡 数 的 情形 ,只 要 x 
限制 在 一 1 生 r<1 中 (参看 本 章 未 当 题 37). 


5.14 加法 公式 
在 政変 球 概 系 本 系 前 板 畑 方 向 時 , 有 下 列 加法 公式 


i 
P,Ccos ア ) 三 > ("Pr cos Pr "Cos ert! “1) 
mm ニー! 
上 
ーー Ct ーー mh! | HE J 
一 > Um (Cos の PPCcos の emm の ーー て る) 
i 
r ュ ビー Hmm)! 
Pcos@)P, て cos が の ) + 22, Zー が )」 
x Pricosd)P? Ceost )cos( み ゆー の)、 (3) 
基 中 
cos7 一 cosfeost 十 sin9sin の cos( ぁ ー の ), て 4) 
a Pid, 
Pe ,| の 


還 1 
好 了 赴 OP( 方 向 入 の め 生 0OP( 方 向 導 の, ダグ ) 之 同 的 天 角 ( 児 国 
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11). 
天明 送 加 法 公 式 的 方 泌 有 多利 . 下 面 是 从 微分 方程 的 解 的 关 
系 着 手 ,予以 证 明 . 
在 球 极 坐 标 系 中 用 分 离 变数 法 希拉 普 拉 期 方程 
1 31 ,ar 1 83， By 1 ay 
7 を | | rd gm 3g| 十 sin By = 0 9 
仿 VGr,0; 风 二 RF)S (9,9) ,得 


1 dR A 
を し g ゃ ー0 (6) 
和 
i 3 A: 
i sing 2 | ト i 3 十 入 一 站 (の 


其 中 4 是 常数 .方程 (7) 只 有 当 4 メー7⑦ 二 1) 7 王 01,.2… 時 オ 有 在 
0sS の ss 和 OSSe SS2r 中 有 界 的 周期 解 , 这 是 数学 物理 中 熟知 的 事 
情 ( 参 看 5.19 节 末 的 结论 ), 以 SC, 和 表示 这 种 解 , 称 之 为 ! 次 球 
面 谐 函数 . 

对 方程 (7) (4 一 0 十 1)) 再 用 分 离 变 数 法 , 令 Si.(9,9) 一 
9( の (の, 得 


3 ゆー 0 8) 
和 
1 2 1] 
i | sing | ト |zg 十 1) 一 ge = 0. (9) 


方程 68) 的 周期 解 是 e”? ,m= 二 0, 填 1, 十 2,…, 方程 (9) 在 0 所 #8 
sr 中 的 有 界 解 是 PCcosb) ,因为 令 xz 一 cosg,(9) 式 即 化 为 连带 勒 
让 德 方 程 (5. 11 节 Q1)). 因此 , 当 4=41(i 十 1) 时 ,方程 (7) 的 有 界 出 
期 和解 是 ・ 

S,(9。 の 一 Pr (cosdye™ (m=0,+t1, ,+ 人 (10) 
现在 改变 球 极 坐 标 邓 的 极 轴 ,Oz 換 到 Oz'( 即 OP'), 这 相当 
于 从 球 极 坐 标 Cr.,8,9) 换 到 (7,7Y,6) ,其 中 YY 由 (4) 式 给 出 ,5 是 新 的 
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方位 角 . 显然 ,在 这 样 的 变换 下 ,方程 647) 的 形式 不 蛮 , 只 是 它 的 有 
办 周期 解 现 在 是 

(の) 一 Precosy Je (m=0, 土 ].， 士 2 (11) 
Pitcos2) 是 其 中 之 一 (ma 一 0). 因此 ,用 原来 的 变数 9,9 来 表示 7 て 即 
443 臣 )，PiCcos7y) 应 为 SC, 了 的 线性 组 合 


『 
P,(cos ア ) 一 > 4。PP (cos の e". (12) 


mw 一 上 


利用 e"" 前 正 変性 1.10 节 (2) 式 ) 和 P? (cos 引 的 正 交 性 (5, 12 节 
(7) 式 ), 立 得 


mr rE 
4。ー (一 )" | P,(cos%)P; "(cos8)e eda, て 13) 


其 中 dw 一 sin8 dg dg 是 立体 角 元 . 
但 由 于 Pi"Ccos9)e 是 (7) 式 的 解 ; 所 以 可 以 反 过 来 把 它 用 
StY, 人 8) 的 线性 组 合 表示 


上 
P, (cosy)e ™r 一 > BPr (Cos ア Je の 9. (14) 


m's 一 ! 


代入 (13) 式 ,并 注意 立体 角 元 的 大 小 不 因 极 轴 的 变换 而 改变 , 即 
daw=sing dedg 王 sin ア 7 d 人 dy 一 d0 ,得 
A =<)" [Pe >) BP Ccosy ye™ dn 


m 一 一 ? 


21 2 
ーー 

Bi 可 以 从 (4) 式 算出 如 下 ; 当 ァ アー0 時 9 が p=, 

PP (cos7) 二 P" (1), 但 根据 5.11 节 (5) 式 ; 当 sm' 关 0 时 P”(1) 一 0， 


B, = (—)"B. (15) 


B, = FP; "(eos が の Je- . 
把 这 结果 代入 (15) 式 ,得 4。, 然 后 再 代入 12) 式 , 即 得 (1). 〈2) 式 
则 是 根据 5.11 节 (8) 式 从 人 1) 式 化 出 来 的 ， 
在 5. 21 节 中 将 给 出 人 1) 式 的 另 一 证 明 法 . 
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5.15 球面 谐 函 数 Ya( の 9. の 


在 上 节 中 得 到 方程 
1 Bi ,80s 1 
ーー 3 sn mg 3 +7G 二 1Sー ニ 0 (GD 
或 
25 29 1 , 


在 0<sy < に 2 ァ 0S こ の < こ ア 中 的 有 界 (对 の 周期 対 め 解 - 共 有 2 十 1 
个 : 
Prtcos@)e™, 让 一 0 十 1 ， 士 了 


(上 节 (a0)? 式 ). 
在 许多 应 用 中 常 取 
2 十 1 mip ne 
YB, = 和 人 i て cosg)e 
Cm 一 0。 工 1 ょ ") 士 の (2) 
为 方程 (1} 的 有 界 周 期 解 . 这 祥 的 解 满足 下 列 正 交 归 一 关系 : 
| YYsingdpdg 一 人 Br， ③) 
其 中 Yi 是 Yi; 的 基因 复数 , 且 
YL 一 【一 一 四 里 (4 


这 可 以 用 5.11 节 (8) 式 证 明 . (3) 式 可 用 5.12 节 (1) 式 和 1.10 节 
《2) 式 证 明 ; 不 过 当天 或 加 到 0 时 还 需要 用 5. 11 葵 (8) 式 . 
上 上 节 的 可 法 公式 可 以 用 Yo 写 为 


YtY)= Tt YY DV (の の ) 


= Na 1 - Yae の YL( の の), (5) 
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其 中 Ye 一 人/ に Pr(cosy) 


由 5.13 节 (一 上 5) 可 以 推出 下 列 递 推 基 系 ， 


うだ まう 
cos Ym = 8 i" 


7 十 m 二 1) う ーーm 二 1) 
(2 十 12(2 —~ 3) 


ーー Um udm— 1) 
stm ty ーー J <27 7 ー Ym 


十 YEtms (6) 


EE TE 


HINGE 3 im (の 
有 UF md 二 让 -1 
ne-"Y。 一 マキ DD ヤー ュ ョ ー ュ 
一 到 十 1) う ゾー 2 
+ DG LE 3 tn 9 
ーー 9 し tm 一) 
sn の sgYe ニ 0 オリ が tez i" 
CGC キー1)C 一 嫌 十 1) 
Lf (2 トト D2 十 3) Yi (9 
Sing る Y。 sim サゲ ロー) 十 更 十 DY we ™ 
十 geos の Y (10) 


各 用 这 些 公式 可 以 推出 许多 其 他 的 递 推 关 系 式 ( 参 看 本 童 不 
可 题 26,27). 

Ye, 纺 的 完备 性 .根据 1.10 节 末 关于 从 单个 变数 的 完备 
函数 组 造 出 多 变数 的 完备 丕 数组 的 定理 ,可 知 Ym ーー0,1 2. 
雪 一 0 , 士 1,……, 士 站 是 一 个 完备 熙 数组 ,因为 站。 一 RsP” (ecosgJee 9 
CN 是 妇 一 因子 ; 见 (2) 式 ), 已 知 e™rCm 二 0; 士 1 ,-…) 是 关于 实数 p 
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药 完 备 函 数组 (1. 10 节 ) ,而 Pteos の 対 手 固定 的 束 ,2 [m[、 也 大 
变数 8 的 完备 钞 数 组 (5. 12 市 ). 

因此 , 任 有 一 个 在 球面 上 连续 的 函数 人 (@. の 可 用 Ya( の の 展 
开 为 一 平均 收 钱 的 级 数 


に 了 
の の = フフ ) 4。Y (の の 、 C11) 


f=0 m= —i 


其 中 
A, = | YY (9 の. の (9, の sin dp d6. 12) 
ロー 


把 (123> 式 中 的 积分 变数 の ぁ 換 成 の 代入 11), 利 用 加法 
公式 (5), 得 
2 うまみ 于 二 | | の ・ の PCeos7)sin の dd の 。 (13) 


4 

其 中 
cosy = coscos の 十 singsin cos (gp — の ). 

《13) 式 的 右 方 称 为 /C8,) 的 拉 普 拉 斯 级 数 . 可 以 证 明 , 如 果 /C9， 
P) 在 球面 上 是 绝对 可 积 的 , 则 在 /8,9) 是 连续 的 点 愉 , 和 ) , 拉 氏 级 
数 3) 収 敬 是 其 和 等 子 げ (⑫. め . 如 果 函 数 在 球面 上 的 某 点 人 8, 内 
不 连续 , 担 有 这 样 一 条 球面 上 的 曲线 通过 (8, 风 点 : 当 変 点 稚 送 昌 
线 的 两 连 赵 近 人 ,人 税 点 时 , 困 数 7z8, 耻 的 概 限 值 方 (の の 和 万 (の , 
风 分 别 存 在 , 则 


っ (7 の の + f(0,9)} 


re TA 
や 2 十 1 | FB の)P,Kcos ア )sin の dg の d が の 。 (14) 
eo 


= 4 
只 要 画数 (9 の, の 是 彫 変 的 . 
关于 这 定理 的 证 明 以 及 拉 氏 级 数 一 政 收敛 于 /8, 罗 的 条件 ， 
可 参看 Hobson (1931), Chap. M , き 211. 
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5.15 普遍 的 连带 勒 让 德 函 数 Pz 


滞 数 P'(z) 是 连带 勒 让 乱 方 程 ( 见 5. 1 节 (6)) 


中 d 
ーー の + ーー 


1 を = トー ェ o (1) 


的 解 ,其 中 yz 可 以 是 任何 复数 . 方程 (1) 的 另 一 解 是 Q'(z) ,将 
在 下 一 节 讨 论 . 我 们 将 依照 多 布 森 用 双 周 围 道 积分 来 规定 这 两 画 
数 , 并 使 它们 在 4 和 "是 整数 时 与 前 面 引进 的 P” 和 Q” 一 致 . 

在 5,1 节 中 已 经 看 到 , 若 令 5 一 (z: 一 1)”20(e)， 并 作 自 变 数 变 
換 『ー= ロ ーs ぇ 272, 中 y(5) 満 足 超 ル 何方 程 


2 
a Du ュー (Zr 十 の] 受 
ー (ケー の (キッ キ ]) セ ニ 0 (2》 
{在 5.1 节 中 这 方程 是 用 PP 符号 表亲 的 ). 回 到 变数 xz, 这 方程 成 为 
ds 
D2 DE O+ + Dv=0. 


(3) 
用 欧 勒 变换 (2. 14 节 ) 解 方程 (3), 设 
vlz) = Le ー の edr. (4) 
C 
:平面 
ーーー Ry 
~ 


图 12 


由 2.14 节 06} 求 出 4 的 两 个 可能 取 值 为 x 一 和 一 vy 一 x 一 1. 取 后 
者 , 由 2.14 著 (14) 得 (テニ ( デ ビー1)*( 取 C 为 图 12 中 的 双 周 用 道 
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(注意 t= 一 1 在 C 外 ), 即 得 方程 (3) 的 一 个 积分 解 


《z+ lal- 
vz) = A 一 "| YG ター デコ 中 
上 


(5) 
为 任意 常数 . 
锥 布 森 的 < 阶 + 次 第 一 类 连带 勒 让 德 充 数 的 定义 是 
r= a ED 
x ドー Le D*G ー の de 
对 2 
(十 上 天 负 整数 ) 针 ， 《6) 


其 中 被 积 函 数 各 因子 的 辐 角 规定 如 干 : 在 积分 路 线 上 , 当 上 十 1， 
1 一 办 正 数 时 ,arg (十 1) 一 0,arg(f 一 x) 二 0; 在 起 点 Marg 人 tt 一 1) 
二 ;|| 之 x. 此 外 还 规定 |Jarg(z 一 1)|< 二 x;, |arg(z 十 1) | 之 x, 这 样 ， 
在 沿 实 轴 从 一 0 到 十 ] 割 電 的 を 平面 上 ,PZC) 是 一 條 単 合 解 析 函 
数 . 

现在 来 看 由 (6) 式 规定 的 于 :{z) 与 超 几 柯 函 数 的 关系 . 为 此 ， 
作 变 挠 1 一 1 二 (zx 一 1)s, 则 tz 一 z= 二 (z 一 1)(s 一 1) ,1 一 z 和 和 t 一 1 两 点 
分 别 变 为 s 一 1 和 s=0;, 而 (6) 式 中 的 积分 变 为 


ーー ロー コモ 
1 


{s— 1) | 1 十 ds, 


Mf 


(7) 


由 当 "* 中 = 和 负 整数 时 ,的 式 布 方 屋 一 个 不定 式 ( 参 有 本 章 末 习题 28)、 
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积分 围 道 如 图 13,M' 是 与 M 相应 的 点 . 积分 中 各 因子 的 辑 角 或 函 
数值 按 原 来 (6) 式 中 的 规定 推 得 如 下 ; 当 * 一 0 时 ,与 原来 的 
全 十 1 相应 的 因子 [1 十 (2z 一 1)s/2 了 二 1; 在 积分 路 线 上 , 当 ;一 1 之 
值 次 正 数 时 ,argts 一 1) = 二 0; 在 起 点 由 处 args 二 9 一 arg(z 一 1), 例 
如 当 ji 位 于 一 0 到 1 之 间 的 实 轴 上 村 arg* 一 0, 因 为 与 这 样 的 
が 点 相应 的 于 点 位 于 t=1 到 :t=z 的 直线 上 . 

现在 把 图 13 中 的 积分 路 线 变形 为 3.9 节 图 6 的 珀 哈 末 围 道 ， 
并 注意 在 图 道 的 起 点 (位 于 s=0 各 :==1 之 间 的 实 轴 上 )args=0， 
arg (ts 一 1 二 一 zw; 下 刻 由 4.5 节 (7} 式 得 


ロー タート ーー 上 
了 一 【zx 一 De 1 一 | 1 十 1 ， ds 


2 
__ ーー gg)sinr(1 十 y)sinm( 一 リー が ) 
= (一 1) 年 TC1 一 み ) 
Ez キュ ュー ムコ ーー 
代入 (6) 式 ,并 用 3.5 节 (2) 式 化 简 , 得 
上 1 之 十 12 1 
PP の = Fer se F| ムキ エエ ユー ター テー 


(8) 
其 中 largtz 土 1) | < 这 是 Prtz) 的 一 个 基本 表达 式 .适用 于 任何 

A 和 > 之 值 . 
由 (8) 式 ,注意 FCe, アー の アプ, の, 立 刻 得 到 一 邊 重要 

的 结果 

Pi = Pt を), (9) 
当 za 一 0 时 , 仍 以 了 人 =) 表示 PiCz)。 有 
PC =F 一 wy 十 1 


9 里 
这 是 勒 让 德 多 项 式 P.(z) 的 末 非 表 送 式 (5.2 节 (i277 的 推广 ， 
P,(zy 称 为 次 第 一 类 勒 让 德 函数 . 注意 

PL = 1. (11) 


《10) 
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当 ょ メーw(mー12… う 時 ,(8) 式 妨 o/co 的 不定 式 . 利用 第 四 


章 习 题 6 的 结果 ,得 
(ez 一 1 Tt 十 玉 十 1) 
"ml Ftvy—m 十 1) 


PP を ) 王 


1 一 を 


っ |. 《12) 


x 桂 ー ッ キタ wp 二 1 十 は 十 mi 


用 4.3 节 (8) 式 的 变换 ,又 得 
を 一 i ry 十 m 十 1 
Per 一 六 十 1 


| 
P= あー 


x F|— シッ ター 1,1 十 っ て テー 
又 ,用 4.2 节 (10) 式 ,由 (12) 式 得 
Pr = (Cr? 一 1) PCz). 18) 
这 结果 也 可 以 直接 由 (6)? 式 得 到 ， 
当 ぁ ニ ーー1.2… う 時 、(8) 式 成立 . 用 4.3 节 (8) 式 ,得 


《13) 


2 mm 『 ーー 
PO = DF ymyil+m1+m lm 
mm! 2 
(15) 
与 12) 式 比较 , 立 得 
一 jm ーー Pt 一 更 十 1 ) 本 
了 “tz) 一 TFT mw DE te 《162 


注意 送 式 内 在 是 整 数 時 成立 ( 参 看 本 章 末 如 題 36 第 -: 式 或 
5. 19 节 (47 式 ). 

当 kx 和» 都 是 正 整 数 时 ,如 果 > 回 誠 1 エエ ルール 十 1) テ 0, 
放 Pe) 三 0. 在 这 种 情形 下 ,可 取 Tv 一 nz 十 1?P?(z) 为 方程 (1 的 
一 个 非 堆 解 ,然后 利用 (12) 或 (13) 式 ， 

希 異 夫 利 彼 分 表示 . 把 (6) 式 的 积分 中 正 向 绕 :二 z 一 周 和 
正 向 绕 1 一 1 一周 的 部 分 分 别 用 4 和 B 表示, 则 整个 积分 值 为 

了 一 4 十 在 一 em4 eltr Dmg 

当 方 整 数 時 
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T= (1 一 ej)(ATB}, 
从 而 有 
Et 十 天 十 1 
Ti 十 13 


tz1 lt 1 
x | (デー 1 ア 一 2 "ld 
M 2 


Clargte 士 1)| で mn); (17) 
在 起 点 M, largG 一 1) | で large 一 テ ) | Cm) 当 ーー1 時 argt 十 
1)=0. 
如 果 ms 二 0,517) 约 化 为 


1 tzt+ 1+t3 1 
DG dk, 8) 


这 是 5.4 节 (7) 式 的 推广 , 称 为 着 暴 去 利 积 分 表示 . 利用 这 个 表达 
式 可 以 证 明 5.5 节 的 递 推 关系 在 v 不 是 整数 n 时 也 成 立 ( 参 看 本 
章 末 习题 6). 

由 (8) 式 ,利用 超 几 何 应 数 的 变换 ,特别 是 一 次 的 (4,3 和 4.8 
节 ) 和 二 次 的 (4.12 节 ), 可 以 推出 P'(z) 的 弟 推 关系 ( 见 本 章 末 习 
题 37) 和 各 种 起 几何 沙 数 表达 式 ( 参 看 本 章 末 习题 29 一 31 和 
Erdelyi (1953), Vol, I, § 3.2). 


1 
2 土 mg 
tz 1 2ml 


Pr" (sz) 一 


P,(z) = 


5.17 Qe) 


和 卜 布 森 规 定 上 阶 " 次 第 二 类 连带 勒 让 德 函 数 
ee Ti 十 二 十 1)。 


下 ーー A 
PC) disinvr TX(r 二 - 1) (x 1) 
ェ ミー1ー 1 一 1 1 
x | Pz) "ld, {1) 
MM 2 


积分 路 线 是 图 14a 中 的 围 道 C ,t==z 在 围 道 之 外 . 被 积 函 数 的 各 个 
多 值 固 子 的 辐 角 规 定 如 下 : 在 围 道 经 过 实 轴 上 上 >>1 的 召 点 时 ， 
atgt 一 1) ==arg(t 十 1) = 二 0, 因 此 , 当 C 变形 为 图 14b 的 围 道 时 ,在 
起 点 MC 位 于 一 1 到 十 1 之 间 的 实 输 上 Yarg(t 一 1) 一 x,argti 十 1) 
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二 一 2n; 了 ,arg(t 一 2) 一 arg(z 一 1 一 x |arglz 一 |< 之 z. 此 外 仍 设 
larg(s 一 1)| で |argtz 十 ]) | 过 x; 这 样 ,Q*(z) 就 是 沿 实 轴 从 一 
到 十 1 制 开 的 < 平面 上 的 单 情 解 析 泪 数 . 


其 到 し チコ 


C 

MA NN 
和 つま ポー 
14a 14b 


首先 来 看 Q' tx) 的 超 几 何晴 数 表 示 . 因 规 定 了 1 一 z= (テー カ の 
e-" 三 ェ (1 ーー が を)e sy 朴 (1) 式 中 的 积分 


1 一 1 十 1 一 1 


ーー dt, 


i ーー テー テー ret letet ”| 
mH 


其 中 |argz | 过 Xe 当 テーoo 時 (1 一 プ ェ )ー ビ ドー ュー 1 
设 |z| 之 1; 吕 以 变动 积分 路 线 使 在 其 上 |i/z|<<1. 把 被 积 函 数 
中 售 = 的 因子 用 二 项 式 展 开 , 并 逐 项 求 积 分 ,得 


tnt 1 ーッ ャ ーー1 い 
i= 2 '€ を 2， 。 | 
ll > 
※ バ (一 を }) 下 (ーー lde 
Nm レー ター 11 
一 get bm ンーG1g11 リー だ 
| | 
1+.1—} 
X 《一 = | (1 一 在 trdt， (2) 
i 


其 中 的 积分 路 线 可 变形 为 图 15 的 围 道 , 在 起 点 好 处 :arg(1 一 困 一 
argt1 十 う 王 0. 
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设 Re(y)> 一 1, 易 证 在 两 端 圈 形 围 道上 的 积分 值 随 圈 的 半径 
趋 于 零 ,因此 


¢ i- 
| 《1 一 だ ) デ dz 


M 


ーー [ 1 ーー rd 十 ee| (1 ーー だ yard 
ー1 - 1 


1 
= ter™ — 1) | 一 a) td 


1 十 | 


{I ss 


一 2iemsimnur 


Tv DT 
r 十 -二 3 


ーー 


一 pie sin 1 十 人 一 
Ft yy 十 

最 后 一 歩 用 了 3.8 节 (1) 和 (3). 把 这 结果 代入 (2) 式 ,得 
i の ニュ Sn] ー ャ ーg 一 1 

了 一 2 et Dit "2isin > | 人 | 


To 十 Dr| 十 去 ] 骨 


~ (y+ を + 
用 3.6 节 (8) 式 


= Ttv 二 上 十 1 十 2) 
2 中 To 十 ぁ 十 1jTX2 十 1) 


rT FT 名 二 有 


2 
re 二 x+DTI[E 十 二]rwTD 

La エゴ | 7 十 下 十 了 

2 rl Tr っ | 


Fe+e+TDTI4+ 到 | 
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ここ タイ 
2 』 2 k 


~ を! 
| (と を 上 2 
一 T( 1/2] 2 k 2 1 
ER 十 172) k! * 


TC172)Ty 十 1) 
Div + 3/2) 


了 一 ゆーe PT 中 二 Le nisin vn 


x FE に 寺 を 土 1 2 十 六 十 了 
2 2 


;十 うー 


从 而 有 


or FT + D1/2) 


の 11 T(y 十 3/2] 
ャ トト どど ギュ エッ 二戸 十分 
2 " 2 
其 中 large 土 1 < |argz| ご 这 式 虽 然 是 在 |z| 全 1 和 Rety) 
テー1 的 条 件 下 得 到 的 ,但 51) 式 中 的 积分 和 54) 式 右 方 的 函数 者 
不 受 这 些 限制 , 故 这 两 个 条 件 可 以 取消 , (4) 是 Qi Cz) 的 个 基本 

表达 式 ， 
当 gg 二 0 时 , 仍 以 Q(z) 表示 QI(z), 有 


_ Te 十 DT(1/2) 
= nT 7 
「p 十 1r 十 2 
xXF 一 に リタ 
立刻 看 出 ,这 是 5.8 节 (3) 式 的 推广 ,因为 当 "一 二 时 


To 十 DT 3 ZT 
| 2 


(Ce: Ys "Tl 


xF 


44 十 > っ を + {4) 


ウー . 《5) 


,十 六 | = 2" CG) /C2n 十 1)1. 


当 jg 二 {mm 二 112,…) 时 ,由 民 )》 立 得 
Qa = (一 1)"™? や 
コ 


又 ,由 (4) ,用 4,3 节 (8) ,得 


Q(z). (6) 
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1 
LTG p+ or 
Dr+1 


2 1 a a 


Qtz)= 
EE 
リー トト ユエ ャ ーー! ナナ る 2 
2 ’ 2 
把 这 式 中 的 4 换 成 一 Ap 然后 与 人 4)? 式 比较 , 即 见 
em "(2) ー € "Q(z) 
To) To みす 
当 mw 一 着 (整数 ?时 ,有 
Ty m+ 


Qs} = To エエ DC Ce. (9 


这 是 与 5.16 节 (16) 式 相应 的 公式 ,但 由 (8) 式 知 , 不 论 上 是 否 整 
数 ,Q “tz) 和 Qitz) 总 是 线性 相关 的 ,而 P “xz) 和 PICz) 只 有 当 产 
是 整数 时 才 是 线性 相关 的 (参看 习题 36(i) 式 或 5. 19 节 (4) 式 ). 

由 (4) 式 ,利用 超 风 和 何 函数 前 变 换 , 可 以 导出 Q(x) 的 其 他 表 
达 式 (参看 5. 19 节 及 本 章 末 习题 35; 又 Erdelyi (1953), Val. I, 
§ 3.2). 


十 > (の 


x Ff 


て 8) 


5.18 割 鐘 -oo<Czr<C1 上 PC+) 的 定 六 


设 一 1<r< 反 十 1, 由 5 16 节 (8) 式 


1 和 十 1 1 一 
Po) ニ ェ ロー5 に ー ュ 」 F| 十 1,1 一 Ap 一 7 |， 
《1) 
其 中 规定 当 >1 时 ,arg(z 十 1)==arg(z 一 1) 一 0, 得 
Fw 。 ーー で が は 『 1 十 TT' fe 
PG + の = i) 
xX ルキ ュ ュ ー ム ーー | (2) 
』 ー ー PT ] + ェ ! の 5 
PrCr = Fe (1 
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1 一 テ 


2 ， (3) 


其 中 argt(1 二 7(1 一)ー0,g 十 i0 代表 上 岸 , ェ 一 i0 代表 下 岸 . 
困 此 ,:- 般 说 来 ,PCz) 之 值 在 割 锋 上 是 不 连续 的 ， 
现在 依照 霍 布 森 的 规定 ,在 实 轴 上 一 1<z<l 的 区 间 内 
Pr(z) = e の 2PZCz 十 i0) = e- の PC テ — i0) 
1 1 キテ 17 Tj 1 一 テ 
Gm | FI ニー ルッ キ 1 ュ ュー ム 2 
这 函数 显然 在 一 1<xz<l 中 满足 连带 蒜 让 德 方 程 (5.16 节 (1) 
式 ). 
当 rー 時 . 根 据 送 定 叉 , 立 刻 誠 5.16 者 (12) (14) 以 藤 
16) 分 別 得 


メド ーッ シキ エル エー 


て 4) 


we ニ (ーー トー ロー me Er 寺 m 十 1) 

1 
xF| ym 1 Fm + mt G5) 

一 (Je 1 タキ 

= mri! Font 
x F|— vvt +m | {6) 
Pr) = <— C1 一 "25 PsP.), 《7) 

和 

Pr) 一 (一 )m 工 也 一 于 十 Pryi (8) 


Tt 十 严 十 了 
《7) 式 和 (3) 式 分 别 是 5.11 节 (4) 式 和 (C8) 式 的 推广 , 

由 (4) 式 看 出 , 当 xz 一 1 一 0 时 ,如 果 Re >0, 即 Pi{xz) 一般 
弟子 oo, 除 盾 ヶ 是 整 数 . 由 (5) 式 和 (8) 式 可以 者 出 , 当 ェ ー1 一 9 
时 ,P+"(x) 是 有 界 的 ;mr 守 0 时 极限 值 为 0,m==0 时 极限 慎 为 1. 

再 看 PrCx) 在 x 下 一 1 十 0 时 之 值 . 设 y 关 整数 ,用 4.8 节 (4) 
式 , 由 (4) 得 
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1 tz) | T(1 一 AD 一 pp) 


(の ーー な 1 ユー ェ | LT エッ ー の (ニッ ー の 


xF| pp 1。1 ゴゴ | 


Et1 一 AD) 上 十 =| 2 


Tt Fe Te 5| 2 


x Fi Fy Hs ビ ti a 


应 用 4.3 节 (8) 于 其 中 的 第 二 项 ,并 用 3.5 节 {2) 式 ,得 


本 ー TI バー a) 1 十 x 
P= Fi ーッ ー の 
x 一 ムッ トキ 1 コキ ん | 
Sinyr ] zi 
ーー デー re 于 三 
xl ャ リー 1。1 ーー]. (9) 


由 这 式 看 出 ;如 果 v 取 整数 , 则 当 r 一 一 1 二 0 时 ,PICz) 一 般 趋 于 
oo0 ,除非 1 十 v 一 上 或 者 一 一 是 零 或 鳞 整 数 障 有 旦 Re(p) <0; 这 时 
lim Pi 一 一 52279. 如果 +v 是 整数 , 则 (9) 式 中 的 第 二 项 消 
失 , 而 lim PP うー オツ 

当 ょ な ( 王 0。1」…) 時 ,4.8 节 (4) 式 不 能 用 ,9) 式 也 不 成 立 . 
用 4.9 节 (8) 式 ,由 (5) 得 


sinyx 1 一 ri" 
まり 
m1 
《-- トト 1 1 キテ 1“* 
x 2 Em | 2 | 
si TO nt 1) 
rT Tvy—m 二 1 


a 
x 2 下 [证 十 更] | 2 | 


Pr) 一 一 


{1 I 
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x (gcー ャ トキ m 二 め 二 Ww キ 1 二 m め 


ーg(1 十 女士 お 一 W1 十 め | jn 工地 
(m = 0 1 2。**)』 (10) 
当 mw 一 0 时 ,去 掉 其 中 的 有 限 和 .由 这 式 看 出 ,如 果 天 整数 , 则 当 


x > 一 1 十 0 时 ,P,(xr) 一 In ーー Pe うー)" ,都 趋 于 co. 如 


困 +v=n1n 二 0;1,2,…,(10) 式 中 含有 限 和 的 项 为 0, 第 二 项 的 级 数 
也 只 剩 下 含 交 (一 z 十 mr 十 站) 且 を ss 一 的 诸 项 . 利用 3. 11 节 《3》 
式 , 有 

lim sin bp。 的 (一 2 十 天 十 无) 


一 lim sin vr{g(tl + ru— mm— ££) neot yur] 
< (mm)， 


因此 
G++m 1 (1 ユー = の う デ 人 
Ta 一 女士 1) 2" 

ンー 
当 ェ テ ー1 十 0 时 ,Pr 一 代 一 2 2 一 > 站 (人 0) Pr 一 《 一] 
当 nm 时 PP(r) 財 0. 

如 果 ヶ ーーg(Gz 王 52… う ) 可 利用 (8) 式 : 如 果 ッ ーーz(x 一 1, 
2 ,可 利用 5. 16 节 (9) 式 fP と :都 与 需 另 外 讨论 . 

当 z 是 小 于 一 1 的 实数 时 ,可 以 利用 本 章 末 习题 31 的 结果 来 
讨论 PY(z) 在 制 颖 的 这 一 段 上 的 性 质 , 只 要 注意 在 上 上 岩 argtz 一 1) 
二 arg(z 十 1) 二 x, 在 下 嵌 arg(z 一 1 一 arg(z 十 1) 一 一 


PP て うー (一) 


5.19 齐 弹 一 co<xr<i 上 Oz) 的 定 六 
与 上 节 一 样 ,我 们 主要 是 讨论 割 链 上 一 1 之 + 过 1 这 一 段 .5.17 
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节 (4) 蒜 可 用 来 讨论 一 2 过 x 之 一 1 的 一 授 , 但 不 适 于 一 1 之 x 之 1. 
因此 ,需要 作 一 些 变换 . 
由 5.17 节 (4) 式 ,用 4.3 节 (9) ,得 


em TO 二 T+ A 二 DTO/2), ; ーー 中 1 
= TD デー リウ 
『 ーー 
x Fl htt ーッ キテ エー 01) 


再 用 4.8 节 (8) 式 ,得 


Q'(z) 一 ーー を すす が パー 名 (ze 一 1 


5 TG gt 1) 
ーー 
Ce 


キー 


xz £ Fl, £1 ユー | (2) 


最 后 , 用 4.12 节 (9) 式 , 令 其 中 的 t 一 民 一 z)72 ,得 


ai EEE" 
x F{ 一 wy 十 | TC = 
xF| キュ ュー ムル テイ | は (3) 
由 此 ,根据 5.16 所 (の 式 , 得 
ーー FP “a < の 


由 (4) 式 , 利 用 上 弟 て 4) 式 , 即 可 得 到 Qs) 在 割 笑 一 ご ェ z ェ < ご 1 
上 之 值 


QCr 十 ji0) 一 PP) 


_ Te 士 み 士 1) hh a | 
Fw 一 g 十 1 PF, tr) 2 て 5) 
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PF 1 Ne™ rn DE 
Ql 一 10) 一 2 Sin Zr に P(ry) 
工作 士 产 十 1) asp- ァ 
Toate PP Cr) ). 6) 
由 (5) 和 (6) 两 式 消 去 P, “(x) ,得 
e "2Q Cr TF 10) er i0) ニー ixe™P (rz). 《7) 


因此 ,如 果 规 定 在 一 1<zr<l 中 
ere) = Bb te TRG + 10) + em2QZG テ 一 1)) (8) 


则 QiCz) 与 PCzx) 线 性 无 关 , 并 在 一 1 之 z<<1 中 满足 连带 勒 让 德 方 
程 (5. 16 节 (6) 式 ). 


把 (5) 和 (6) 代 入 (8) 式 中 ,得 
ーー 和 Ty 十 ut 十 1) ーー 
(Cz) = 2 ain 未 [cos gr PC テ ) Foー Dh Cr) i. 
C9 
要 讨论 GPCr) 在 ェ ー ユ ュー0 时 之 值 ,可 利用 上 节 (C4) 式 ,内 (9) 得 
ps 1 十 了 oa 
Q(z) = 5 [Tocos rl 1 一 = 
x F| 一 wy 十 Li | 
Te 上 と 二 1T(ー の | 1 + 
Te 一 計 二 1) 1ー テ 

XE (10) 


从 这 式 看 到 , 当 r 一 1 一 0,Q'Czr) 之 值 一 般 赵 于 co ,除非 上 是 正 的 半 
奇数 ,这 时 ,第 一 项 为 0. 而 和 (zz 一 (1 一 r)2 扩 ->0; 或 者 一 卢 为 负 
整数 ,但 上 不 是 整数 , 且 Rete<0, 这 时 第 二 项 为 震 , 而 和 Q'(Cz)~ 
1— a 0. 

要 研究 Q(z) 在 x 一 一 1 十 0 之 值 ,可 应 用 4.8 节 (4) 和 4.3 节 
《8) 于 (10) 式 ,得 
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。 “Ao 
Or うー ニー っ (TeOcos "| + z| 
xF ツキ 1 ユー な | 


TO+ A DC— の ) 1 
十 Po DD eos + rl T= 
xXxF| 一 vv 十 1 ユキ カー テー | | (11) 


从 这 式 看 到 , 当 x 一 一 1 十 0 时,Q*(x) 之 值 一 般 也 是 趋 于 = 的 , 除 
非 : 蚌 半 奇 数 而 且 Re(j) >0, 或 者 是 vv 和 和 py 之 值 使 第 二 项 为 0 而 
且 Retz)<<0. 

当 是 穆 数 时 ,C9) 式 是 一 个 不 定式 (参看 上 节 (8) 式 ). 设 二 
mm 一 0 1 2 ,由 C9} 有 


rl 

算出 右边 的 极限 值 ,得 

Qr= F(a nt っ ] 
Le こう (Du +t Dem ーー 1! 
EE まあ ニー まう 2 
ーー oe ユーズ | 
+ 
~ DT tm |: sj} a2) 


tm = OO,1,2.,)., 
共 中 的 有 限 和 > 在 于 一 0 时 不 出 现 . 从 这 式 可 以 看 出 , 当 x 一 1 一 
9 時 Q(x) 人 ,是 趋 于 oo 的 ， 因为 若 关 一 0, 刚 因 P,Q1)==1(C5.16 节 
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(11)) , 故 Qj~tn(1 一 x); 若 融 产 0; 则 QC 一 (1 一 x)-", 对 
于 z= 一 1 十 0, 亦 有 类 似 结 论 . 

当 二 一 mm 二 12, 中) 时 ,利用 5.17 节 ( 引 式 及 Q(x) 的 定 
多 ,得 
_m Dm 二 1) 


因此 , 当 x 一 1 一 0 或 者 一 1 十 0 时 ,Q7" (xz) 也 是 赵 于 oe 的 . 

综合 上 面 关 于 P"(z)yQ(z) 的 讨论 ,可 知 当 上 是 图 数 时 ,只 有 
" 也 是 整数 .连带 坦 让 德 方程 才 有 惟一 在 一 1 魏 z 委 十 1 中 有 界 的 解 
PCD(P。 ,P"， 都 是 与 P*(z) 线 性 相关 的 解 )， 


5. 20 P,(z) 和 P" (x) 的 其 他 积分 表示 


在 5.16 节 中 我 们 得 到 {该 节 (18) 式 ) 


ーー 1 ‘zl.1+17 (デー 1Y 
PT oil, Pad (1) 


积分 围 道 如 图 16 ょ =ー1 在 力道 外 .在 起 点 4( 实 轴 上 :一 1 之 右 )， 
arg(i—]1)=arg(t+1)=0, larg(t—z) |x. 

用 《1) 式 表示 的 P,.(Cz) 是 沿 实 

轴 从 一 王 到 一 1 割 开 的 > 平面 上 的 

单 值 解析 画 数 ,因为 仿照 4. 5 节 关 


OZ( テ )。 (13) 


:平面 于 超 几 何 水 数 的 积分 表示 (该 节 (6) 
4 式 ? 的 讨论 ,可 知 z 一 一 1 和 ce 是 P, 

一 1 (sg) 前 分 支点 、 但 如果 ッ ー ァ ( 正 整 
图 16 数 》, 则 (1) 式 中 的 积分 路 线 可 以 大 


只 正 向 绕 t 一 = 一周 的 任何 图 道 ( 见 5.4 节 (C7) 式 ) ,因为 1 二 土 1 这 
时 不 再 是 被 积 范 数 的 奇 点 ,而 平面 上 的 割 缝 也 就 可 以 取 请 . 

拉 普 拉 斯 积分 表示 . 设 Re(z) 汪 0,(1) 式 中 的 积分 路 线 可 以 
变形 为 以 1 二 xz 为 圆心 ,半径 等 于 |z: 一 11'“* 的 图 ,因为 在 Retz)>>0 
的 条 件 下 ,i 二 z 点 到 ==1 点 的 距离 小 于 到 t= 一 1 点 的 距离 , 即 
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| テー11<lg 填 11、 因 此 有 | 一 11 < 一 117<< |s 填 1|, 面 送 表 明 : 
二 1 在 这 圆 内 ,t= 一 1 在 圆 外 . 在 圆 上 可 写 

{=z 二 マー ler (RE PE TID, 
代入 1) 式 , 得 
p= (2 —1+ Ver— Ted) sz 十 1 十 v 叶 一 Te 小 j 


ee 


1 r 
= 去 | (> + vz: — lcosg} dg 


一 | z+ マー lcosg) dy, argz| < っ ・ {2) 


其 中 的 根 式 Vz 一 1 取 正 人 负 号 均 可 {只 要 把 积分 变数 pp 换 成 x 一 g 
即 可 看 出 这 一 点 }. (2} 式 中 被 积 函 数 的 辐 角 规定 如 下 ; 当 ゅ 一 x/2 
时 arg(【> 二 ソー1 cosqg] 二 arg zx; 因为 按照 (1) 式 中 的 规定 , 当 
二 1 时 Pi(1) 王 1( 参 者 5.16 节 忆 ) 式 ). (2) 式 称 为 拉 苯 拉 斯 的 第 
一 积分 表示 ,是 5.4 节 (8) 式 的 推广 . 
根据 5.16 节 (9) 式 ,P,(z) 一 P.， 1(z), 有 
* T 
Pn) = (z+ i DJ larg sl < 
其 中 被 积 函 数 的 辐 角 的 规定 同上 . (3) 式 称 为 拉 氏 的 第 二 积分 表 
示 . 
当 y 是 整数 时 ,|arg を | ご で 々 /2 的 限制 可 以 取消 . 
梅 勒 - 狄 里 希 累 CMehler-Dirichlet ) 积 分 表示 . 在 (2) 式 中 令 = 
十 人 ピー1 三 は 一 ぇ を)》, 竹 


PCz) (一 Zzh + 1)-12dh, larg z| ぐす, 


-起 大 

(4) 
其 中 規定 (だ 一 2zz 十 1) ツ ニーi アー1sin 多 在 积分 路 线 上 arg 
(一 2zh 十 ]) 一 一 x/2 十 arg wz 一 一 常数 .积分 路 线 是 从 下 限 到 
上 限 的 直线 (图 17) ,因为 arg(d ヵ 4) 一 arg[ 一 ソ ゾー1 sin gdg} 在 
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从 0 恋 到 天 时 是 常数 . 系 因 9 一 rr2 时 A=z;y 而 |arg xz|< xy2, 故 在 
积分 路 线 与 实 辅 相交 的 4 点 arg ヵ ぁ ー0. 


PP 二 一 “十 -wz 一 1【9 一 个 ) 


车 x 二 cos8,0<8<<x/2, 并 规定 アマ テー ューi sin 则 (4) 式 成 为 
ーー 1 - + ーー 一 172 
PLceos 0) 一直 | 人生 一 2cos thi) Vdh; (8) 


积分 路 线 是 图 18 中 由 天 一 e “到 e" 的 
2 直线 . 积分 中 多 值 函 数 的 规定 如 下: 
平面 ン 在 国 中 4 点 み ゆーcos の ,arg 正 一 0 ,而 
ン (な 一 2cos かみ 十 1) 人 2 王 sin か 


レン (5; 式 中 的 积分 路 线 可 变形 为 以 
> 


~ 4| 8 ” 口 点 为 图 心 ,通过 e+* 两 点 的 圆 白 ( 见 

~ 图 18), 因 为 在 原来 的 直线 积分 路 线 
~ 与 这 圆 弧 之 间 没 有 被 积 函 数 的 奇 
图 18 点 0, 于 是 令 有 二 e*,(5) 式 化 为 


1 より し 
TKeos の ーー eee 
et りす) 四 


1 总 
x | ae: の 一 cos の Td の 


① 在 路 幾 的 端点 , 被 息 画 数 不 是 和解 析 的 。 何 末 用 通常 的 水 法 作 小 圏 孤 巡 辻 記 仙 
小 贺 弧 上 的 积分 值 随 其 半径 赵 于 0. 
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に 
[2tcos 


pcos dg, (5) 
其 中 的 根 式 应 取 正 号 ,因为 护照 前 面 的 规定 , 当 训 在 4 点 时 , 根 式 
取 正 值 ; 即 arg (hi 一 2hcos8 十 1) 一 0, 而 在 从 有 4 点 惑 到 召 点 时 ， 
arg(h 一 2hcos0 十 1) 一 arg[ (一 eC 全 一 e-*)] 志 变化 . (6) 式 称 为 
P.(cos9) 的 棉 勒 - 狄 里 希 累 积分 表示 . 

《6) 式 是 在 0< 2< xy/2 的 条 件 下 得 到 的 ,但 右 方 的 积分 ,作为 复 
变数 e 的 函数 ,显然 可 以 开本 到 x/2<< の <x 的 范围 中 汉 ; 积 分 路 线 
基 園 19 中 的 岡 弧 . 因 此 .(8) 式 在 0< の < 中 成 立 . 

又 ,根据 同样 的 理由 ,如 果 把 
(5)? 式 中 的 积分 路 线 变 为 图 19 中 的 
图 引 ,或 其 他 等 价 的 和 分 路 线 , 则 
(5) 起 也 在 0 之 8<x 中 成 立 . 不 过 
当 r72<0<r 时 ,这 样 的 积分 一 - 般 
不 等 于 从 e “经 过 到 e* 的 直线 
上 的 积分 ,因为 在 这 两 条 积分 路 线 


之 间 有 了 被 积 函 数 的 分 支点 五 = lH 19 
0 除非 上 是 整数 ,这 时 六 一 0 不 再 
是 奇 点 ,两 条 路 线 是 等 价 的 . 
述 可 以 用 下 面 的 围 道 积分 表示 P(x)， 
PL(z) = | を 一 ?22 月 十 1)-72dh， 《7) 


C 是 国 20 中 正 向 鐵 ぁ 一 > エ ve 一 1 两 点 一 周 的 国道, ぁ ー0 在 で 的 
外 面 . 被 积 函数 中 的 多 值 因 子规 定 如 下 : 在 积分 路 线 与 实 输 的 交 
点 4 处 :argp 一 0; 当 4 点 沿 正 实 轴 趋 于 cc 时 ,arg( 瑚 一 2z 上 1) 一 
rg1( タ ーー グー う (ロー グ )!ー0. 

要 证 明 (7) 式 ,把 变形 为 图 20 中 的 C ;从 2Z-!=z 一 V2 一 了 
到 2Z=z 十 Vz’ 一 1 的 直线 的 右岸 上 M 点 出 发 , 沼 这 直线 到 72 点 附 
近 , 正 向 绕 Z 点 “ 周 , 然 后 沿 左 岩 到 2 ' 点 附近 , 正 向 绕 7 点 一 
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所 20 


周 ,再 沿 右 岸 回 到 夺 . 易 见 绕 Z 和 2 :两 点 的 小 圆 上 的 积分 值 分 别 
随 半 径 赵 于 0. 因此 .17) 式 右 方 的 积分 等 于 


1 —r! < 和 2 一 122 
rl e | ん 2zh 十 1) dh; 


积分 路 线 是 从 Z7' 到 Z 的 直线 ,在 这 直线 与 实 轴 相交 之 处 arg ヵ ー 
0, 与 (4) 式 中 的 规定 相同 . 义 , 在 出 发 点 M,arg {Ch 一 271)(h 一 2)} 
デー ャ * 十 2arg YY 一 1 (因为 从 2Z71 到 Z 网 直线 的 倾角 罗 
argl 2 wz 一 ]));: 吉 arg(h* 一 2zh 十 1) 人 二 一 rn/2 十 arg wz: 一 1 ,也 
与 人 4) 式 中 的 规定 相同 . 这 就 证 明了 (7) 式 . 

(7) 式 虽然 是 在 |arg *| ご z/2 
的 条 件 下 证 明 芍 ,但 可 以 开拓 到 左 
半 平 面 中 去 . 这 时 ,积分 围 道 如 图 
21, 各 辐 角 的 规定 仍 同 前 - 不 过 积 
分 路 线 不 再 能 变形 为 洪 图 中 虚 直 
线 上 的 积分 . 注意 围 道 与 实 轴 的 交 
点 都 在 志 =0 之 右 . 

又 ,由 (1) 式 ,对 zz 求 微 商 m 
次 , 弱 上 (Cz? 一 1)"”?, 得 
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Fo 二 w 土 1) "一 pe — 1 
Fe 十 1) 2 ダグ ロー ター 


て 8) 


PP (そう) 一 


令 上 一 = 十 vs 一 le 得 (参看 (2) 式 的 推导 ) 


Tr 1 | 


工 r™ L』 
一 全 二 | cos mz + vr 1 cos gp)'dg 


PC (を) = 


(9) 
利用 5.16 节 (9) 式 ,P* 二 P",_1, 又 有 
Pp"(z)— TT(— ャ rn) 1 cos mg dg 
" TK 一 め ) ro [zt veecos 着 
yn Tr 十 1) 1 COS mp dg 
Et 一 下 十 1) Jofz 十 ソーT1cosg「「 
(arg | < m/2). 《10) 
叉 由 G0) 式 , 用 5. 16 著 (16) 式 , 得 
内 TG cos me d 
PD) po 
(Targ を | < 7/2). (11) 


5.21 加法 公式 
利用 上 节 (7) 式 ,可 以 得 到 比 5. 14 节 中 的 结果 更 为 普遍 的 加 法 


公式 


PE) = POOR, ) + 2 つう (一 )"PP (2)P "(Ce ) cos mp, て 1) 


Hi 1 


其 中 vv 可 以 是 任何 复数 ,xz 和 *' 是 不 在 割 颖 (一 = 到 1)? 上 的 复数 ， 
且 Relza)>0,Rele 0 ニャー ポー パー 1 cos の る を 其 
任意 实数 ; 式 中 的 级 数 一 致 收 敏 . 当 "一 并 正 整数 ?时 ,级 数 中 其 为 
由 吉 二 1 到 加 二 的 有 限 和 ;这 时 ,对 于 xz 和 x 的 限制 可 取消 . 

在 证 明 忆 ) 式 之 前 ,和 完 推导 一 个 计算 积分 的 公式 . 设 A B,C 
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是 任意 复数 ,有 
「 dg ー 2r 2 
A トト Becosp t+ Csing CA:— BE 一 CO 
其 中 的 根 式 应 取 值 使 
[A— CA — Bi — CO < 1B + C2 (3) 


(2) 式 的 证 明 如 下 . 令 z=e”, 则 (2) 式 左 方 的 积分 了 化 为 z 平面 上 
沿 单位 圆 |z|==1 的 围 道 积分 
r= 6 dz /x 


< 十 z を — を 
人 十 吾 2 十 ど 页 


= jp も ュー ジン: 
Bat A 


BC—iC’ Bo i 
最 后 积分 中 的 被 积 函 数 有 两 个 一 阶 极点 
加 (A? HB? C2 LE 


ーー B—ic ， 
A CA B: C1 
B—ic T 


因 Isis ニ 8|==1, 故 两 极点 一 在 单位 圆 内 ,一 在 圆 外 . 若 取 根 式 
之 值 使 满足 (3) 式 , 则 = 在 圆 内 :于 是 ,用 残 数 定理 得 


, Zi ーー 2 
BiC) zz (Ai— Bi CD 
现在 来 证 明 (1) 式 . 由 5.20 节 (7) 式 有 


1 
P,.‘$) = 2 
C 蚌 该 节 图 20 的 围 道 ;h= 二 0 在 忆 外 . 利用 (2) 式 (关于 满足 条 件 (3) 
的 问题 可 参看 Hobson (1931), $220), 令 A 二 hz' 一 xz,B= 


hs) 1) osp, OC—— (2 —1) Tsing, 得 


lp 
PG&) = 二 | dh 


I 


| 月 区 下 26h + 1 dp, 
内 
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ッッ 
~ Bx 守っ 十 wz75 一 jcosw | 一 キー アー eos (og 一 の | 
_ 1 dw _ 
ュー 7 ター]cosg 
1 hdr 


ベラ ce 之 十 アジ ーftcos(w 一 の 
z' 二 ve ター1cose 

Aaー1<> キ アマ ー1tcos(e 一 め )/ セオ wz 一 lecosw} 是 w 的 有 界 画 
数 (一 x* 委 ww 委 站) ,因为 其 中 的 分 母 只 有 在 ”是 纯 虚 数 时 才 等 于 0， 
而 现 设 Re (zx') 之 0. 可 以 证 明 当 w 和 9 取 区 间 [ 一 xz 中 的 各 值 
时 ,在 月 平面 上 的 相应 点 所 莉 可 以 包 合 在 国道 CC 内 (Hobson 
(1931), § 220), 因 此 ,根据 科 希 公式 ;由 上 式 得 

Pr) = 二 | [s+ WA 一 os 一 め 」 


[x 十 Yz ー cose | の 
今 F( の 是 cosg 的 函数 ; 故 可 展开 为 傅 里 叶 余弦 级 数 
Pe の = + PAucosmeg, (5) 


其 中 


4 ュー + Pt)cosmgp de (ms 0 


_ 二 | af | > + ws — lcos(g 一 の jcosmeg,, 
2 一 = [ ァ 十 “et lcosw] 

| do - 

2 リー [を 十 “i — ョ cose 


xX 「 [> 十 “i 一 1cosg |'cosmte 一 dg 


csr 


| . [= 十 wz ー fcosw] 
4 | 十 Yz? 一 Tcosg | cos の dy 


264 特殊 画数 概 珍 [5.21] 


= 并 一 力也 "Ce dP (2); 
在 最 后 一 步 中 用 了 上 上 节 (9) 式 和 (11) 式 . 这 就 证 明了 0) 式 . 
当 :一 =( 正 整数 ) 时 ,如 果 9 汪 n; 则 PWCz) 三 0, (1) 趟 右 方 的 级 
数 或 为 一 个 有 限 和 ,而 (1? 式 是 -个 代数 恒等式 , 故 Re(s う >0, 
Re(s う 0 的 限 制 可以 取消 
当 = 和 >* 为 实数 时 ,有 下 列 加 法 会 式 
QOLrr — (x Oo I(r? — 1) cosg] 


= QP CT) + 2 DC— QI CDP "Cz cosmp (6) 


m=1l 
《7 > lv チー l, ーー 2 ). 
P,tcost cos の 十 sin sin の cosw) = PF,(cos の F.(cos の ) 


十 2 (一 ) う "PPP (cos@ の )PPCcos の )cog が の 
m=1 


Gm 土 1) 
一 P,(cos の F,Ccos の ) 十 2 2/ Fem 
x P"{cos}) Pr cos の eosmg (7) 


OS の <zm0 SS の 9 の 9 十 の < ご * る 妨 衝 数), 
Q.Kcos の cos の 十 gin の sin の cosw) 一 P,(cos の )COLCcos の ) 


+ 2 う ( 一 )"PCP (cos YQ (cos の )cos の 


叫 二 ] 


一 | FG—m 二 2 
= F.Ccos の )Q,Ccos の 十 227 FOE my 
x Pr (cost YQ {cos cosmy (8) 


2 
美 于 公式 56), (7), (8) 的 证 明 可 全 看 Hobson (1931). 
SS 222 一 227. 


0 その で.0 の wo で の 9 の デ m, 坊 変数 |. 
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5.22 PP(cos の ) 和 Q’(cos9) 当 woo 时 的 渐 近 展开 式 


由 于 Pz) 和 Q(z) 可 以 用 超 几 何 庙 数 表 达 , 故 可 利用 4.14 节 
的 结果 来 求 这 两 种 函数 的 渐 近 展开 , 在 4, 14 节 中 讨论 了 F(ta,B,7， 
z) 在 参数 .8,7Y 大 时 的 渐 近 展开 , 特别 简单 的 是 ,8 和 x 固定 而 
Y 一 品 的 情形 ,因为 在 这 种 情形 下 , 超 儿 何 级 数 本 身 ( 可 能 是 发 数 
的 ,例如 当 |z| 盖 1) 就 是 关于 7y 的 渐 近 展开 式 (4. 14 节 (1)7). 利用 这 
缚 果 来 求 勒 让 德 函 数 在 v( 或 和 一 ce 的 渐 近 展开 时 ,关键 在 于 使 * 
(或 让 只 出 现在 超 几 何 函 数 表 达 式 的 第 三 个 参数 7 中. 下面 只 讨 
论 宗 量 是 实数 cos の 0 で の < ,Re (poo 的 情 形 . 

由 5.17 节 (4) 式 


om TF Tt pt 


Q(z) = ーー (Ce? yg ーー ター 
> ti 3 
r+ 5 
vy 二 + 十 1v 二 A 二 2 3 ,i 
x F| ウ * 2 sb 十 2 + 


(larg z| <r, |argtz 十 1)| < mn. 
应 用 4. 12 节 (15) 式 和 4.3 节 (8) 式 ,对 上 式 中 的 超 几 何 函数 作 变 换 ， 


ーー 
| 3 2 一] 一 人 
关 下 十 天 十 1 一 下 十 1:7 十 * | 
2 2 vzi—1 
= (ーー を [ ーー = 
2 ツラ ー1 | 
アー ] _ 
3 の と まま ーー 
L 2 ve —1 
得 
Or 一 em TX(1/2)T(D 十 产 十 1) 


了 Div 3/2} 
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x (ーー 

に ーー ， (1) 
其 中 largs 土 1 上 で * arg( 十 V2 一 1 | 之 x. 在 这 个 表达 式 里 心 
只 出 现在 超 几 何 函 数 的 第 三 个 做 数 中 , 故 可 用 来 求 QZCz) 在 Re⑦) 
一 c 居 时 的 渐 近 展开 . 下面 只 讨论 宗 音 为 cos9 的 情形 . 
由 51? 式 有 


Qeosd + iQ 


> = | ™ | eco 十 天 十 1) Fi 17B)9 二 mr4] 
| 2sing To 十 3/2) 

3 士 je7" 

2 ) 2sing f° 

代入 5. 19 节 (7) 式 ,用 超 几 何 级 数 表示 ,得 


2 PG 
Tsing! 了 人 3/2) 


(2) 


x 了 | 3 テイ が ルオ 


PCcos の ) = | 


C12 一 72 十 / の 。 
~ 和 2 ky 十 3/2)。(2sin の * 


xsm| | 一 人 二 站 9 十 至 一 至 十 jx] (3) 


当 Re 一 ce 时 , 右 方 的 级 数量 PCces 人 在 六 固定 ,er 一 se 
> 盖 0) 的 情形 下 的 渐 近 霸 并 式 . 
在 ょ デル ー ョ ( 正 整 数 ) 的 情 形 下 。 由 (3) 来 有 


2 | TGg 十 1) 
Tsing Tn 3/2) 


= [2 


= 1 | # 十 3| (2sin の が 


P, Ccos@) 三 | 


x 


tx]. (4) 


x cos| (z 二 を 十 今 19 一 7 


由 3.21 节 C5) ,TT 殴 数 的 渐 近 展开 式 , 有 
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Cn 十 1) 1 」 1) 一 (3/2) 
nner T3235 2 の Dr +9 


一 1 lnn 3 
2 Br 


其 中 (x) 之 值 是 用 1. 1 节 (10) 式 算出 的 , 因此 


工人 十 1) vu 3 zs 

FT 7 1 記す の の - の | C5) 
3 
8z」 es| 


代入 {4), 得 
2 Lr 
ing | | ュー 8 


(nz) 


+ 全 Ce， 


PL.(cos@) 一 


-和 


十 22z 十 - sain os| [7 十 3)9 一 村 | 十 Dn 2 
一 | 人 一 喜 cos| | + うそ | 
+ anCot の ・ sin[ la 十 っ |9 ー 日 + DOC-52) C6) 


(gsS の 9s 記 mr 一 g)、. 
又 , 把 (2) 式 代入 5. 19 芽 8) 式 , 得 


x T+ 二) 
QiCcos の ) ng Fo + 3/2 
。 ほっ は 十 可， 
1 1G 十 3/2),( 2sin の )* 
本 ト & ゴ e+ | (7) 
(Ex E), 
其 特殊 情形 为 
1 1 
Qcos0) = | Fg | (a 本 cos| [n+3 1 十 | 


1 . 1 工 ー ョ 7 を 
十 二 corbsin| | x + す 19+ = | + On 2) (8) 


(eK 一 £6). 
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其 他 情形 下 欧 渐 近 展 开 式 也 可 以 用 适当 的 超 几 伍 蜂 数 表达 式 
得 到 , 可 参看 Erdelyi (1953), Vol. 1 ，§3.9.1, p. 162. 


5.23 ”特种 球 多 项 式 CE〈+) 
这 种 多 项 式 又 常 称 为 赣 根 保 尔 (Gegenbauer) 杀 项 式 , 可 由 于 
列 展开 式 给 出 ，; 
《1 — 2 + HY) Cr. 1) 
左 方 的 质数 称 为 CI(z) 的 生成 画数, - 般 是 多 值 的 ,除非 和 是 整 
数 . 现在 规定 , 当 :==0 时 (1) 式 左 方 的 次 数值 为 1, 于 是 有 
Cx) = 1. (2) 
勒 让 德 多 项 式 是 特种 球 多 项 式 的 一 种 特殊 情形 ,P, (x)= 二 C (x) 
《参看 5. 3 节 (2) 式 ). 关于 特种 球 多 项 式 与 勒 让 德 函 数 的 普遍 关系 
见 本 意 末 习题 45,47. 
弟 推 美 系 .。 把 民 ) 式 两 边 对 : 求 微 商 ,得 


2ACT — DC — Zr + Cn 
再 用 1) 式 , 有 
2aKz 一 ら め G x) = (1 — 227 + PP) Dn: (rr 1. 


比较 两 边 * 的 系数 ,得 
Cn DC 一 20 十 nx 十 (24 二 一 1)C;_, == 0. (3) 
又 把 (1) 式 两 边 对 4 求 微 商 ,得 
2 な ロー 2xt 二 ) 2 リー 5 CP. 
再 用 (1), 有 
2 C: (ry が ーー2zr 十 ど ゆう A nr. 


"= 


比较 两 边 2**"1 的 系数 ,得 
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dL dC dL 
ーー (4) 
由 (C3),(4) 两 式 消去 C4_, ,得 
ar dO, 
i dr 一 dr 一 nC. (5) 
由 (3),(4) 两 式 消 去 C_ ,得 
A 站 
dC x dC 一 (24 十 PC ， 


dr dr 
或 者 


dc dc 」 
dz dr 
由 (5》.(6) 両 式 消 ま dC!_)/dx, 得 


一 (24 十 ?一 1C 1 (6) 


,UC ュ 
《1 一 ーー azC 一 (24 ナ キョ ー 12C4 ー 0. 《77 


(3) 式 和 《7) 式 是 两 个 基本 的 弟 维 关系 . 还 有 其 他 递 推 关系 见 本 章 
末 习 题 46. 

微分 方 程 . 超 几 傈 画 数 表 示 . 对 (7) 式 求 微 商 ,然后 用 (5) 式 
消去 dc ydz, 得 CC2) 所 满足 的 微分 方程 


(1 一 2) 一 (24 十 1)z 和 一 (2 一 0 (8) 
勒 让 德 方程 45. 2 节 (1) 式 ) 是 它 的 特 珠 情形 ,1 一 172. 

与 勒 让 德 方程 -- 料 ,方程 48) 十 1 ,ce 为 其 正则 奇 点 ) 的 解 也 可 
以 用 超人 ル 何 函数 表 送 . 与 2. 9 节 (7) 式 比较 ,得 (8) 式 的 解 的 了 符号 
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0 1 oa 
1 一 〒 
—p + 0 一 再; 2 
1 1 
5 A 5 4 24 二 nr 
1 1 1 一 1] 
多 项 式 解 是 F| 一 24 キ ステ キル ーーー|、 導 
Cz = 4F| ー 2 十 二 十 1 っ =|. 


村 确定 常数 4, 今 x=1, 得 4A 二 C01). 在 (1) 式 中 令 z=1, 有 
(ーー お ダー > | | (-- ”一 Doe, 
夏 
CI) 一 | | cy = 2 (9) 


nl 
从 而 有 


Cc) = ap | 


1 1 一 x' 
ーー テト ん |- (10) 


正 变 性 一 一 由 (10) 式 知 Citz)? 是 4. 10 节 雅 可 毕 多 项 式 的 一 种 
特殊 情形 . 于 是 根据 该 节 (12),(13) 两 式 , 把 其 中 的 z 换 成 (1 一 
ェ 2/2。 評 得 Cs) 的 正 交 甘 系 

na ny 


1 
| GG dr sr 6. 
ー1 


(11) 
微 商 公式 和 量 明 表 送 式 . 当 4 一 m(m 三 1,2…) 軒 , 由 10 
式 , 利 用 4.2 节 (10) 式 ,得 微 商 公式 
ー 1 ーー dP" 
2" lm 一 ICm 十 于》 dr" 
其 中 T(z} 是 切 比 谢 夫 多 项 式 (4. 11 节 ). 
利用 (12) 和 4.11 节 (2) 式 , 立 得 C* (Cx) 的 显明 表达 式 


Te う 。 (12) 


CTT) 
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[3」 
tr 1 1 1 (ze 二 天 H 一 1)1 Or 
CO テテ ーー) を ra — 2 の 1 Cr 


(13) 
对 于 一 般 的 4, 可 从 (10)? 忒 出 发 .应 用 4.12 节 (17) 式 ,得 刘 
CCz) 的 显明 表达 式 


(rE (14) 


1 は は (一 TX4 キ ュー の 
-i (ター 嫌う ! 


还 有 Cskcosg) 的 人 博 里 时 展开 式 及 其 他 公式 见 本 章 末 习 题 . 


第 五 章 习 题 


1. 役 の 9 基 由 原点 (0,0,0) 到 末 点 (x,y,z) 的 舌 季 rr 与 z 轴 闻 
的 来 角 , 延 明 


PL.(cosg) 一 


2. 出 5.3 节 (2) 式 有 
1 名 二 2 十 二 4 


Dr rt 
基 中 で 是正 向 鐵 z=0 _ 周 的 明道 ,在 潮 道 中 没有 根 式 的 奇 点 试 
由 此 导出 罗 巨 格 公 式 (5. 3 节 (3) 式 ). [提示 : 作 変 換 て 1 一 2xy 十 
が 12 王 1 一] 

3. 把 P.(cos の ) 的 生成 画数 (1 一 2cos の 9・ 上 7)-19 写 静 ロ ー 
の 1ーe- の ー12 証明 Peos の 的 悠里 叶 余 弦 展 井 式 


Cy" tt mr 上 1 ロ 
tl gl r | > テー ルト 


Pr) 一 dr, 


。 | ュ 1 
Pcos の = >》 (一 ) | 2 - 2 le ー 2 ぁ ) の 
= を | ln 一 
1 で い 1・3…(2 を 一 1)・1・3…(2a 一 2 を 一 1) 
よぶ tn 一 ニー ジー OGs 一 28)9、 


に 


并 由 二 明 妆 OS が Sr 时 |P, (cos8) |@P.(1)=1, 
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を 证 明 
PL.(cnsg) 一 Fl 十 1。 一 1。gim* す 


(一 YF| ぇ 十 1 ， 一 ucos | 


ーー Zn 9 2 2 | 

一 《ODS | ns 一 好]， tan っ 

ー 。 n 二 一 天 :5| 
cosgF| 5' っ ,1 ， tan 2 | 


[提示 最 后 -全 公式 可 由 5.2 节 (7)? 式 用 4 9 节 (11) 式 来 证 明 . ] 
5. 证 明 


rR nr i 1 _ 一 ? 
1 うま Yo 2*ー テー る | 


ー ns a 1 3 ー。 
Go = も 2 Fl > は キテ 十 か る | 


其 中 ター テー vs 一 1, 当 xm1 时 , 根 式 取 正 值 . 
56、 用 Psz) 的 希 累 去 利 积分 表示 (5.16 节 (18) 式 ?证 明 5.5 
节 中 的 诸 递 推 关 系 也 适用 于 ”不 是 整数 的 情形 . 


7. 证 明 
一 一 {Cm = n), 
， gr 十 1 
| の.)dz 一 0 (nm 一 好 一 偶数 )， 
(— nlmt 
tre — mr +m 十 1) CC 
(r= rt lm 一 0) 
8. 正明 
| Pddx 2 Le For tt 


vey Oo 1)…ー タ 十 2) 
ty 二 DD 十 3)" 
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其 中 , 当 为 侦 数 时 设 Re( ゆ テー1 ュ 1」 ぁ 为 奇数 时 设 Re( ゆ テー2。 以 
保证 积分 在 下 限 收 租 . [提示 : 用 5.2 节 (12) 式 和 4.13 节 (4) 式 .j 
9. 证明 
£" = arP, (2), 
其 中 ag =0(z 一 が 三 奇 数 ) 
十 か” 


(2m 十 De |! 
dn = (一 得 一 偶数 ). 
| デキ タオ 1)1 
10. 证 明 


dni Tm+»n 十 2) 
jatar) | tC 十 1)IPCg)" 


其 中 ”可 以 是 任意 复数 [提示 :利用 5. 16 著 (8) 式 ]. 
11. 证 明 当 产科 基 整 数 时 


[FP (cosg)sin mada 


mn (mn 二 3)-……(m 二 nn 1》 
(m nlm On 二) ’ 


如 果 涡 之 nn 而且 澡 十 nn 是 奇数 ;在 其 他 请 形 下 积分 值 为 6( 参 看 
Hobson (1931), $ 29), 


利用 这 结果 证 明 
x 2 1* Cn 十 1) . 
4 P cns の ) 一 て an 1 十 1! [sina 十 ] )@ 十 Ton 3 十 338 


It*4*ta 十 1)0n 十 2) 
1*2" (2 十 3)f022 十 5) 


| sintz 十 558 十 | (9 ご 9 ご) 
及 


4 2・4…(2 一 2) | 
T 1 3 (Zr 一 3 ne = (Zn 一 DP, .Ceos の 


2 og 
十 (24 十 3) で テー Peos の + (2n + 7) 
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[a 1 n(n+tD on jp 
[Ga 十 2)2 一 oz in 十 4)2 一 2 
+ (OO で の で). 
12. 证 明 
,3" 5 (2n 十 1) 
2 .4…(2m) 


x tlcosg) 


cosng = (Zn 十 1)P,Ccosg) 


ーー (ta + 1 
12 (# 一 区 下 


[Gt — :Jp 
{ni 一 (aa 一 2)3]fnz — Cn — 4):] 


[指示 : 利用 第 3 题 的 结果 上 
13. 自明 当 ェ 1 時 


a 「 d ntl 
Q(x) = zrn!| [ -| yr, 
由 此 ,利用 公式 

Tf 3 a rod. 
证 明 

| 2"n1 ュー ェ , 2 1 

QCr) 一 re | wv 一 1) de 

14. 证 明 

QT) = 


十 (2g 一 3) aa(cos の + C2n 一 了) 


x atcos グ ) ++: 


rl dd" 
(2x)1 dx" 
[ 提示 : 注意 勒 让 德 方 程 可 以 从 方程 (一 zw 十 2Cx 一 1)w' 十 
2nw 一 0 求 有 次 微 商 得 到 . ] 

15. 輝明 当 ぇ >1 时 


(1 一 9xt + £2) -tn 2 


es | ee ー dz 


ry 


一 荆 十 《1 一 2z が うー や 


2 ーー 1 "=D 


ar 


(arg (se* ー13==0), 
左 方 移入 Q,(z) 的 生成 函数 (参看 Hobson (1931), § 43). 
16. 当 一 1<:<1 時,QL() 接 5.19 节 (8) 式 规定 ,试用 上 题 结 
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果 证 明 
Cr 1 rts 
rh dr | 


其 中 一 《十 六 十 < 一 和 一 cos 
17. 利用 上 题 和 习题 1 的 结果 由 5.8 节 (6) 式 证 明 


友人) 一 TPotr)P x) 


Qn) 一 


十 ーーp, CrP ar) トート PE)P (Cr). 


ー 1 2z 一 5 
na DD) 


2 ぁ ー 9 
5・( タ ー の 2) 
_ a 2r— rr — Pp 

(2r Din 一 か) 
[提示 :; W._1 满 足 微分 方程 届 一 YW 1 一 27W 十 ntn 十 Wi 
一 2P,. 右 方 可 以 用 5.5 节 (6) 式 表 为 勒 让 德 多 项 式 的 线性 组 合 , 然 
后 把 镀 ,_1(z) 用 抛 广 德 多 项 式 展 开 , 代 入 这 方程 左 方 定 出 展开 系 

数 . ] 
19. 利用 习题 5 的 结果 ,证 明 下 列 傅 里 叶 展 开 式 


2 Cn 1 .十 了) 
G+ tt 1 + con 3) 


1 1*3* (#1)n 二 2) 
1 2" 《2 十 35020 十 5 


其 中 Qtcos の 接 5. 19 共 (8) 式 規定 (0< こ の こ ァ ). 
20. 证 明 
oe dy | 0 
Qc ) | 【> 十 ーー 1chbgj 和 
z 是 不 在 区 间 !E 一 12:13 中 的 任意 复数 ,[ 栓 示 : 利用 第 5 题 的 结果 和 


十 Ps( テ ) 十 


ュー そう)。 


(cos の ) = costn ct 3)@9 


eos(g 十 58 二 1， 
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4.5 节 (6) 式 ,得 
Q(x) 一 | vA 一 "(1 一 グー ジー 1ds。 


其 中 2Z 一 z 十 v2 一 1 然后 作 变 换 m 一 (rz 一 1)7Cr 十 1). 
21. 证 了 明 


人 dh ー ソテーー 
i a ti TT 


22. 证 明 
(GD P.Q, —Q.P, = 
GD Pad 1 — Qe np, 7 


23. 证 明 


Po 


mt (gp 一 m)l Be 
其 中 P"(z) 是 连带 蔓 让 德 丽 数 (5.11 节 (4) , 審 布 森 的 定 叉 ). 
24. 证 明 下 列 递 碎 关系 (一 1 安安 1): 
GD Pr 一 PP Tm (lr) Pr! 
一 BPY 一 好 一 下 十 1301 一 02PY !; 
0) (1ー テ DO72P2 プー 十 1)P ウ ュー 十 如 十 1)rP ア 
テー)rPP 一 (2 上 z う PP Ti 


Gii) dT UD (m+ DP 
= nm?)Pr ,— rp ; 
Gy) PA C—O YE Pt) Cm PY, 
或 者 更 普遍 一 点 
Cy) PP Pp? 十 但 一 站 ) — mm PP 
= PEP mm Pr PY, 
[提示 : 利用 ⑪」 
25. 设 S( の の ) 基 任意 一 邊 7 決 球面 告 画 数 (5.14 节 (7) 式 之 
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后 ) 证 明 
ト sue.pPceos cos 有 十 sing san の cos( ゅ ー の )) 


x sing dg dd = S$, (の の). 


26. 证 明 


局 | 
cos の 5Y。 — 2 アー マー の 十 p 十 1) 


Xx cosd Ye TO— msing Yas 


cosg Vea + SY, = TH mr mi) 


X cos Ye で PT 十 m sind Vos 


Y。 的 定 及 見 5.15 节 . 
27. 由 坐标 变换 公式 


Br ™ Sm の eosg テ ーcos の cosgー ョ ター raing 8e 
9 . 。 9 . 1 cos の や づ の 
Bay™ sing sing = 十 cosg sing ー 2g 十 -sing Bg 
9 已 。 。 は 
に cosp 計 一 sing 3 

其 中 的 头 两 个 又 可 合 写 为 

一， 9 1 

まま ュー (sin と + cos6 た さち 


利用 5.15 节 (6) 一 (9) 式 和 上 题 的 结果 ,证 明王 列 公式 : 


”已 , 
エエ i | FY 


(到 
一 (Fm Fm— 1 df 上 
Em Dy To エイ | 
に キタ DU よ m キ の y df チ 
(2 + 1)(24 十 3) ri | dr ー 
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9 ,。 (+ “一 m) df 也 
OY = y+ + DS 


(+m+ DU—m++1) df ,ff 
TA G+ DT 3 Yaoi 全 tl 


28. 当 "十 六 为 负 整 数 时 5.16 节 (6) 式 是 -个 不 定式 . 证 明 
- 1 1 


回 (a? ] ye? 
dn sin Tr cos vt RT DDC yo ££) 


Pi(z)= 


【rr 十 .1-+ .sx 一 ,1 一 ) 
x| YG nd 
Mf 
其 中 的 围 道 如 5. 16 节 图 12, 各 多 值 因子 的 规定 与 5. 16 节 (6) 式 


的 相同 . 
29. 由 5.16 节 (8) 式 ,用 4.3 节 (8) 式 和 4. 12 节 (9) 式 ,证 明 
P= Fs DF + | の 
キキ ネー ダル キイ し ュー 
= FTー の "ーー や Fl ュー Fl pl =]. 
30. 利用 上 题 第 一 式 和 4.12 节 (17) 式 ,证 明 
2| 冯 (0 
PZ(e う = 一 ーー ーーーーー- 
r うー ター タロ T ーー | 
1 2 ! 2 
lr—n "十 站 1 >。 
xF| 5 + の | 


2 | EE ー 1) の 2 


ーー 


2 リャ ーー リー# 3 2 
xF[ 2 2 | 


3]. 由 29 题 的 第 二 式 , 用 4.3 节 (10? 式 和 48 节 (4 证 时 
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zTl* 十 过 = FIT を ーー 1)~- Arg 


PCz) = | 
Tl 去 jra オッ ー の 
2 
ユー リー お オド 了 a 
x Fl 2 * 9 + すっ 
ー | 1 
2 シー 
に 
ーッ ー の 


x Ft t+ 
32. 证 明 , 如 果 Re (ly 十 1) 汪 0, 有 


， 一 十 二 二 17 zaf 2 ーー テー 
Qtz) = Fr エ 1 (=* ”| a ye dr, 


人 上 argt(1 一 の) 王 0。|arg(* 一 の < 
33. 证 明 


上 1 1 

rt 

Q(z) —ie Mg rl (マー157 バ 
・ 4t sin(r 十 HK FE 


ーー lp lL 
x| が 1 一 の ブイ ローグ の 全， 


其 中 |arg(z ニ 1)1 で, クー ェ 二 マデ アー1。 |arg Z| 之 x,Z? 在 围 道外 ， 
在 围 道 上 iarg (1 一 :Z |< 之 x; 围 道 的 起 点 4 若 位 于 实 轴 上 + 一 0 
和 t=1 之 间 , 则 在 4 点 arg! 和 arg(1 一 英之 起 始 值 为 0 参看 
Hobson (1931) §152, p. 237), 
34. 利用 上 题 结 果 证 明 
re 

Q(x} 一 et mt - 2 2 1 

4x sm 十 eR 


るー ロー! te 
x i 


(2ー DD) 


(1 ーー 2zh 十 』* EE 


A 
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一 z 十 vs 一 1 在 围 道外 . 在 正 实 轴 上 的 起 点 4 处 arg 只 的 起 始 值 
为 0i 当 4 沿 正 实 输 移 至 ce 时 ,argf1 一 2z 丰 十 大 7) 一 at 有 gf 一 剑 )《 天 一 
グー リ うー0. 


35. 证 明 
ーー、 me 1 ms 1 
Q(z)= 2sin(y 十 rT — { 之 一 1| 
x Ft p32] 
zo 147 ,11+z 
一 [= 二 1 | Vy キー 2 | 


了 也 十 产 十 ]) Te 人 
per 一 关 十 1) 2sin( ッ ー or TC A) 


ur 
x (er | 下 


EE 


一 六 


2 
F| vv 十 in ナルト 
其 中 ei™“ 当 Im(z}) 半 0 时 取 负 上 屿 ,Im (Cx) 过 0 时 取 正 号 [提示 : 由 


5.19 节 (3), 用 4.8 节 (4) 得 第 一 式 , 再 用 5.17 节 t8) 得 第 二 式 ]. 
又 由 此 证 明 当 5 十 上 是 正 整 数 时 


a 伸和 』 ニー 
Fm | FI ニッキ 1 ュー ム な = | 


ー gy 十 1。 1 十 


[2 


有 一 】 


ァ ー3# 2 
1 _ 1+* 
= [| F vv 二 1,1 由 | 


(参考 5.17 节 (4) 式 ,注意 当 ッ オ ぁ 基 正 整数 時 ,QZCe) 一 般 是 有 限 
的 .) 


36. 证 明 
(sin 十 rt — Qsinty 一 pt 
一 wercosytP" (es), 
Ci1) P, "(2) 
TG 一 1) 


DD (P(e) — 二 esinpmQrz) 
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Cf) PC 一 =) = ermpefz) 一 Rn + Fwy) 


Cv 十 yr 六 负 整 数 )， 
其 中 的 5i) 就 是 5.19 节 (43 臣 ,其 他 两 式 可 用 上 题 结 果 证 明 . 当 ， 
十 ぁ 等 子 負 整 数 時 , 根 据 35 题 第 二 式 ,ii) 式 应 改 为 


2 
Te 一 ぁ 十 DT( ニ ーッ ャ ー の 


x emQ "(zx). 
名 中 (i 式 证 明 
Cv 位 人 一 二 一 一 et 上 GO Ce)， 
在 Cii), dv), 《v) 中 ,指数 冰 数 上 面 的 正 供 号 在 Im(z) 半 0 时 
取 上 过 的 导 ,Imkz)< 0 时 取 干 边 的 号 . 
37. 利用 P*(z2 与 超 几 和 何 函数 的 关 杀 和 后 者 的 弟 推 公式 (4. 2 
节 和 第 四 章 末 习题 2,3. ) 证 明 下 列 递 推 其 系 
C1) {2u 十 1)zPr (ls) 
= ニキ PC ルー DP’ (2), 
GD 《2 十 1)(z2 一 D2PrCe) = Peri CE) 一 Pori(x)， 
《ii Cav te — TP 一 已 一 站 十 1 
x pt PI) +e D+ PT (2), 
dP を ) 
ds ーー 
一 cz 十 D+ WP (2). 
这 些 关系 同样 适用 于 Qs). 又 从 这 些 美 系 , 根 据 在 割 妖 一 1 
<x<1 上 PCz) 的 定义 (5.18 节 (4) 式 ) 和 QCr) 的 定义 (5.19 节 
(9) 式 》, 可 以 证 明 5. 13 节 中 的 弟 推 关系 也 适用 于 7 和み 不 是 整数 
的 情形 . 
38, 证 明 下 列 展 开 公 式 ， 
m"P" (cosd) 一 d SaPr(é) Pr (), 


t=m 


iv) PKK 一 2)— ee "P(r) 十 


iv) (2v 十 1)(z — 1) リー ド 十 1)P (2) 
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ww Tantimtt DTGO— m+ 1 + 1) 


rt ratm+ Dr し eg lr 1 3 
2 ! 2 2 


Wr 一 Bara 


(チー 0.1,2.… の う . 
ェ / テ ー ィ 7 スル メー マジ 十 が 一 1. 


图 22 
39. 利用 PL(z) 和 Q,tx) 所 满足 的 微分 方程 证 明 
GD | Po.Godz =ー[(e 一 の @ キャ エロ し 


Re(g) > Relw) > 0; 
{11) | oueereodz = [(o ve vy 二 1)]! 
上 


x [gto 1) — e+ 1)]. 
Reto 十 世人 一 1 十 十 1 关 0ioz 天 负 整数 ， 


(ii | ae jdzr = (2 + DG 1) Ret) >—1/2; 
1 


(0D (i) 两 式 中 的 wg) 基 T 歯 数 的 対数 役 商 3.11 节 ). 
40. 证 明 


[a 十 去 | Ci 十 | テー の PODdg = Tx) + T.。、( と う 。 
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| な 十 3| {1 一 の | o ー Pp CD = バテ ) 一 Titry, 
其 中 P,(x) 是 勒 让 德 多 项 式 ,T, tr) 是 切 比 谢 夫 多 项 式 (4. 11 节 )， 
这 两 个 式 子 是 5. 20 节 (6) 式 ( 梅 勒 - 狄 里 希 累 积分 公式 ,一 上 的 反 

41， 把 Cs (cos 及 的 生成 函数 (5. 23 节 (1) 式 ) (1 一 21cos8 十 
1) 下 写 为 (1 一 te*) (1 一 fe- 中, 证 明博 里 叶 展 开 公 式 


ュ AD 1 
CYtcos の ) = x の ーー 


cos(m 一 2 の の 


42. 证 明 
0。 了 一 ,23 


jc (cos ぢ 9) Caing dg 一 | IT(2ZA 二 1) 
PA DR ”7 
43. 证 明 C(x) 的 加 法 公式 
CI を を ーー (一 I) (2? — 1 rcosg} 


_ TA 一 1) Se ST 一 4 士 15[TA 十 の (24 十 2 一 1) 
Fo 2 IC24 キタ トト 


(一 LE — CT CEH Ce DC 二 Ceos 风 
(Gegenbauer, Wiener Sitzungsherichte, CI (1893), p. 942). 
44. 利用 上 二 两 题 的 结果 ,证 明 


| (CcosBcost 十 sinfsinf casg) (sing) dg 
0 


2 。 


T(2A 十 ny 
45. 证 明 
wil) = 2 mt 一 1) "2 
CO (と) 一 (2 ) 1 セッ (そう (2 ) 1 E? (を )』 


Pr Cz) 是 mm 阶 次 连带 勒 让 德 函 数 (5.16 节 (14) 式 ). 
46. 证 明 下 列 递 推 关系 
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zt TOCT 一 C0! = 0, 


a 二 1 At1 __ 
ーー C+) = 


ュー1 


ge 一 《2 十 一 ixC 十 2h(z2 一 1)C に は 。 
dc: 
dz 
47， 盖 根 保 尔 函数 Ci:cz) 是 多 项 式 C;(z) 的 推广 ,可 以 用 5. 23 
节 (10) 式 ,把 其 中 的 整数 = 换 为 任意 参数 .作为 定 浆 : 


， PA + a) 1 1— 
= ュー 4 。 - 
Cl = DE 024 キテ トラ | 


由 此 ,利用 29 题 第 -* 式 ,证 明 
」 2 3T2A 十 の TA 十 172)。。 pi 
CC を ) 一 Te 十 TO) (を テー 1) Ps , 1(z). 
利用 这 关系 ,证 明 下 列 积分 表达 式 : 


oy rd 2 (9A 2) | 2 _ 1 了 
CE) Cz) 一 ra + DP [= 十 (z 1) eose | 
X (sint)™ dr 
(Ke(A) > 0); 


i 21 (C24 十 @) 
Ci) Clecosp) = Cg 十 1)[TKA) ] 


= 24C2T!. 


(sing) ?2 


x 


| cos[ CA 十 w)e](cosp 一 cos め の “dg 
a 


上 


(Re(4) > 0.0 < の で TY; 
Sinar [ (] 十 2st 一 fy 


di) Ca(z) ニー 


rr 0 お だせ 1 
ー 2< Re(4) ご Re(o) で て 0,largtz + 1)| で で . 
叉 正明 (ii) 式 的 梅林 反 演 


Em だ 


va トチ A 
(+2 = | ゴー C4(s)de。 
2<Re << ニ 6. 
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48. 证明 
sin'gP, (sing} 一 ジジ ” cosrpP Ccos の ), 
r= r 
49. 证 明 
パー d 2 2 -wal 
P.(z) | nl dz” tw 十 < ) Ja 
50。 证 明 
Pe = 一 二 | er edy 
た だ ds 
(Glaisher, Proc. London Math. Sor., W). 
51. 设 记 是 整数 ,日 
ーー 2h + R= DyasP.(z), 
m= 
则 
2 Ah" 2 和 (on 1) 
” 人 一 本 1 3 5 一 2) 
已 | 1 二 人 一季 
ES kd 


52. 古 明 当 是 | 和 和 lz[ 足 貼 小 時 
1 — As 
{1 一 2eh + Ri) 
53. 设 f(x) 可 以 展 为 


tr) 一 yap,Cr)， 
级 数 在 包含 z=1 的 区 域 中 -一 致 收敛 ,证 角 
™ ーー ーー 1 で や tl 
| eryde デー gs 3 十 > {a ー ィ 区 二 4 3 P, Cr). 
54. 证 明 


去 | {1 一 Zh[cosecosd 十 sinesin の cos( の ーー P| 二 hi} dg 


= > Cn 十 DEP, CG. 


イィ 
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ーー フグ P。Ccosw)P。(cos の ). 
55. 证明 
リー セー ロー 2 十 A }" 
ht 1 drtm デミ ドー- 1 | 
=m 之 | 
56. 证 明 
limL TX) (4 十 nC (ost) ] = 2cosn の 


S7. 证 明 惠 普 耳 CWhipple) 变 换 
| 上 
emQrtchay = 工 工作 十 ”十 1)P 5 Ccothe) 
2 shg ーー ター 
《参看 Hobson (1931), $ 159, p. 245). 


58. 在 锥 形 区 域 的 某 一 类 按 值 问题 中 导致 特殊 的 勒 让 德 方程 
d ， 1 2 
zr 全 一 | ゲキ オナ ュー ドー 
其 中 |z| 过 1,p 为 实数 .这 方程 的 解 
PP", Cr), QF (+) 
se zt 


Ex 


称 为 锥 函数 . 正明 
2 
P_、 (cos の = 11 4 が * Ls 1 in 9 
-Mi + OS の その 
; 2 
アデ 十 | 
P ュ (cos の ) 一 1 十 の sinz2B 
# 
[IE 
22 。43 sitm4 如 二 «9< | 


由 此 知 P_ instl)=1,P_ iret™1)=00 
59. 证 明 (r,8,9} 和 (x, ,9) 两 点 之 间 的 距离 的 倒数 17R 可 
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用 锥 阻 数 表达 : 
元 一 ef spi 2p (一 cosy dp, 


其 中 所 一 re” ー デ cos ツ アー cos8cos び 十 sin の sin の cos(p 一 の )( 参 看 
Hobson (1931), § 262, p. 446) 

60. 朗 #,3?:9 为 旋转 长 畏 球 坐标 ,焦距 为 2a( 见 附录 二 ， 
( 八 ). 证 明 两 点 之 间 的 距离 m* 的 倒数 可 表达 为 ( 设 で る あう 


= る <! 2n 十 DP CQ, CP CH)P. Cy) 


a 


n° 
+220 Cn + D2 ) ees 
Xx PEC CE PPI (cost《 一 DB). 
[提示 : 把 rs 表达 为 7 ,Aa': 二 A? 一 B: 一 CC?, 其 中 
4 オー とら 一 5, Be Ve— 1 1) 


キロ ロー) ロ コー)cos(w — 8), 


C= Vl VIC 一 Fsin(g — @). 
由 5.21 节 C2) 式 和 5.10 节 {3) 式 得 


2 1 人 dv 
o A Beosv 一 Csime 


iz 
2 
一 去 | 之 Qn + DP (DQ (adu, 
其 中 


4 一 有 es 一 ce ー 1)( き 一 1)cosg。 


8 一 好 十 ロロ 一 条)《1 一 Fcosth ーー ー や ). 
然后 应 用 5.14 节 (3}) 式 和 5.21 节 (6) 式 . 見 Hobson (1931), p. 
416. 1 


六 草 合流 超過 何 画数 


合流 超 几 何 函数 是 合流 超 几 何方 程 的 解 . 这 种 方程 是 由 超 几 
何方 程 通过 把 两 个 奇 点 合流 为 一 而 产生 的 . 合流 超 几 何 函数 包括 
常用 的 贝 赛 耳 函数 , 龙 密 函 数 , 拉 革 和 尔 函数 等 作为 其 特殊 情形 .我 
们 将 从 微 分 方程 的 解 的 角度 来 讨论 它 . 


6.1 合流 超 几 何 函 数 


在 2.8 节 中 曾 提 到 过 ,使 一 个 微分 方程 的 两 个 或 几 个 奇 点 相 
合 时 ,所 得 到 的 新 方程 称 为 原 方程 的 人 台 流 方程 .合流 后 ,方程 的 奇 
点 的 性 质 常 较 原 来 的 要 复杂 一 些 ; 解 药性 质 也 随 之 不 同 . 在 本 章 中 
我 他 将 使 超 几何 方程 的 酚 个 奇 点 1 和 eo 相 合 , 得 到 合 硫 趙 何方 
程 , 然 后 讨论 这 新 方程 的 解 一 一 合流 超 几何 函数 一 -的 性 质 . 

在 超 几 何方 程 


saー の 守 キ ピーe オ 8 二 Dz] 笠 一 ggy=o 
中 。 換 = 为 x/5, 然 后 用 上 除 . 得 

_ zdy zdy 8B, 
:1 一 语 ] 匀 + -+B+D] 作 -f= 


这 方程 的 奇 点 是 0,5,02 ,都 是 正则 奇 点 .现在 令 5 一 B*oo, 得 


<9¥ +7 の 党 ey = 0. 1) 
这 新 的 方程 只 有 两 个 奇 点 0 和 ce; 前 者 仍 是 正则 奇 点 ,后 者 是 原来 
两 正则 奇 点 给 一 名 和 < 的 合流 ,现在 成 为 非 正 则 坷 点 . (1) 式 称 为 
合流 超 几 何方 程 ,或 库 末 (Kummer) 方 程 . 

方程 人 1) 在 正则 奇 点 <==0 处 的 指标 方程 (2.4 节 (14)) 是 
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ep 一 1) 十 ア pー0。 
其 根 为 z=0 和 1 一 ”与 超 几 何方 程 的 相同 . 当 1 一 ”不 是 整数 时 ， 
用 级 数 解 法 (2. 4 节 ) ,得 方程 (1) 的 两 个 线性 无 关 解 


n= FY) (2) 
F712 一, を ), (3) 
其 中 
っ っ ュー 
Fla,7,z) = > RT A012 (の 


1 


称 鸭 合 流 超 几何 吴 数 ; 又 称 为 库 末 函数 . 

当 yY 是 整数 时 ,第 一 解 是 (2) 还 是 53) 要 看 ”是正 整 数 还 是 负 
整数 而 定 . 在 第 一 解 确定 后 ,第 二 解 可 用 2. 5 节 的 方法 来 求 (参看 
6.9 节 ). 

显然 ,人 台 流 超 几 和 何 函数 Fia'y,s) 可 以 形式 地 从 超 玫 何 丽 数 
Faspyz) 通 过 把 = 换 成 =78, 然 后 令 9 co 而 得 到 , 利用 这 - 形 
式 的 极限 过 程 ,可 以 从 有 关 超 几何 函数 的 许多 公式 导出 相应 的 合 
流 超 几何 函数 公式 . 当然 ,最 后 还 须 加 以 验证 . 

F (ayy,z) 又 党 写 为 ;Fitaiyiz), 因 为 它 是 广义 超 几 何 明 数 
(4.15 节 ) 的 一 种 特殊 情形 . 

无 论 是 从 微分 方程 的 性 质 人 :个 奇 点 是 0, 另 一 奇 点 基 oo) 或 
者 是 从 级 数 表 达 式 (4) 本 身 , 都 可 以 得 知 Fle,7Y,z) 是 全 zz 平面 上 
的 单 值 解析 函数 ,这 是 与 超 儿 何 函 数 下 (ae,98,7Y,z) 不 相同 的 (参看 
4. 1 节 (9) 式 后 面 一 段 )， 

此 外 ,对 于 固定 的 z 和 YY 基 0, 一 1, 一 2,…),PCa,Y,z) 也 是 a 
的 整 阔 数 , 因 为 当 |al< 过 RR,R 是 任意 正 数 时 ,级 数 (4) 中 相 邻 两 于 


之 比 的 笔 对 值 当 一 ce 时 赵 于 0: 
十 Rn 
Ga TDD キー li 


同样 ,除去 7 为 零 或 负 整 数 ,Fa,y,z) 也 是 > 的 解析 国 数 . 至 于 7 
一 一 下 (一 1 2 ) 则 是 一 阶 根 点 ,因为 (4) 式 可 写 为 


特殊 函数 概论 [6. 2] 
tan) a (5) 


TI げ ) 
Fi = Fo > TO Tn)” 


7 一 一 mr 是 TT(0) 的 一 阶 极点 ,后面 的 级 数 在 7 二 一 吉 时 等 于 


> 二 了 < 而 这 级 数 是 收敛 的 . 
综合 起 来 说 ,F(a,7,z)/TO) 是 a,7Y,z 的 単 値 解析 函数 ja ア 。 


r=mt+ i 
后 令 8 


z 是 任意 复数 . 
库 末 变换 一 一 在 4.3 节 (10) 式 中 把 = 换 为 z/8, 然 


coo, 形式 地 取 极 限 ,得 
下 Ka 一 FI Oo tf, — 2) 
这 是 一 个 重要 的 变换 公式 , 称 为 第 一 库 末 公式 ,可 以 直接 证 明 如 


下 : 


(5) 


一 C2) (a), I 
2 ア -一 
ETF て な,」 ア を ) 之 气 > Tey 
【一 全 (Kay 


= スー ゆう naー の 1⑦ 


= =- 2 ーー z= FC 
在 最 后 的 前 一 步 中 用 了 4. 10 节 (2) 式 .在 6.4 节 中 还 要 用 合流 超 


Ql, x). 


几何 浮 数 的 积分 表示 来 证 明 (6) 式 . 
还 有 第 二 库 末 公 式 ( 见 MM 2) 


e-*2F Ca.2a,2) = oF,| 十 ei . 7) 


6.2 邻 次 函数 间 的 关系 
设 1 和 mm 是 任意 整数 , 则 FCa 二 1,7 十 ,2z) 称 为 F(a,7Y,z) 的 
邻 沉 函数 ,F(a,7,z) 的 四 个 紧邻 常用 王 列 简写 符号 表示 : 
Flat 1)=F(at 1,7,2), 
FeO 二 +1)=Ftear tt1,2), 
和 超 几 何 函 数 -~- 样 ,在 任意 三 个 邻 次 函数 FF,F: 之 间 存 在 


(1) 
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AF, + AF, + AsFs = 0。 
其 中 A1,4z,4s 是 = 的 有 理 郴 数 ，F 面 是 两 个 最 简单 的 这 种 关系 
(イー1)F( プー] ューeF(g 一 1) (アーg 一 3) ドー0, t2) 
YF *E(Y 十 1) 7F(g 1) = 0, (3) 
其 中 下 代表 F(avy,z). 这 两 个 关系 式 可 以 像 上 节 所 说 的 那样 , 形 
式 地 分 别 从 4.2 节 (2),(3) 两 式 导出 ,也 可 以 用 合流 超 几何 函数 的 
积分 表示 导出 《参看 本 章 未 习题 3) ,或 者 直接 用 级 数 表示 米 验 证 . 
F 和 它 的 四 个 紧邻 之 间 的 | 
(3) 导 出 (参看 本 章 木 习题 4). 
此 外 还 有 一 个 与 超 几何 函数 的 情形 (4.2 节 (10) 式 ) 相 仿 的 递 


,| 二 6 个 关系 式 都 可 以 从 (2) 和 


Ca 
IF my 十 mm, を). 4) 


其 他 徽 商 公式 见 本 章 末 习题 5. 

6.3 一 泰 克 (Whitwaker) 方 程 和恵 率 克 画数 M...(z) 
合流 超 几 何方 程 的 另 :种 重要 形式 是 惠 栾 克 方 程 , 它 是 从 6. 1 

芽 て 1) 式 一 一 央 本 方 程 一 一 消去 一 次 微 商 項 得 到 的 . 在 库 末 方程 

zy 二 (7 --z)y ーーagy デ 0 中 今 y 二 e :xz ?ww(z) ,得 


w+ | -1 |- | 7|1 ぅ sl し =o (1) 


这 方程 在 > 一 0 点 的 两 正则 解 的 指标 是 1 一 寺 和 地. 为 了 使 这 方程 
的 现 个 线性 无 关 解 以 及 -此 相关 的 公式 具有 比较 对 称 的 形式 . 令 


ア 
Y=1+2mn, テー タール (2) 


dr 
dF te, 一 


县 
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nm 一 ヶ テ 1 全 一 5 | Hi 由 (3) 
方程 (1) 化 为 
| 1 , ぁ * 1/4 一 が 
Te 1 | 4 「 > 十 3 ] 0 (4) 
称 为 惠 罕 克 方 程 . 


从 惠 泰 克 方 程 与 库 末 方程 的 关系 立刻 得 知 , 如 果 2 不 是 整 
数 , 方 程 (4) 在 = 三 0 点 的 两 个 线性 无 关 解 是 (6.1 节 (2), (C3)) 
M, (2) 一 ez 二 Fe ,yzy》 
ー ceitrF( 十 癌 一 を 1 十 2m 2), (5) 


Mi (ze) 一 eiczFkta 一 7 十 1,2 一 yz) 


= 圭一 一 一 有 1 一 2m ,|. C6) 


xm(z) 称 为 惠 罕 克 函 数 ,它们 对 于 mm 的 对 称 性 是 显明 的 . 
由 于 因子 z31*",Mi.zn(z) 一 般 是 多 值 函 数 ; 遂 常规 定 

ー arg < TR, (7) 
于 是 Mswkz) 就 是 沿 实 轴 从 一 2 到 0 割 开 的 = 平面 上 的 单 值 解 
析 函 数 . 


M 


に 


由 て 5) 和 (2)。〈3) 有 
Fe,y,=) 一 efe EMy_ 5:(z)， (⑧ 
用 吾 素 克 豆 数 表示 ,6.1 节 (6) 的 第 一 库 末 公式 成 为 
= Mz) = 2)H-"M 4 — 2), (9) 
由 C5) 式 和 (9) 式 有 


Mi C2) = efelrmE す +m 1+ 2m, 一 zz， 9 


当 关 一 0 时 ,用 第 二 库 末 公式 (6. 1 节 (7)}? 或 者 本 章 末 习题 2)。 
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1 を 
Ma の = si Fl + 三 |]: 1) 


6.4 积分 表示 


座 末 方 程 
*y" 十 (アーg)y ay= 0 (1 ) 
是 拉 普 拉 斯 型 方程 (2. 13 項 ), 可以 用 2.13 节 的 方法 来 求 它 的 积 
分 解 . 令 
ytg) = | ee の w,。 


由 213 节 (6) 式 得 
ul = A 0, 


因此 

Y(g) = 4| er Ci 1) "ldt, C2) 
其 中 4 是 任意 常数 ,积分 路 线 C 应 使 

{QD = te De= 0 (3) 


(見 2.13 节 (7? 式 和 (9) 式 ). 

现在 来 证 明 , 适 当选 取 常 数 4 和 积分 路 线 C, (2) 式 右 方 即 等 
于 Fe,yz). 

设 Re(7) 汪 Re(a) 半 0, 可 选 C 为 了 太 0 到 1 的 吉 线 ,于 是 (3) 式 
满足 ,而 且 <2) 式 中 的 积分 对 于 1z1 氢 R 过 oo 是 一 玛 收 合 的 . 因此 积 
分 解 为 


rz)= 4| ee ー の に に 1 


1 n 
ーー ぞ stmー1 ーー ザー ロー1 
一 4| 2 a (リー お dt 


rear a, 
一 42， nF Fn) ~ 


r= 
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PT — 
从 而 得 
了 工人 ! ロー ーー デー ロー 
Fila.Y,z) 一 ToT ー | ば 1 £1) ldr, (4) 


其 中 Re の >Re(a)>0,argt 一 arg(1 ーー り のり =0. 注意 送 式 可以 用 8. 1 
节 中 所 说 的 形式 极限 过 程 从 4.5 节 (56) 式 得 到 ， 
把 44) 式 中 的 上 换 成 1 一 纪 得 另 一 积分 表达 式 


TP)e* 
Tm)D — 2) 


Re(7) > Rea) >0, argt 一 atrgfl 一 上 一 0， 
比较 (4), (5) 随 式 , 立 得 库 末 公式 Fay,z) 一 eFCY 一 xy, 一 z) 
(6.1 芽 (6) 式 ). 
上 面 两 个 积分 表达 式 虽 然 比 较 简 单 ,但 参数 a 和 > 受到 较 大 
限制 . 为 了 避免 这 种 限制 .可 取 (2) 式 中 的 积分 路 线 为 3.9 节 图 6 
的 珀 哈 未 围 道 . 于 是 有 


i 
| eC ーー ds 


卫 


Fra,r ,2) 一 


[ew ia 一 站 和 di (5) 


ーー 
一 之 | IGT 一 の dz 
電 un 
ーー Sm (の mr1 eT tn ーー 到 上 ， 
ー 2 FI 一 wa 一 mL 一 7 十 ay 十 说 (用 3.9 爾 1)) 
Cri) te™ 


FC@ x) 


ーー DT Ya 
( 国 TTO 一 #2) 二 (一 TGV 一 2,) ,从 而 得 


Tt 一 eyT( の FT(1 ユ 一 タダ 十 ge の 


下 《ayyY yz 一 (29m)? 


YL 十 + 一 一 
x | ert 1 — de, «6) 


rn 


在 伺 于 实 轴 上 的 起 点 Pargi 一 arg (1 一 1) 二 0. 
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(6) 式 同样 可 以 形式 地 从 4.5 节 (7) 式 得 到 ,只 要 把 其 中 的 a 


和 8 对 调 ,z 換 成 z/8, 然 后 信 8 一 oo. 
当 & 或 者 7 一 a 是 正 整 数 时 ,(6) 式 右 方 是 一 个 不 定式 , 在 这 种 


情形 下 ,可 用 本 章 末 习题 6 的 结集 . 
若 as 一 一 zz 一 0,i,2, 可取 (2) 式 中 的 袜 为 正 疝 绕 上 一 0 


- 周 的 图 道 ,:=1 在 忆 媳 , 于 是 有 


‘| 


t™ "1 て] ーー を キョー ト 


デル ーー > Ta 一 
下 8 が :一 dt 


一 y+ na 一 
ー ょ ー ロ を ! tn RR)! dr i り = 
_ 2n 
= Di) (アー ター Yn 0) 十 を ) 
ー 2r( 一 ゲド (7 十 WE 

rN) F ド (一 > 

故 
(一 )" Pc) rn 


下 7 一 ny ,2) 一 一 TY +n ni 
ti 二 1 
x | ent | dr, larg (1 一 ば | < XR. 7) 


如 果 7Y 一 a 是 零 或 负 整 数 ,FCa,7Y,z) 的 积分 表达 式 可 以 根据 


6.1 节 (人) 式 由 (7) 式 推 由 ， 
7) 不 也 可 以 直接 由 (6) 式 得 到 . 
已 恩 斯 积分 表示 ， 与 4.6 节 C9) 式 相应 ,合流 起 几何 汝 数 也 


可 以 用 巴 四 斯 积分 表达 : 
TO 1 Tt or 3) 。 
Fle,Y,z) = Feay 2m]. Fe 十 可 {— z)'ds (8) 


e 学 0 一 ュ ミュー 2 |arg(— *) | マテ ， 
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TC 十 s) 的 极点 在 积分 路 线 之 左 ,T( 一 s) 的 极点 在 其 右 ;arg (一 2) 
所 受 的 限制 是 积分 收敛 的 条 件 . (8) 式 可 以 按照 6.1 节 所 说 的 形式 
极限 过 程 ,并 用 工 函数 的 渐 近 公式 (3. 21 节 (5)), 从 4.6 节 (9) 式 
得 到 . 至 于 严格 证 明 则 与 4.6 节 趣 几何 函数 的 证 明 类 人 忆 , 故 不 在 此 
重复 . 


6.5 惠 府 克 国 数 两。(z) 


Mzmlz) 是 惠 泰 克 方 程 在 z 一 0 点 的 两 个 解 . 当 2m 为 整数 
时 ,其 中 的 一 个 一 般 失 去 意义 {参看 6. 3 节 (5) 式 和 (6) 式 及 6.9 
节 ). 而 且 这 样 的 解 对 讨论 在 lz| 很 大 时 方程 的 解 的 性 质 也 是 不 便 
的 . 为 了 解决 这 些 问 题 , 惠 索 克 引 进 另外 两 个 沙 数 ,Win( 土 z)， 
它们 在 任何 情形 下 都 是 上 患 泰克 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 并 且 便 
于 解 的 渐 近 性 质 的 讨论 . 

由 前 节 (2) 式 ,把 sz 換 成 一乗 上 ez。 井 用 6. 3 节 (2)， 
(3) 两 式 把 < 和 Y 用 上 和 和 表示 出 来 , 即 得 惠 泰 克 方 程 的 积分 解 
式 


ょ ー 才 十 g 


ws) = | eK 一 7) ーー すす 
ご 


积分 路 线 C 应 使 


1 十 二 
トコ 


= 0 (2) 


1 
リコ 
oC 


ei(— りら < 十 加 
(参看 6.4 节 (3) 式 ), 可 取 C' 为 这 样 的 围 道 : 从 平面 的 正 实 轴 上 
岸 无穷 远 钼 出发; 正 向 绕 1 一 0 一 周 , 然 后 到 正 实 轴 下 尝 无 穷 远 处 ; 
一 一 z 点 在 C' 之 外 . 

惠 泰 克 孙 数 W。。(z) 的 定 叉 基 

1 


2 


Pr 


W, (2)—— eTzt 


1 
由 一 全 十 下 


ロト 1 1 上 
x | eK 一 りす "| 1 十 | dr 
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十 二 一 天 关 0 一 1 一 2 (3》 


其 中 |arg(s)1<ry |argt 一 2) | 考 x, 当 7 沿 围 道内 的 路 径 趋 于 t= 二 0 
点 时 argt1 十 tf/z) 一 0. 这 函数 在 |z=1-~*ce 时 的 渐 近 表示 很 简单 5 见 
下 节 >. 

惠 泰 克 方 程 (6.3 节 (4) 式 ?在 上 和 >* 同 时 换 正 负 号 时 形式 不 
变 , 因 此 下 式 也 是 方程 的 解 ， 
| 一 下 十 テ ー | 


| 


Wm = 


(m+ 時 
x ーー 


(一 を 上 トラ テー タデ 0 一 1 一 2 


larg( 一 *) う | < latg( 一 の | 完 x 


而 且 与 Wiw(z) 线 福元 关 , 这 一 点 将 从 两 者 的 渐 近 表示 看 出 (下 节 
(5) 式 ). 


当 & 十 序 一 下 一 0 一 1, 一 2,… 时 ,(3) 式 右 方 为 不 定式 ,因为 这 
对 T| 4 十 喜 一 可 | 一 co 而 由 于 :一 0 不 再 是 被 积 画 数 的 支点 ,积分 
秆 为 0. 在 这 种 情形 下 , 先 设 上 十 却 一 下 不 等 于 0 或 负 整数 ,于 是 ， 
可 以 把 积分 围 道 变形 为 从 == 沿 正 实 轴 上 上 岸 到 83(>0), 正 向 绕 + 一 0 


一 国 , 然 后 滑 正 实 轴 下 逢 到 呈 的 路 线 . 设 Re| 4 一 テー| <<0, 则 加 
图 上 的 积分 值 随 6 趋 于 0, 而 有 


て e+} | た 1 ます 1m 
| e+ 二 | dz 
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x er エキ gi 
| 1 1 1 すす + 
一 一 2isinz| 4 十 一 一 ei 十 二 | de. 
2 i に 
代入 (3) 式 .并 用 3.5 节 (2) 式 ,得 

上 ーー r| 1 月 ・ 
到 一 《十 可 
1 1 ば -二 十 四 

x | ee 1 十 と | dz, (5) 


这 式 可 以 作为 在 十 二 一 zw 一 0, 一 1, 一 2,… 的 情形 下 We(s) 的 
对 于 和 W_i.m《 一 xz) 也 有 类 似 的 表达 式 , 只 要 把 (5) 式 中 的 上 和 x 
分 别 换 成 一 上 和 一 =. 
志 有 用 員数 平 (ar ア is) 代替 Wi.a(z) 的 ; 称 为 届 科 米 
(Triecemi) 国 数 . 它 的 定义 是 


平 (2」 ア を ) 一 ez "IEW, (2) 《6) 
7 ァ ー 
ーー テー ーー 1 1 本 £7 = 2m+1|. 
由 {3) 式 得 
一 mi ーー CE 
tia,7 ,2) 一 e "Id — 3 ed (7) 


2 
:二 一 1 在 围 道外 :在 围 道 的 起 点 argz 一 2 9 十 argz | 过 wx/2? 以 保证 
税 分 政 敬 :』 当 : 在 国道 内 一 0 時 arg〈1 十 5 一 9. 

由 于 事 冰 数 的 定义 比 Wi 函数 少 掉 了 指数 因子 和 z 的 宪 因 
子 , 用 这 图 数 时 有 一 些 会 式 比 较 简 单 ( 参 看 Erdelyi (1953), Vol. 
I, Chap. 5). 


6.6 Wate) 当 < 一 co 待 的 新 近 展 乾 
在 上 节 (3) 式 
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に TI を 十 去 一 の | 


2 


Wmts) 一 


| er 一 DT 二 人 1 十 二 

{ [argz| < て rlarg(— | Sx) 
中 ,把 被 积 匡 数 的 最 后 一 个 因子 用 二 项 式 展开 , 设 |argz| 祥 过 一 5 
(>0); 则 根据 1.9 节 中 的 瓦特 孙 引 理 ( 该 节 (5) 式 ), 立 即 得 渐 近 
展开 式 


2 EE 


nle” 


"1 | 1 
- = テー ます | キー ター 
ーー し 2 
Wim) e + We Jr 2 | | 
ュー ニュ 


(|z| > の 6)- (2) 
(2) 式 是 在 largzjs 二 一 9566>>0) 的 条 件 下 得 到 的 . 下 面 证 明 它 在 


|argz | <x 一 全 时 也 成 立 ， 
念 
」 iF 「 の か! す 1 
上 二 二 人 | 二 | 本 まう (3) 


rw 


ーー す + 代入 (DD 式 , 井 用 3.7 节 (4) 式 ,得 


Wnt = | 十 Nk 让 | テー* +m| (3 一 一 = 
r= 1 


っ 


| エー 
" 2 ドー Dal (4 


2 
| ニー 一 訪 w|. 只 权证 明 最 后 的 积分 值 当 |z | 一 "时 为 
Oe-“- い 即 可 . 为 此 .把 积分 路 线 变形 ,得 
| 一 RCt, zdt = er Ry Ct zdt 
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十 【em 一 em | eeRwGtvz)dt， 


其 中 人 ,为 以 :=0 为 圆心 半径 等 于 > 的 小 图 .在 C, 上 ,只 要 |z| 足 
人 够 大 使 |trz|<1i, 即 有 泰勒 展开 


ほ 記 馬 お HI 
喜 按 (3) 式 
Rtt,z) = > 人 一 De =] . 


但 根据 科 希 不 等 式 ,; 若 [1z | 所 44 过 加之 4, 则 |a, | 之 MM/ 加 ,MM 为 
1 1 十 t/z)* | 的 上 界 ,而 让 


Ryall < 
到 十 了 FM 


由 此 立 得 
中 


对 于 由 > 到 oo 的 积分 ,上 述 泰 勒 展开 不 成 立 , 需 要 对 Rs (t,x) 
另 作 估计 . 
由 恒 等 式 


G キ の * ニ ュ オ [a + tody 
換 部 求 彼 分 N 次 ,得 
ro De DN 


MN +1 


= 
が (ーー 427) 


と を 
を 


上 
を 


= Oz NN), 


rl 
x | oN + Eo dv, 
因此 


Rult,2) 


ああ 一 Dp — Nw 
Ni! > 


t 
Xx | (o+ edn, 
0 
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其 中 zzSSr<Cco farg 1 +t | < て 今 名 一 种 /jz 一 二 因 上 和 
都 是 实数 ,是 |argz| 志 x 一 5, 故 |arg#|< 过 x. 由 图 23 易 見 11 十 引 | 学 
vi+ lelit2lelcosx—6)— Vil 2|tlcosd. YI¢|=eosd 
时 , 根 式 之 值 最 小 , 故 有 |1 十 $i 实 sin8C6>>0) ,而 


1 
| 1 一 gw)Y(1 Go) dy 


<| {1— wv 11 十 & | Retm—¥ Te nrg ty. 


1 
n 


图 23 


设 Re(#) 一 NN 一 1<0( 只 要 NN 足够 大 ,这 条 件 总 是 能 够 满足 的 )， 
最 后 的 积分 


1 
< k| (1 — DN Cing nd 


一 だ sim な Fe の NMN + 1), 
并 为 exp{ 一 Im(p)argt1l 填 的 上 界 .因此 


ーー 
に うに MT 1 (ain) Re -Nt 
而 有 


六 十 1 


[eR dt = Oe ND. 


这 就 证 明了 (2}) 式 在 |argz | 所 x 一 6 的 条 件 下 成 立 . 在 证 明 中 虽然 
作 了 Re(p) 一 N 一 1 的 假定 ;需要 NN 足够 大 ,但 这 限制 是 可 以 取消 
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的 ,因为 在 (4) 式 的 和 数 中 每 一 项 都 是 OCz や. 
在 下 一 节 中 ,将 用 Wowtz) 的 巴 恩 斯 积分 表示 证 明 渐 近 展 开 
式 (②) 在 argz|<<3x/2 的 条 件 下 成 立 . 虽然 加 此 ,我 们 仍然 给 出 了 
上 上面 的 证 明 , 肉 为 这 种 证 法 具有 一 定 的 典型 性 ,应 用 较 广 . 
又 由 (2) 式 立 得 
Win{t 2) = e+ る ( 土 > うま 人 1 + O(s-D)). 5) 
可 见 对 于 生 何 站 各 Win (zz) 和 到 _ .a( 一 2 都 是 线性 无 关 的 ， 


6.7 Wimtz) 的 巴 思 斯 积分 表示 


从 上 市 (2) 式 ,Wintz) 的 渐 近 级 数 表示 ,用 类 似 于 4.6 市 的 论 
证 方法 ,可 以 形式 地 得 到 Wntz}) 的 巴 恩 斯 积分 表示 


で 
2 」 


TFT( 一 *ー を ーー TD 
DR mt OD Rm 172) 


W, (を ) 三 


(1) 
积分 路 线 应 使 TC) 的 极点 在 路 线 的 正方 .T( 一 s 一 k 土 m 十 1/2) 的 
极点 在 它 的 右 方 ,这 要 求 土 mz 十 172 不 等 子 正 整 数 . 

现在 来 证 明 51) 式 ,首先 ,用 工 丽 数 的 疡 近 和 展开 式 (3.21 节 
(5》) ,可 以 看 到 , 当 5 沿 虚 轴 赵 于 -= 时 
TCF 一 十 PC 一 十 全 
ー mT Cs) 

TPG キ ュー2TG キ 1 ユー ム ) 
= OChs a Fe Fm 
内 此 ,17 式 右 方 的 积分 在 |argz| 委 3r72 一 6<3r72 中 一 致 由 敬 , 
代表 着 一 个 在 里 曼 夯 |argz1|<3r72 上 的 解析 函数 . 

其 次 来 证 明 (17 式 右 方 在 |z>| 一 ce 时 的 渐 近 展开 式 确 与 
Wakenfe)y 的 相同 .为 此 , 取 六 为 足够 大 的 正 闲 数 . 使 T( 一 sー ま * 土 如 
十 172) 的 报 点 都 在 直线 ReG) 一 一 NN 一 1/2 之 右 . 利 用 工 画 数 的 渐 


csents 十 1 Acscnts + ュー A) 
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近 展 开 式 可 以 证 明 在 |argz | 所 3x/2 一 6 中 ,积分 
站 eae 
之 值 随 & 一 oo 而 趋 于 0. 因此 , 按 残 数 定理 ,(1) 式 的 右 方 


CE 一 < 一 天 一 天 十 1/2)1( 一 ュー% 十 玉 一 1/2) ,1 
FOR md /oT m+ 1/2) ~ 


其 中 R, 是 被 积 通 数 在 s 二 一 # 点 的 残 数 . 

令 : 一 一 NN 一 去 十 i 用 全 表 数 的 渐 近 展开 式 得 被 积 函 数 的 模 
为 

le NTOte rN 4, 
改 r 
了 一 e Sz:{ 3 + Od |}. 

PR, 算出 为 (一 》 [二 4 [ーー /nl 可见 了 与 
Wintz) 有 相同 的 渐 近 展开 (参看 上 节 (2) 式 ). 

再 来 证 明了 满足 惠 泰 克 方 程 (6.3 共 〈4) 式 ). 为 此 , 令 (se) 


e 3ztv(z) ,代入 所 说 的 方程 ,得 
or 十 Zk Hk mm (+ 
把 积分 
| ror ェ ー ぁ m+ キラ 3 一目 十 mr 十 一 3 | ds 
代入 左 方 , 得 
レー に Jr -t+ 


| z'ds. 


『| 一 :一人 十 下 十 总 
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在 这 两 条 积分 路 线 之 间 没 有 被 积 消 数 的 奇 点 ,而 且 当 s( 沿 积分 路 
线 趋 于 co 时 ,被 积 函数 之 值 赵 于 0( 见 上 ) , 故 接 科 希 定理 ,这 积分 
为 0, 亦 即 了 满足 惠 秦 克 方 程 . 因此 有 
了 一 4Wi az) 十 BW nt— 2). 

令 |z| 一 ccy Re(e う 光 0, 由 Wain( 土 z) 的 渐 近 表示 (6. 6 节 (5) 式 ) 
立直 戸 王 0. 又 因 了 与 Wa。(e) 的 尊 近 展 井 式 相同 , 敵 4 一 1. 这 就 证 
明 了 1) 式 . 

(DD 式 把 Wi.n(z) 的 定义 域 开 拓 到 |argz | 之 3x/2 中 , 又 ,上 面 
的 结果 说 明 上 节 (C2) 式 适用 于 这 范围 . 


有. 介 到 ma( 士 xz} 与 Mri,int 士 <) 的 美 系 . Feayrz) 的 出 近 展开 . 
斯 托 克 斯 (Stokes) 现 象 


在 上 节 (17 式 中 令 
Fs TOT—s—k m Er 一 在 十 巩 十 二 | 


A を キタ キー: キ ペー ター 


X cosr(s 十 ょ 十 mJcosrts 十 天 一 m) |. 
当 | 一 eo,Re(s う 0 時, 用 T 函数 的 淋 近 展 开 式 ,得 
Ft(s) = ofexe{| 一 $s 一 テ 一 2 | lns + | 


x secn(s 十 下 十 Ysecn(ts 十 一 7). 
令 Co 为 虚 轴 之 右 的 半圆 ,半径 为 p; 当 pc 时 ,保持 C。 不 通过 


的 任 何 板 点 . 只 要 largs | ご 3w/2。 就 有 Him | FG)z'ds=0( 参 
看 4.6 节 中 类 似 的 讨论 ). 因此 


Wi {xz う 一 
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其 中 站 )R' 是 (CD 在 巴 恩 新 息 分 路 袋 右 方 概 点 的 残 数 之 和 -. 
车 2m 不 是 整数 , 则 4) 的 极点 都 是 一 阶 的 ,把 相应 残 数 算出 
来 ; 即 见 (参看 6.3 节 (5].(677》 
| キー mM Me) 十 m2 
チー ター Fl キター ん | 


(2m 天 整数 ,|argz| ご 3x/2). 《1) 
由 这 式 立 得 一 重要 关系 
了 一) {2) 
在 (1) 式 中 把 站 和 = 同时 换 正 负 号 ,得 


ー (一 2 ) 
T(1/2 — 1n + &} 


十 T(2 が な ) 
Pil/2+ mn 十 记 ) 


(2m 天 整数 ,|arg( 一 2z)| で 3x/2). 
利用 6.3 节 (9) 式 , 令 一 2 二 ze-", 由 (3) 式 得 


が (を ) 一 


ML _』 (を } 


Wn を ) ME_」 一 そ ) 


M_， (一 三) 《3) 


一 mi (ーー 2m) -人 二 十 村] 而 
Witee ") = FA/ rm + ky 一 区 十 Ey ( + ) ML (を ) 
LT om} 


1 
ee 
十 PG + mt De CM Cz). (4) 


所 (0) ,(4) 两 式 中 消去 MM (得 


(2m 十 1) (haー 
PG + m+ k) 


Tiom 十 1) 
TX(1/2 十 婦 一 まう 


其 中 2m 关 负 整 数 , 一 x/2 过 argz 过 3x/2 ,以 保证 右 方 有 意义 . 
如果 要 荘 一 3kx/2<Cargz< で x/2 中 得 到 Mi (zx) 与 Wjim( 士 zx) 
的 关系 ,可 在 6.3 节 (9) 式 中 邻 一 z= 二 ze”, 于 是 , 仿 上 而 的 计算 ,得 
T(2m 十 1) 
T 内 十 十 中 


ML (z= ) WI (Cz) 


十 e Wontee ™), (5) 


M，(z) 一 em WW, ,Cz) 
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DC2m 十 1) 
T キタ ー ん | 


emW aee") 。 (6) 


其 中 2 区 人 魚 整 数 — 3 アク マー Ta を < て 2、 

把 6.6 节 (C2) 一 -一 Wm《2) 的 浙 近 展开 式 ; 代 入 (15) 或 (6) ,分 别 
得 Mu。(e) 在 一 xr/2<Carge< ご 3r/2 和 一 3x/2cCargz<Cr/2 中 的 渐 近 
展开 式 . 再 用 6. 3 节 (8) ,得 库 末 函数 的 渐 近 展开 式 


に ーッ 
Fe の て ェ テ ー の 十 Vt )* (ali 二 | 
# 1 


ツー な 1 を" 


T⑦) . m+ や e@)。1 一 au (の) 
r 一 二 


Tce)~ 一 nize” 
式 中 因子 ct" 当 一 x/2<argz< 之 3r/2 時 取 正 号 , 当 一 3r/2<Carg< で 
x/2 时 取 负 号 . 

斯 托 克 斯 现象 ， 表面 上 看 ,(7) 式 恒 有 矛盾 前 , 因 妨 左 方 的 
Fte,y,s 是 全 平面 上 的 单 值 解析 函数 ,而 右 方 ,在 例如 --r/2 一 
argz<<rr2 中 却 似 平 是 多 值 的 ,这 表现 在 第 一 项 et" 这 因子 上 ;在 
第 二 ,三 象限 中 亦 如 此 ;但 表 项 于 第 二 项 . 这 和 神 现 象 称 为 斯 托 克 斯 
现象 ,是 源 近 展开 的 :种 带 有 普遍 性 的 特征 :在 不 同 的 区 域 中 有 不 
间 的 浙 近 表示 ,而 在 两 区 域 的 交接 处 或 重音 外 表现 出 不 连续 性 或 
多 值 性 ,尽管 友 来 的 函数 是 连续 的 和 单 值 的 . 

不 过 ,这 种 政和 症 只 是 表面 上 的 ,因为 于 实 上 在 例如 一 x/2 志 
arg を ご rx/2 中 , 因 Re(lz) 汪 0,(7) 忒 右 广 的 第 二 项 是 渐 近 展开 的 强 
部 ,而 表现 为 不 连续 或 者 多 值 的 第 一 项 是 应 咯 去 的 , 即 


Fe アー の に "1 + > ツー の 。(1 一 g)。 


Tey * a 
Clargz | ニッ 2)。 
在 第 二 .三 象限 中 , 国 Re(z)<0,(7) 式 右 方 的 第 -项 是 渐 近 
展开 的 强 部 . 故 应 为 


人 ー ア 
FCo」 ア を) 一 Tr ター の Se 本 27( )" ーーーーー 十 后 |， 
nm 二 | 


| 


(9) 
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其 中 因子 e+ で 当 2Carge で 3m/2 時 取 正 号 , 当 一 3xr/2<Carg を < で 
一 fr/2 时 取 负 号 ;这 样 , 右 方 实际 是 单 值 的 . 
叉 , 如 果 需 要 ,可 以 根据 Fta,y,s) 的 单 值 解析 性 ,从 (7) 式 推 
凯 这 函数 在 其 他 辐 角 范围 内 的 渐 近 展开 式 . 例如 ,要 求 开 Ce 六 >) 
在 x<argz<2r 中 的 刹 近 展开 式 , 可 令 工 一 se 各, 刚 一 r<argr< 
0. 于 是 ,用 57) 式 有 
Fila Ys) = Fiat re 一 下 (ay ,ry) 
ty) ty) 


~ ra 7 (1 …} 十 Fa 1 十 …} 
TO) こぐ で て . (ey(1 一 7 十 an)， 
_T ヴ プー の ドー t トト 2 バー) Fa | 


nl 


Dx) ES ag 7 ty 一 女 ) (1 一 3。 
+t Fon® “7 1 2 ne” 


t 1 


{x で arge <2). (10) 
6.9 7Y( 或 2) 为 整数 的 情形 


当 了 为 整数 时 ， 和 2 一 0 点 的 两 个 解 式 Fte, 
ア , ゃ うう 生生 (gー ア 十 1 ,2 一 7,z) 中 的 一 个 -- 般 是 无 意义 的 . 当 Y 是 
六 赣 数 一 时 下 (xy 。) 一般 没 有 意义 .除非 < 也 是 个 负 整 烙 
一 及 而且 ezy ,这 时 ,Fe yz 是 一 个 呈 次 密 项 式 


ns 


F(—n, — wz) 一 DF (mn. (17 


忠一 和解 * TFIa 一 YY 十 1 2 一 ?2 一 zwRIm 一 如 十 1,2 十 站) 仍 为 
无 穷 级 数 . 如 果 ?一 1, 则 两 解 相 同 . 如 果 7 是 之 2 的 正 整数 , 则 Ftkc 
ー ア 十 1.2 一 ”xz 失去 意义 ,除非 se 一 * 十 1 是 演 2 一 了 的 係 整数 , 送 
时 ,Fe 一 7 一 1,2 一 ”2z) 是 和 多项式, 而 FIay:z) 是 无 穷 级 数 5 因 
r=1), 

因此 , 当 Y 为 正 整 数 ,而 a 或 者 «一 7 十 1 不 是 适当 的 负 整 数 
时 .要 另 求 第 二 解 . 这 个 第 二 解 可 以 用 2.5 节 夫 罗 比 尼斯 方法 求 出 
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为 岂 
lay ,2) = Fla,Y,z)lne 


こい (うそ). 
十 之/ h(a ーー の (1 上 上 ま )) 


RI 
」 TFT ウー DPA 了 十 了 (一 
TFT(g) 
x ニテ キュ ーッ (2) 


A A 

其 中 Y=1,2,3,…; 当 Y= 二 1 时 ,去 挤 最 后 的 有 痕 和 ;又 设 a 和 a 一 7 
十 1 都 不 是 零 或 负 整 数 . 

车 ”7==0, 一 1: 一 2 ,而 4 和 a 一 7 十 1 不 是 零 或 负 整 数 时 ,第 
二 解 可 以 从 (2) 式 得 到 ,只 要 把 其 中 的 a 换 成 a 一 7 十 1,7 换 成 2 一 
y, 并 将 所 得 结果 乘 上 = 

由 (2) 式 和 6.3 节 (5) 式 ,得 到 惠 泰 克 方 程 在 2 ー0,1.2,… 時 
的 第 二 解 ( 第 -和 解 为 Mi.(z)) 


Bn 
いい 0 0 
Mr(z)lnz 十 e テテ 2 nl1(l 2m), > 
x {让 去 一 十 十 


— $1 + 2m+ a) — C+} 


(am 一 DrCP う FT| ー ル ー タ | 


十 一) 1 トー タッ タ ト m _ る 
TI テー* +m| 
2m 一 1 [二 一 大 ー タ | 
了 フー 2 ", (3) 


其 中 一 总 士 闸 天 过 或 负 整 数 : 当 六 =0 时 ,去 掉 最 后 的 有 限 和 . 


中 ”具体 步 蚤 可 驳 看 .4 节 ， 
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Wntlz) 与 在 z= 二 0 点 商 十 性 元 甘 解 的 甘 矯 可 以 倍 早 6.8 节 中 
的 方法 用 W,。〈>) 的 包 因 新 税 分 表示 (6.7 节 (1)? 式 ?计算 残 数 得 到 


一) 
Wz) = Cm) TE + ー ょ ュー m | ene 十 er 去 z 生 + 
[エー ェ + 
x 2 ラー の 人 キ 中 一 WW1 十 2w 二 の 


gd + + (re Ft" 


x 


2 9 
[キー を + nitl 一 2m), 


C2m — D1(2m)1T [省 一 m] = っ [去 ー ォ ー| ' | 
(の 一 日 ,1 2。 (4 

与 (3) 式 内 差 一 常数 因子 . 

如 果 去 一 和 十 避 等 于 零 或 负 整 数 , 则 去 一 一 mm 也 是 零 或 负 束 
数 ( 因 为 2z 假设 是 正 整 数 ), 而 (3) 式 的 解 元 意义 .但 (4} 式 的 大 
方 , 作 为 不 定式 , 却 是 有 意 久 的 . 计算 结果 表明 Wi (z) 与 Mi tz) 
曙 差 一 常数 因子 . 这 一 点 从 上 节 (5) 式 可 以 立刻 看 出 来 . 又 ,在 这 种 
情形 下 ,第 - : 解 Mi.,(z}) 中 的 级 数 中 断 成 多 项 式 ( 参 看 6. 3 节 (5) 
式 ) ,而 Me _ of(z) 无 意义 ( 见 亨 面 关于 库 未 困 数 的 讨论 ). 可 取 
而 -an 一 z) 为 第 二 解 ,因为 在 任 向 情形 下 到 -一 =) 都 是 与 
如 (线性 无 关 的 解 (参看 66 节 (5) 式 ). 

如 果 广 一 & 一 症 是 堆 或 负 整数 ,但 十 一 十 mm 是 正 监 数 , 则 按 不 
定式 计算 (4) 式 ,得 Wats) 后 M_ CCz) 只 益 - 一 常数 因子 . 


6.10 legl, 7 ア | 入 大 時 Foc:y,z) 的 渐 近 展开 


由 于 Fla,Y,z) 的 短 级 数 展开 是 在 全 平面 上 收敛 的 , 故 对 于 & 
和 的 任何 有 限 值 ,这 级 数 也 是 当 |7Y1 一 co 时 的 渐 放 展开 ,有 妈 
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N 
(a), a —N—1 
Fia,y,z) 一 之 TY 二 OCIY| ) (1) 


(larg7| SS テー の の 0). 
用 下 函数 的 渐 近 展开 式 (3. 21 节 (5)) 立 刻 可 以 证 明 ( 参 看 4.14 
节 》. 

若 |e| 与 1z| 同 时 趋 于 -= ,但 |> 一 *| 有 界 , 则 利用 第 一 库 末 公式 
(6.1 节 (67 可 以 从 61) 式 把 a 换 为 7 一 *z= 换 成 一 z, 再 乘 上 e ,得 
到 在 这 种 情形 下 Fe,y.s) 的 渐 近 展开 式 ， 

关于 在 其 他 情形 下 的 沫 近 展 开会 式 可 参看 Erdelyi (1953)， 
Vol. I, p. 278, § 6.13.2. 


6. 11 可 约 化 为 合流 超 几何 方程 的 微分 方程 


有 许多 在 应 用 上 很 重要 的 微分 方程 ,如 贝 塞 耳 方程 , 厄 密 方程 
等 ,都 可 以 化 为 合流 超 几 何方 程 , 为 了 便于 过 论 这 些 方程 的 解 的 渐 
近 灌 开 式 ,以 及 保持 解 式 对 于 方程 中 所 含 参数 的 对 称 性 ,我 们 将 从 
患 泰克 方程 出 发 ,导出 可 以 化 为 合流 超 几 何方 程 的 微分 方程 的 较 
普遍 形式 . 

以 PB. と) 表示 中 素 克 方 程 的 解 
[+ を jp の =6 の 


dé 4 と 如 
设 
ylz) 一 ae, Chla)), (2} 
通过 直接 计算 ,得 y(z) 的 微分 方程 
dy _ Fh” 28 dy 
I | 計 っ + Po) | 
| Pr | 7 」 8(8 十 1) A - 
+ 1 プア デー アカ ィ 8 と ェ の の トト | 
站 2 1 A 
二 | 天 | は 2 十 大 和 | se) = 0. (3) 


具有 (3) 式 送 衝 形 式 的 方 程 的 解 立 刻 可 以 用 副 泰 克 画 数 表示 出来 . 
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(3) 式 的 一 个 重要 特殊 情形 是 fz) 二 az',h(lz) 二 Azx*( 通 常 ぇ 
二 1 或 2). 这 时 ,C3) 式 简化 为 
dy | | ーー メー 2 aaa | 


を de 


+ Ea a | = ター A(2eg 十 A 
2 ーー s 
+ 1/4 ye) =0, C4) 
它 的 解 是 
y(z) = ze PCAz’). (5) 


注意 , 当 4 是 非 负 整数 时 ,z= 二 0 是 方程 (4) 的 正则 奇 点 ,z= 0 
是 非 正 则 奇 点 ,而 且 方 程 (4) 在 == ce 处 让 常规 解 (参看 2.11 节 }. 

下面 列举 (4) 式 的 几 个 特殊 情形 : 

1. メー 1.e ニ 0.8 王 > メー0,4ー タ 方 程 (4) 化 放 m 阶 贝 塞 


本 方程 


dy 1dy i 1 
ag オテロ ー テ ツテ (6) 


它 的 解 将 在 下 一 章 详细 讨论 ， 
2. 4 一 2:,2 一 0 一 メー ラテ オー・w 一 4ー さ 方 各 
《4) 化 为 韦伯 方程 


和 十 | 十 二 一 ye = 0. (7) 
3. 1 一 2,a 一 5 ,p= 5 4 テカ ー 圭 1 ,A 一 1; 得 厄 密 方 程 
ey 二 2ny(tz) = 0, 8) 

另外 , 拉 草 尔 方 程 ， 
を トー キッ y= (9) 


也 是 方程 (4) 的 特例 ;4 一 1,4 一 方 ,h 一 二 ,A 一 1,m 一 如 ,= 
na 十 寺 (1 十 /0, 当然 ,更 直接 一 些 , 方 程 (9) 是 库 末 方程 (6. 1 节 (1)) 
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的 特例 :一 1 十 Asa 一 一 中 

在 下 面 几 节 中 将 依次 讨论 方程 (7》,(8), 9) 的 解 . 关于 其 他 可 
化 为 合流 超 岂 何方 程 的 微分 方程 ,可 参看 Erdelyi (1953) , Vol. 
1, $6.2. 


65. 12 韦伯 CWeber) 方 程 . 抛物 线 柱 函数 D.(>) 
用 分 离 变 数 法 ,在 抛物 线 柱 上 举 标 (参看 附录 三 , (五 小 中 解 波动 
方程 或 者 拉 普 拉 斯 方程 时 ,会 导致 韦伯 方程 中 
アキ キオ すま ー be 一 0， (1) 
其 中 是 常数 . 
利用 上 节 结 果 ,立刻 得 到 方程 (1) 的 一 个 解 ， 


上 1 E 
D.C2) = | | (largzl < 3x/4), (2) 


前 面 的 常数 因子 给 + 是 为 了 使 DD,(z) 的 渐 近 展开 式 第 -… 项 的 系 
数 为 1 面 引进 的 ( 见 下 人) 式 ). D,tz) 称 为 抛物 线 柱 函数 . 
出 5.8 节 (1) 式 得 


r| 3 2 ミッ ー テ 
Dc)= 2 Ms は 
FI ター 了 了 すし トウ 
2 2 
TI 一 3| 2 すす を す 2 
十 : Mr:, 1L1 一 (3) 
Tr 一 总 | 了 了 了 2 
ー る 3 


(largz| < 3r74)， 
但 按 6.3 著 (5) ぅ 和 て 6) 


① 量子 力学 中 苦 撮 子 的 評定 叶 (Schrodinger) 方程 也 是 这 种 方程 ， 
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(4) 


2 テラ) " 
而 了 Ffa,y,z)? 是 = 的 单 值 解析 画 数 , 故 D。(z) 是 全 = 平面 上 的 单 值 
解析 函数 . 
由 6.6 节 (2) 式 立 得 斯 近 展 开 式 
Deerie (1 | 
(largz | < で 3r/4). 
第 二 解 一 一 入 Do(z) 和 惠 泰 克 函 数 Ws2/2) 的 共 系 CK2) 
式 ), 立 齐 可 以 知道 了 _,_1( 土 x) 是 与 D(x) 线性 无 关 的 解 , 因 为 
Win( 一 zx:/2) 总 是 与 Wis(z:/2) 线 性 元 关 的 ( 见 6.6 节 (5}) 式 ). 
在 有 一 些 按 值 或 者 本 征 值 问 题 中 ,需要 求 得 方程 (1 在 整个 实 
轴 一 ce<z<cec 上 有 界 的 解 .由 于 方程 17 只 有 一 个 奇 点 ,= 一 co , 故 
只 需 研 究 当 > 沿 实 轴 趋 于 士 吧 时 方程 (1) 的 解 的 性 质 . 
当 * 一 十 ce 时 ,由 55) 式 立即 见 Dr 一 0. 发 讨论 * 一 一 ce 时 
D(z) 的 性 质 ,还 需要 得 到 在 包含 < 为 负 实数 的 辐 角 范围 内 D(z} 
的 渐 近 展开 式 , 为 此 ,利用 (3) 和 {4) ,得 


本 
D cz 一 工 (42)》 23e- | 一, を | 
r| 1 3°22| 
2 | 
ーー 2 了 ーー 2 
+ 2) ec ニー (6) 
ーー し 2 "7272 
2 


设 4 て args 之 5n/4;, 则 rr/2 argz: 5r/2, 今 工 一 e 下 zx?/2, 则 
ー 3r/2<Cargr<C/2. 陸 量 , 用 6.8 节 (7) 式 ,得 

Ley) 
TF 二 aay 


Ss CY PO 
x (i+ 2 He 


om 


区 者 


Play S| = F(g. ア , テ ) ~ 
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x h + (ダー atl 一 os 
kl 


klxt 
应 用 这 个 展开 式 于 (6) 式 的 右 方 ,得 
ー を | [トー タル 
| ,| 


EE | 『 2 一 上 
pe | | 
ょ ーー1 * 


(rid < argz で 5r/4).。 て (7) 


「1 十 ぁ 
eh Eg 
Te ny 2 Et の 
(7/4 < argz < 5mrd4)， 《8) 


由 此 可 见 , 当 * 一 一 2 时 ,D,tz) 一 ce( 第 二 项 ) ,除非 为 下 整数 或 
地 ;这 时 ,(8)? 式 右 方 的 第 一 项 由 于 1/T( 一 nn} 二 0 而 不 出 现 , 第 一 
项 插 导 中 的 无 窃 级 数 蜀 中 断 成 为 一 个 2a72 次 或 者 (x 一 1)/2 次 多 
项 式 


Dte)=t ダク hi の 
ーー tg 一 1) nn ln 2 3) 
= © re oz 十 ゥ ・4・z* 
(9) 


[rn 一 りり ,1 上) 


而 且 ,D.(z)(a 一 0:1,2, 是 韦伯 方程 (() 式 ) 在 一 seo<=<oe 中 
惟一 的 有 界 解 . 因为 与 D.kz) 线 性 无 闫 的 另 一 解 D-。,Gz) 当 = 一 
十 时 是 趋 于 ce 的 :这 一 点 可 以 利用 (5) 式 看 出 ,只 要 把 其 中 的 * 
换 成 一 * 一 1,z 换 成 iz. 

D(z}) 的 力道 积分 表达 式 . 为 了 得 到 D(z) 的 一 种 积分 表达 
式 , 这 种 表达 式 适 于 导出 其 他 公式 ,我 们 把 韦伯 方程 届 } 化 为 库 末 
方程 . 从 惠 泰 克 方 程 与 库 末 方 程 的 关系 ( 见 6.3 节 ) 可 以 看 出 应 作 
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变换 ytz)=e oz)i 得 到 的 方程 是 
rs 十 mr = 0, (10) 
这 是 库 末 方程 的 一 个 特例 (参看 6.1 莉 (1) 式 ), 又 称 該 選 密 方 程 
(見 上 項 8) 式 和 2.13 节 的 例子 ). 
在 2.13 节 的 例子 中 得 到 过 方程 (10) 的 | -个 积分 解 


二} 
(を ) =4| * ーー ジー の うー de 
胡 基 新 近 展 乾 式 ( 参 者 2.13 节 (18) 式 ) 
, 
“3 2 ls 2 a を * 
与 D, (2) 的 浙 近 展 式 比 较 ， 得 
tory EE 
の 


(largz| < tr/2, larg— | < mw. 
当 二 0,1,2,… 时 ,C11) 式 中 的 被 积 函 数 是 单 值 的 ,积分 足 线 
可 以 变形 为 任意 -个 正 向 绕 :==0 点 -* 周 的 围 道 ,而 有 


10 ト 』 可 
Dc) = (一 ) He- "| et dt (12) 
由 (12) 式 立 得 D(C) 的 生成 画数 
2 (yD 
co 一 ーー ,|| <, (13) 


ョ ニー 
和 微 商 公式 」 
a tat 
D.C の ー (—) [je 1 


(一 ef | | 


一 (一 yes 全 


递 推 关 系 . 把 3) 式 两 边 对 : 求 汕 商 ,在 方 再 用 (13) 式 展 
开 , 然 后 比较 两 边 :* 的 系数 ,得 
Dr tz) 一 zD, tz) + nD,_1t2) = 0. 《15) 


| 


(14) 
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把 3) 式 黄 边 对 zz 求 微 商 , 左 方 再 用 (13) 式 展开 ,比较 两 边 的 
系数 ,得 
D' (Cz) 十 F D(z) — nD,_i(2) = 0. (16) 


(15) 和 忆 介 两 个 递 推 闫 系 虽 然 是 在 为 整数 时 求 得 的 ,但 可 
利用 D,(z) 的 普遍 表 和 还 式 (117 证 明 它 们 对 于 任意 的 = 成 立 . 例如 
用 (11) 式 ,〈15) 式 的 左 方 等 


2 
Ej 


BE 4 
i 


(911 阳 
Fen 十 2】| (一 の ーー 


t+ 各 
ー PC 十 站 | e サテ バー) "dt 


D+ 站 
十 rm) | e デラ イー 21) "drei. 
用 換 部 求 彼 分 法 , 得 括弧 中 的 第 一 項 等 千 
Pen 十 Df er DE + di, 


正好 与 其 他 两 项 相 消 . 这 就 证 明 (15) 式 对 于 任意 的 成 立 . 
正 交 性 . 由 (13) 式 得 


5 PH 4 a: = ーー 
有 > om D, Cz}D, Ce). 


mr 1 


ES 2 すす 」 ca 
ま パオ キリ 1 2 
| tt dz ーー e| [+s 二] dz 


HI 


mx! 一 


一 el e-3"dz 一 ee Zr = > Gs /Br 
一 用 一 本 


で 十 だ コロ 
= > Cs | D,D,dz， 
nn! ee 


JFL に コリ 


| DDdz = nl VRS, ea = 0.122… つ 。 (17) 
上 面 关 于 4 为 非 负 整数 时 D,(z) 的 一 些 性 质 是 在 韦伯 方程 的 
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本 征 值 问题 中 常用 的 . 作 妨 本 征 末 数 ,D。(e)( 王 0,1,2 ょ … う 的 全体 
在 区 闻 [ 一 ce 十] 中 构 万 一 正 变 完 备 函 数组 ; 清 足 一 定 条 件 ( 例 
如 在 [一 ce ,十 oj 中 有 一 .二 级 连续 徽 商 , 且 当 jz| 一 ce 时 赵 于 零 ) 
的 画数 が を) 可以 用 D,(s) 展 开 


F(z) = gD Cz), (18) 
1 re 
一 D, Ceade. 
な 本 | (z) d= (19) 


5. 13 厄 密 (Hermite) 函 数 和 厄 密 多 項 式 
在 6.11 节 (8) 式 , 厄 密 方程 


アー2zy + 2ny = 0 《1) 
中 今 を ニ ゾ 32 =, 得 

d*y 

这 一 r= C2) 


这 正 是 上 节 方 程 (10), 故 除去 一 任意 常数 因子 外 , 厄 密 方 程 (2) 的 
解 与 上 节 韦 怕 方 程 的 解 只 差 国 于 er 人 (==e*/). 
以 H(z) 表 示 方 程 (1) 的 一 个 解 , 它 与 D,(z) 的 关系 规定 为 
H,(z) = 2WesD( Vi). (3) 
H,(z) 称 为 龙 密 辑 数 ， 
当 ?一 0,1,2,… 时 ,由 上 节 (93? 式 有 


[到 [和 
He) 一 G22 yi 2 2 2 


人 を ! 
[rg] 
ー (一 )*g1 - 
-i 
ーー (2 を )" ーー 的 1 (9 yn? 


te) ,4) 
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称 为 厄 密 多 项 式 ( 参 看 2. 11 节 (23) 式 ). 也 有 用 另外 一 种 定义 , 称 
He(z) 一 e* Do(z) 为 厄 密 多 项 式 的 ;Htz) 一 2"*Hesl WZz)， 
Hev(z) 一 zHe' (xz) 十 nHe,<z) 二 0, 即 方程 (2). 

利用 厄 密 多 項 式 Htz) 与 D,( ”2 xj 的 关系 (3) ,从 上 节 (13) 
式 和 (4) 式 ,把 x 摸 为 x 2 xz, 摸 为 一 VY 2z, 可 以 分 别 得 到 H(z) 
的 生成 画数 和 微 商 表 示 : 


= 


et lel < 0, 《5) 
z dr 2 
H,(z) 一 【一 Jes jte * う . 6) 
を 
由 《5) 得 

Hz. て 0) = (が つつ HH (0) 一 0. (7) 

区 由 上 节 (015) 和 (16) 两 式 得 递 推 关 系 Cn 不 限于 整数 ) 
H; tz) 一 ZzH, (を) 十 2nH,_1(z2) = 人 0， (8) 
HI' (>) = 2rH, 1(z). 9) 

由 王 节 (17) 式 得 

「 H(z)H, Cae dz = VE nd (10) 


Cn 一 0。1.2 mr う 
厄 密 多 项 式 在 区 间 [ 一 ,oJ 中 攀 成 一 完备 正 交 庙 数 组 , 权 为 


で 
英子 地 密 画数 和 光 項 式 的 其他 一 時 公式 , 可 利用 宅 和 Ds) 
的 关系 得 到 . 又 参看 本 章 末 习 题 25 一 30 和 Erdelyi (1953)。 Yol. 
II § 10.13、p. 192. 


6.14 拉 革 (Lamguerre) 和 多項式 


拉 革 尔 方程 (6.11 节 (C9) 式 ) 
zy 二 (Rg 二 1—z)y 二 Tny=0 (n= 0,1,2,"") (1) 
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是 库 未 方程 zy" 十 (一 2)y 一 gy 二 006.1 节 (1) 式 ) 的 特殊 情形 ;a 
テーxz デ 6, 一 1 ユー2…) 敵 宅 有 一 條 多項式 解 F( て 一 ぁみ 十 1 を )( 役 
不 是 负 整 数 ). 广义 拉 草 尔 多 项 式 If を >) 的 定 叉 基 


Tx+1+n) 
zaIT(g 二 1 Ft nf 二 1 を) (2) 


这 是 一 个 nn 次 多项式 ,其 中 是 不 等 于 负 束 数 的 任意 实数 或 复数 . 
这 多 项 式 又 称 为 索 宁 ‘Sonine) 多 项 式 , 用 SLC ヶ ) 表 示 、 
1*(z) 的 特殊 情形 ;L'tz) 一 L,(z) 称 为 拉 革 人 尔 多 项 式 . 
积分 表示 和 微 商 表示 .、 根据 定义 (2) 和 6.4 节 (7) 式 , 立 得 
フー 
ti 一 1 在 国道 外 , arg 一 のり | < 
在 (3) 式 中 人 金 テ ニュ ーr/ を , 得 


1 [を +) Et 


LCe) 一 


1 
LCe) = etl C—O" dt; {3) 


此 ーー 
LT(g) 三 已 交 “oi (ov ーー ey 《4) 
ーー d* , 
= ee の (5) 


这 式 也 可 以 从 干 面 48) 式 导出 , 见 本 章 末 习题 31. 
当 gg 二 sm( 正 整数 ) 时 , (3) 式 可 写 为 
て 一 )" 中 tt 


< 
m 一 ーー 軒 十 mm ュー 本 一 き 一 
LPCe) = Dd | el 一 まう dz. 


令 上 一 1 一 wz 得 


二 dr ET 《这 十 了 已 一 区 下 十 下 
Li (z} =t ) dz" | (vu— ZY™t*| idv. 


利用 (4) 式 , 邻 其 中 的 =0, 井 把 ヵ 挤 成 加 十 an, 即 得 L" (iz) 的 微 商 
表示 
| d”™ 
Lice) = (—)" Te era (>). (6) 
生成 函数 . 《3) 式 可 写 为 
ー ー 1 yi 本 ー po ・ tf —#—1 
LE を) = | er(1 一 の 2 | di. 
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念 ぴ w 一 1》 三 ゃ 。 使 邊 分 中 内 有 ゃ 的 時 次 上 含 ぁ 。 然 后 把 > 再 写 作 ち 
得 


LZ(e) = 去 | < ー の ーッ ーーd、 (7) 
由 此 有 
ゴー 一 Lear Cl <D, (8) 
左 方 的 函数 称 为 L"(z) 的 生成 函数 . 
弟 推 关系 . 把 (8) 式 両方 対 : 求 微 商 , 和 来 上 (1 一 の *, 再 用 (8) 
式 展 开 堪 方 , 比 较 两 方 岂 的 系数 ,得 
(十 1)L2 十 (一 HA 一 2 一 1) 十 (十 mL 一 0 
tg > 1). {9) 


把 (8) 式 西方 対 を 求 微 商 , 乘 以 1- ぁ 再 用 《8) 式 展开 堪 方 ， 比 
较 系数 ,得 


d 2 d 円 并 
直下 一 未 Lt 十 L =0 g テ D- (10) 


从 (59),t10) 两 式 中 消去 1s_,, 得 
Cn 二 DOE 二 en DD) Ce n+ Li 
二 ti 二 24 十 2 一 zj)Li: 二 0 (rns). C11) 
把 (10) 式 中 的 x 改 沟 nn 十 1; 然 后 利用 (11}) 式 和 (9) 式 消去 
LT アダ 笠 7 1 得 
sn CL Cas. (12) 
叉 . 在 8) 式 中 把 み 換 成 x 十 1, 刁 以 1 一 t ,然后 把 在 方 再 用 (8) 
式 展 开 , 比较 两 方 的 系数 ,得 


Le) = Li Cy 一 工人 (Ce) (13) 
更 普遍 一 些 , 把 (3) 式 中 的 上 搞 成 x 一 p,p 是 任意 实数 或 复 
数 , 得 
ーー ーー ロー の つや JgLFP( の 。 lt| <1 


{= 
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或 
Oi 
nT 靖 -- ーー i 
Pee 3 | £) る 
Lt 
因此 有 
Lz) = ジジ La) 任意) G4 
又 由 LZz) 和 Con 1 as) 的 关系 起 (2 及 6.2 节 (4) 式 ， 
得 
所 Ag) = CI) rn). 《15) 


含 两 个 广义 拉 革 尔 多 项 式 的 葬 积 的 积分 . -个 重要 的 积分 


| Ze LC Ce) dz 
nm 


リッ メー 和 一 MA 十 于 
ーー ra+5 ジ し ー A 
其 中 Re( う テー1, 以 保 臣 税 分 在 下限 政 餅 . 返 公式 可以 利用 8) 式 
证 明 如 下 :由 (8) 式 有 


Ne LZ(e)・ Xr Li(z) = クダ LZ(z)L を て >) 


し に 


| ie) 


A sy (| 过 11s| < 1). 


设 s 和 + 是 小 于 1 的 正 实数 , 则 


ーー ドロ ーー 
rs | LLi de =- 上 ロー orre1 ー ie dz 


= (CD) ーー sde 


i 
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ャ ネー pg スー 
ーー DD o> | psy 
『 


r 


x Dy 
k 
Aー- “全 4 一 KG 


上 コリ スー 
ーTG 二 1) 2s めし ー IM 
一 4 一 1 iATE) op rp 


比较 两 边 t"s" 的 系数 ,并 注意 (一 ) 


(16). 
当 4 二 jy 二 jy 时 ,得 (15) 式 的 一 个 重要 特例 
| re Li (dz ニ ree 十 nl A 了 "| dr 
Tetat Ds の ) 


nt 


因为 这 时 在 (16) 式 右 方 的 和 数 中 只 有 = 二 x 的 一 项 不 为 0. 
《17) 式 表示 出 广义 拉 革 和 尔 多 项 式 的 正 变 归 一 关系 . 
展开 公式 . 利用 公式 (16) 和 C17) 可 以 得 到 下 列 展开 公式 


圭二 
lle 一 DL 2. (18) 


展开 系数 
itr (な 二 ョ ューz テ JP 十 上 十 疡 十 1) 


“= Te キィ キ ゥ エキ ぁ ー テ エ D 
ss 十 户 1 i き IM 人間 
へ le 万 1 C19) 


其 中 s 基 任 意 非 負 整 数 . ヵ 是 任意 的 实数 或 复数 ， 
(18} 式 显然 成 立 ; 因 为 两 这 都 是 十 s 次 多 项 式 . 求 系数 & 的 


公式 人 (19 可 以 证 明 如 下 :以 ee L 生 た し (* う ) 乗 (18) 式 両 押 , 設 
Reta 十 让) 一 1, 求 积分 ,对 两 边 分 别 应 用 (167 和 (17) ,得 


| 之 5 十 十 re! ”dx 
由 
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Vl lp zT rt “lp 
一 > «| re TA Lt de 
rn 


1 


“ (gg ュー アビ )1 
テバ ー)ー7TG 十 下 十 疡 十 1 
a] S ITs 十 あお ]fs 十 豆 十 あ 十 
x Ds | を | 
_ 、 Ey 1 1 § 1 
由 此 即 得 (19) ,因为 | "リー|。」 ッ |- 文 由子 (dgB> 式 


是 一 个 代数 恒等式 ,在 证 明 过 程 中 为 了 使 积分 收 和 化 抽 加 人 的 条 件 
Rec(g 十 あう) テー] 可 以 取消 . 
下 面 给 出 两 个 在 特殊 情形 下 的 系数 ; 


a (| ( 早 至 (14) 式 ), (20) 
ーー する Ga — Dr 
m = <(—) | ] j++ 

= +t) p+ Dr 


rp 一 r 十 3? 
(21) 
由 (18) 式 , 取 pp 二 0, 用 (21) 式 ,得 
ZL C= 一 tn 二 DL 二 + ti 二 2x 二 + OL (pd Aa)L’ , 
这 是 (9) 式 ; 取 p= 二 一 1, 得 
< メニ ーー (nc 1DL 守 ! 十 Cp 二 nL!, (22) 
取 疡 =] ,得 
zL* 二 一 (x 十 DLs 十 Cp 十 32 十 230121 
ー (2g 十 3 +t DDL) Ce DL; (23) 
等 等 . 
6.15 其 他 一 些 可 用 惠 泰 克 国 数 表示 的 特殊 函数 


送 里 只 挙 電信 用 彼 分 表示 的 踏 数 作 訪 例 子 . 还 有 一 些 可 参看 
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本 章 示 习题 39 和 Erdgtyi (1953), Vol. 1, 8 6.9.2, p. 266』 
Buchholz, H. (1953), p. 208, Anhang 1. 
{ .误差 国 妆 erfx. 


2 [fed 一 1 一 erfer (xz 为 实数 )， (]) 
は 


kL 


erfr = 


其 中 


2 人 
ericx = 友 | dr. 
这 函数 与 囊 泰 克 函 数 的 关系 可 以 从 下 面 的 积分 表达 式 推 得 : 


Ei 
W, (8) = ーー - Ce az 


Fl| テー を 十 


2 


に 一 mE 
x | "i 十 二 | e-idt, (2) 


其 中 二 一 km 是正 整数 (6.5 革 (5) 式 ). 


在 (2) 式 的 积分 中 令 :一 呈 一 x 雪 ,使 被 积 曙 数 中 出 现 e- 这 - 因 
子 ; 辐 时 叉 使 积分 的 下 限 为 x, 于 是 有 


三 . 
Wnte) = ーー 2 2er 
r| な 一 大 十 加 ] 


を キャー lm 2 
“| E sds, 
と 


x Fe 一 


再 今 < ニー ぇ ー テ キー0 を 一 キタ ーー 全 以 消去 除 e 以 外 
的 其 他 含 s 的 因子 , 得 一 ェ =mー1/4, 古 有 
W417) 一 2e タ | eds. 


因此 


erfx 一 ] 一 er WL 1), (3) 


4 
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( 二 ) 不 完全 做 马 函 数 Yin xz. 
Yln,z) = | edt. {4) 
oD 


显然 
ynyz) = Ts) 一 ed (5) 
令 t= 二 s 十 x: 得 
Ysz) = Fs) 一 er | 1 + eds. 
因此 ,如 果 在 C2) 式 中 令 一 & 一 去 十 区 二 0,4 一 二 十 吏 二 n 一 1, 即 = 
《好 一 1772 ,天 一 中 2 ,六 网 


Yn = Tn) 一 er Wl (Cr) {52 
( 三 ) 对 数 积分 函数 1i(=). 
jie) = | 总 Clarg{— lnz)| < 7. (7) 


今 Int= 二 ,出 
litz) = 「 er ds 一 一 | es ds, 
再 令 上 一 * 十 inz ,得 
litz)=— el emo 一 Ins) de 


1 


ーー *( 一 mo | edd 1 nz dt 
与 (2) 式 比较 如 前 , 即 见 
lice) ニー バー In を W- ュ ュー Ing)(larg( 一 Ine) | < m)， 


(8) 
‘四 ) 指数 积分 函数 E。( と > 


E.(z) = | ore-ae (> 0). (9) 


1 
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送 員 数 的 - 條 特例 恒 
Ft 一 ーー E(x) tr. (10) 


在 (2) 式 中 令 = 一 rt 一 (人 17, 许 取 一 不 一 ; 十 静 一 口 ,一 > 
十 避 ニーa 由 ま ーーg72。 カ ーー な g う 72。 得 
EC = eri IW sice(z). 11) 
根据 这 些 晴 数 与 惠 厅 克 育 数 的 关系 ,可 以 把 它们 的 定 详 域 扩 
大 .明确 共 多 值 性 ,同时 有 式 出 它们 的 渐 近 展开 式 . 


第 六 章 习 题 
i. 让 朋 通 过 适当 的 变换 可 以 把 拉 兽 拉 斯 型 方程 


dg 
de 


tax 十 あう -1 (ga を 十 而》 十 (ga を 十 Ba) 二 


化 为 库 术 方程 
可 。 
了 这 十 (アー っ 和 ー gy 一 00. 
又 延 明 , 加 果 信 ュー だ) ッ ー ィ en 、 井 哲 当 逃 拝 参 数 1,p. 关 , 则 
库 末 方 程 的 形式 不 变 . 由 此 再 证 明 第 -- 库 未 公式 (6. 1 管 t6)). 
2. 证 明 第 二 库 末 公式 
c 2F(e,2e,s) = | 


1 Zz ， 
s+ 


「 提 示 : 用 6.4 节 (4) 式 ,| 

3， 由 Fasyz) 的 积分 表达 式 16.4 芝 (4) 或 者 (6)) 号 出 下 列 
導 推 共 系 (6.2 节 (2) 和 (3)) 

(ーー1)F プ ば プー ロジ リーgeFte コー ツー a.- DF=0, 

7 ビーsF(Y 上 15) - 7F(g 一 1 テム . 

4. 用 上 题 的 结果 导出 下 列 递 推 关 系 

(アー 26 一 YE 十 oaFke 十 1] 一 (一 QIFK 一 1)= 0, 

Ye 二 sFーgF(e 二 1 一 ツーe)sFX7 十 1) 一 0， 
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(gw 一] a ドー メー DF 1 ) 十 ( ア アーegjF(w 一 1) 三 0, 
Oo eI メー ezFY + 1) 
ー ア (ば アー1)F( ア メー ュー0. 
5. 证 明 下 列 徽 商 公 式 


了 a Fe] = Ca IF(e + ny, a), 


Jr FY rr)| = C—O Fr nr), 


EY] -= (一 了 ーー で Fay 十 Mr) 円 


和 [er Fa = C—O Te Fa ny ,rr). 


6. 证 明 


(i) FCa,Y ,zy 一 POOTO 1{ a- 7) 


Fila) 
1 ILー ト 
一 tg ーー 1 dy, 
Zl 
其 中 ReCa) 0 メーa テ 1.2 ,+， largt | <x, iarg (tt— 1) <. 
on _ TFT - の 
(i File. yz 一 TY の 


"1 
x 去 | er お の LT] 一 dy 。 
1 


基 中 Re プー の ) ン 0,e デ 1,2, largt 一 の | Sarg( ユ 一 2) Tc. 
7. 证明 下 列 递 推 基 系 
Wn te) ーー yr WW 


4 ョ ー 二 
2 2 


Cz) 十 | > — E+ | Wu(s)、。 


Wnle) — stW, 1a- 4(2) 十 [过 ーー | Ws で 


We や = [i Wea — fe — (i EW ee 


8. 于 (ay,7) 是 6.5 家 (06) 式 或 (7) 式 所 规定 的 届 科 米 函 数 . 
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证 明 
Wie, Y= le 一 7 十 1.2 一 yzr)， 
_ T ロ ー カ の 
Pile,Y,z) 一 Fe ニ ァ エ TF (7) 
十 es Pa 一 YY 十 1,2 ー アテ) 


《天 整数 ). 
9. 征 明 下 列 拉 普 拉 新 換 式 : 


デーF(g 7 だ )) = | eFC dt 


用 


= TC 下 


«B17, CA sD 
ーF( の で ーー 年 テー の アカ ェ ーー| 
Ci < 14— sh). 
(ee hi Ct)} 


1 


ーTew エ コー スイ) ドー メー 


| Re の ) テー 言 ,ReC9) > Re 一 | 
ra キタ すす 2 m+ キラ | , 
ec ーー こ FX ーー ょ 十 の 加 s+ 只 ~ 計 
| 3 1 


x FIA+ m1 > の まき 二 2 


ょ 4 十 2 一 一 | 


| Relx キ カー 


2 
10. 利用 上 题 结果 ,证 明 


| ー TCgDTc ア Y)TTtg 一 の ) 
月 一 ] 
1 FTay ， Dd = Te)T(7 8) 9 


(Reta) > Re(B) > 0) 


~ 0。 Re(s) 全 0| - 
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ーー TT 一 gT(8 一 7 十 1) 
| Fiea,Y,Ddt = PF Ty 


(Re(a) > Re(B8) > 0,Re( + 1> Re(⑰). 
11. 利用 第 9 题 的 结果 和 拉 氏 换 式 的 反 演 公式 


I = FD} = 去 | Fd, 


下 一 io 


其 中 Fts}= 二 400)} ,4 是正 实 数 使 当 Re(s) 5 时 王 (s) 无 奇 点 ， 
貴明 
Ftla,Y,z) 一 | ove Fand ls Ids， 
其 中 C 是 彫 |s| テ ゥ テ 1 なー0。1,2」… 
12、 利 用 持氏 変換 的 折 税 定理 


i | ore 一 の dr } = FF,ts), 
其 中 FCGD 一 到 人】 全 一 1 ， 人 


ー rr) デー リー 
| fF te, or) ーー Ft ュ ア -i rydr 
デキ デ ー1 - 


(Ret 0, Re(7) > 0), 
13. 证 明 下 列 拉 氏 换 式 
{ee F(a,Y ,i)) 


91-27 ー 「 ャ ーー 1 1 
21-27TC27 Dy ツキ ラテ | 


[Re > Re > 9] 


其 中 ei Fw}=|e 一 f(aydi; 各 (A ps7) 是 届 科 米 函 数 (6.4 节 


(6) 或 (7)). 
14. 证 明 


DY, Yr = #0| ee-'F (ea ー ア イア 二 iB, 一 dt 
EH 
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CRE( お が ) 0、 Re(r) > 0). 
15. 证 明 
{cosc2zpF ar, ー ydy 


x TO ーー 


2 Tcg)~ 
16. 证 明 


ey — テ ・ 十 计 


a Te ST プー Sy) — s,7,y)ds 


2Ai 
= OT 2Y 4 十 *)。 
其 中 的 积分 路 线 是 巴 思 斯 围 道 . 这 公式 称 为 马 格 努 斯 (Masgnus) 加 
法 公式 Erdelyi (1953), Vol. 1, p. 285(15) 式 ). 
17. 证 遇 
| DER,Y, dr 


= OT oy WY YD, 
Re ncel— Reta, n=0,1,2,; |argy| < x. 
( 参 者 上 台所 引 文 献 p. 285C16) 式 . ) 
18. 利用 泰勒 展开 公式 


an = aera Dx) = DL OE og, 
拉 格 朗 日 展开 公式 (第 一 章 习 题 18) 
が Or) = > ニア 


nl! 

以 及 上 面 习 题 5 的 结果 证 明王 列 人 人 
a), 

ni 


(D Flayy,Ar) = >) - 


n= 


YY 二 


GD FECasy,Ar) = A- D3 ーー テー DFT — 
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Gii) FlasY ,Ar) = A 2 ー た り "F(e + ny ,x) 


| Rec > 去 | 
如 果 令 2==1+4-y/x, 即 Ar 二 x 十 y; 则 上 面 的 公式 者 成 为 加 添 
公式 ， 
19. 证 明 
(a), 


F(a,Y ,aAr) = 之 ーー 8 二条 


x EC(e 二 gg す 2n + 1.7), 
其 中 gg 是 不 等 二 一 2 一 1(tm 王 0 TI) 的 任意 参数 ( 优 看 
Erdelyi (1953), Vol. I, p. 283(7) 式 ). 
20。 延 明 , 当 large| ご ェ x ヶ /2 时 


as 


CT 1 ; 
| el i enD, Cede 


一 | 一 
Ti ml 2 ヶ ゴ 11g_s 
。 n ml mm 7 1 ， 
xF| 2 * 2 + 2 一 了 | 1 ,1 ze | 


21. 利用 上 题 结 果 证 明 


| ir Dani) de = ティ (プッ リト "Tez 十 1)sin(l 一 m) ィ ， 


0 


如 果 积 分 收敛 ， 
22- 设 = 为 正 整 数 , 证 明 


「 e T(z 一 了 ) DCz)dz 


= + ie Yar + De FD, (Fiz); 
当 Imdz) っ 0 时 取 上 边 的 号 ,Im(tx) 达 0 时 取 下 边 的 导 . 
23, 证 明 , 当 器 是 正 整 数 时 ， 
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D (zy = (tr) de | er Oo (2xt)dts 
被 积 匡 数 中 当 wm 是 奇数 时 用 正 茵 函数 ,nn 是 个 数 时 用 余下 通才 
24. 证 明 


Tint 1)- sm - rm - 
Dz) = ーーーーー テ テー|e DL Cz) 十 = モー テロ ーー バー iz)], 
x [ 


De = e D2) + 記 2T eh 


= e"D( 一 > YT 


其 中 土 i 二 e+". 
25. 证明 
>: HO _ Hr OH, (Cy) — HCOOH Cy 
er 2 kl 2 テー 
其 中 H(z) 是 nn 阶 尼 密 多 项 式 . 
26. 正月 


H.C(r)H,(») 


。 2 ォ ッ チー (rr yi 
二 《1 一 の Yexp] > 本 1 ， 


27, 证 骨 下 列 积分 公式 


ee Dd = HC) -ezH ,try), 


eH CDd = VR rs 1)", 


an! 


了 ] _ - 
[Hd -一 za DL) 一 HL, (0) 1, 


， ( 
e tH Crt)dt = vx 二 Ls 1Y, 


co nl! 
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二 eatrH rd = v 交 miPCzr)， 


P,z) 是 ”次 朝 让 德 多 项 式 ， 
28. Fi) 的 高 斯 换 式 (和 参数 为 四) 的 定义 是 
1 
TE 


FOND = 「 三 他 Jexpf-- (メー tt) /2a}dt. 


证 明 
ef 人 HG 一 (一 2o"2H [Cl — 20) ir] (Oa 1/2), 
EHD} = (21)", 
FP} = ZOH, Ca), 
29. 证 明 
yi (DH 


トロ 

= TaD LH, .7)F — Hs Cr)H,. 2x)}, 
mit ry ， ， - 
> (一 2 网 ! "| H ,Cr)H a = Hs (x), 


mim ay 


YY ・ | Hi zz) = HOH。G)。 


Hl v2 xr) Hs -zf Y 2 yl 


ーー リロ の 好 
下 
= HC 十 3) + Hal — 9}. 

30. 证 朋 


外 


DC HaHa ニーywiLG の 
Fi 


| eH.G@ Jeos Enldi = VE nlL(x’), 
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1 
Ta 十 天 十 | (] 一 PH | zt)di 
ー1 


Re(g) テー っ | * 


= ア Vx 2m)1T)| + FL 
其 中 14 是 广 交 扩 革 尔 多 项 式 . 
31. 自明 , 若 e ニ 1/ だ 。 有 
eT 二 | | 
利用 这 会 式 ,由 拉 音 尔 才 项 式 2Z(z) 的 生成 歯 数 (6.14 节 (8) 式 ) 推 
出 LEKz) 的 微 商 表 示 て 6.14 节 (5))， 
32， 证明 
Far I a 2 
1 I i と バ て ず ) 
(lr 交 1. ッ テ の 
(Erdelyi (1953), Vol. T, p、276。 (5))。 6.14 节 《8) 式 是 这 个 启 
井 式 的 特殊 情 形 :z ニ アー な 十 1. 
33. 证 明 


oo 


4 ! 


"9 を ! rn 

2 FT COL) 
ーー 全土 15! 1 
ーー T(g 二 呈 キ トキ 1) テー 


35. 正明 
Ln ery (ly| <<. 


36. 证 明 
Cee = Cr De 17, 


dr” 


{CT CY) 一 LT (ry) 
ッ 
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dr 

TC (一 女士 十 1 し テ 2 。 

d™ 

dr [e “ritr)] ーー ee Li), 
37. 证 明 


| Tr = e LR 一 LE (x)}, 


F 


Ta 十 天 十 DT 本 
Tlat+B—n + 1 一 


(Re(a) テー 1.Re(g) > 0), 


| Cr De Td = の う ) 


| LCT Cr - tdi= [twist 
IH Ln 


一 TI。 Cr 一 tr. 
38. 证 明 下 出 拉 氏 换 式 


LY = | 。 LC の dz 一 sr トト ls - 1)" 


tt 


(Re(g) > -1,Rets) > 0), 


PGCe + 
AIFCe + 1) " 


XXF( zB+l.at+1.s 1!) 
(Re() テー 1.Re(s) > 0). 


总 -1 


TL) } = 


39. 自明 


LDL = LN y). 
f= 
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Sikz) 一 [ ーー dz 


上 


一 テ 十 {et す + モ 」 W_ se) 一 et Wt ge 


41. 证 明 \EiCyizr) 满 足下 列 微分 方程 


dy dy 
Tr 十 7 7 了 デビ 0. 
42. 证 明 
Etr) 一 cr iW Ix) = ニー メーIinz 一 > ーー 
用 到 40 题 得 


CA 《一 J)" 


Ciz Ylnz 十 っ 
2 C2n)12n 


. = (— "ei"! 
Se ニー 27 i DG 


第 七 章 ” 贝 塞 耳 函数 


7.1 贝 塞 耳 (Besseb 方 程 及 其 来 源 . 与 合流 超 几何 方程 的 关系 


内 塞 囊 函数 是 下 列 册 塞 耳 方程 的 解 ， 
d: 14d 
3 よ 堂 + ロ ーッ = 0， ①) 


其 中 sv 是 常数 , 称 为 方程 的 阶 或 其 解 的 阶 , 可 以 是 任何 实数 或 复 
数 . 
民 塞 还 函数 除了 作为 方程 1) 的 解 订 引进 外 ,也 还 出 型 在 , 例 
如 , 某 些 函数 的 展开 问题 中 (用 7.5 节 (2) 式 ,7.17 节 (3) 式 )， 
见 塞 耳 方 程 常 在 用 分 离 变 数 法 解 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 或 本 
征 值 问题 中 见 到 . 例如 ,在 图 柱 坐标 系 中 解 波 动 方程 
1 9j」 gu, leBuk Bu 1 Fu 
rol Sl For 8222 gg 
设 rz 一 RRCAIOCDZ Cr)e™ ,得 到 大 于 RCr) 的 方程 
PE ーー (②) 
其 中 下 种 澡 是 分 离 变数 时 引进 的 常数 , 念 を =krsRR(r) 王 (る) て 2) 
式 即 化 为 员 塞 年 方程 (1). 


MM 
1 9! ,Ou 1 1 
= みり 7 |+ cing 部 sin9 3 部 | 


1 eg 1 ou 
HSIN Oe ef 9 が 


设 Ce: の の の デ R(29( の の (ee", 得 到 共 子 な ) 的 方 程 
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1 di ,dR ,D1, 
三 11 | だ コ le = 0, 3) 
其 中 一 0,1,2,… (参看 5.14 节 ). 令 一 kr, 并 作 变 换 Rr) 三 
きす 7(⑧), 得 
dy 。 1 dy ー (7 士 17277 4、 
] 上 で + i = 0 04) 


这 是 半 奇数 阶 | /十 忆 | 的 外 罕 环 方 各 
外 塞 耳 方程 与 合流 超 几 何方 程 的 关系 .、 山 塞 号 方程 与 台 流 
起 几何 方程 具有 相 辐 的 奇 点 0 和 poiQ 点 是 正则 奇 点 ,ce 点 是 非 店 
则 奇 点 .根据 6.11 带 (5),t6) 两 式 , 如 果 在 (1) 式 中 令 
y(z) = 2 EWE), を 一 2iz, (5) 


得 


dW 1 /A 
和 十 [一 二 十 


这 是 患 泰克 廊 程 (6. 3 节 d4? 式 ) 的 特殊 情形 , を 王 0,p 二 
又 ,根据 囊 泰 克 方 程 与 库 末 方程 (6. 1 节 ( 式 ?前 关系 , 令 
yl = ze tn(E), どー 2 (7) 


WwW® = 0, (6) 


由 (1) 式 得 


Pe du | 1 1 
二 | . ーー 
sj 人 十 (2 十 1 二 ) 下 上 十 2 Jute) = 0, (8) 


这 是 库 未 方程 的 特殊 情形 e-=y 上 三, 一 22 二 1 一 2 
由 这 些 关系 ,可 以 利用 第 六 章 中 的 结果 ,得 到 贝 塞 耳 函 数 的 ・ 
些 性 质 ,如 积分 表示 , 渐 近 展开 (7. 10 节 ) ,等 等 . 

此 外 ,许多 与 贝 塞 耳 方程 有 关 的 力 程 可 以 用 下 面 的 变换 礁 得 : 


今 
ute 一 (C9) 
其 中 Z(tz) 必 vv 阶 贝 塞 耳 方 程 的 解 ; 则 ze 满足 下 列 方程 


du 


,dia 
ゴゴ - 
dz + (1 2Z う を ds 
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CLR 上 アー ザ の うー テロ. (10) 
7.2 第 一 类 贝 塞 耳 函数 fi,(z) 2v 地 整数 
jutz) 是 当 24 隆 整数 时 s,s 阶 由 塞 耳 方 程 
補填 堂 + 二 ーッ =6 Q) 


在 它 的 正则 奇 点 = 一 0 处 的 两 个 线性 元 关 解 . 下 西 求 出 它们 的 级 数 


把 方程 届 ) 写 为 
y= 0， {1') 
设 
r= Dr #0, 
上 二 0D 
按 求 正则 解 的 步骤 (52.4 节 ) ,得 
ea ge 一 | 一 9, {2) 
eg[(o tw]=0, (3) 
"ーー > を 


由 52) 得 方程 (1 在 = 一 0 点 的 两 指标 为 & 一 士 下面 设 Re( ゆ の 学 6. 
因 < 土 v 十 1 六 一 六 一 十 2y 十 1 关 0( 国 为 24 不 恒 整 数 ) . 故 由 53) 得 c 一 
0, 再 由 递 推 关系 C4) 得 
ca =0 (を 学 9) 5) 
as ニー) com 十 十 i) 
2&( 士 2 2 を) 2 を iT て キッ を 二 1)" 
取 zaT( キ リキ 1 テッ, 得 方 程 く 1) 的 西條 銀 数 解 


(8) 


cgs 一 


や 1 让 十 
= TTD の 

当 25 不 是 整数 时 ,这 两 个 解 显然 是 线性 无 关 的 ,因为 邻 = 一 0， 

Jiv(z) 分 别 一 zz 而 Cz) AJ-,《z) 一 xz? 不 可 能 为 常数 . 

当 一 an 一 0 1,2 0 时, 因 下 一 * 十 有 二 1) 一 cc(e<m) 坡 
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= Cy 1 に 
Ce) = 2 rn | 5 


~ iin 1 アテ 1 オタ 
= な の I 5! | 
= 《8) 
这 说 明 [6z) 占 ],(z) 是 线性 相关 的 . 在 这 种 情形 下 ,方程 41) 的 第 
二 解 需 要 另 求 (7?.6 节 )， 
2y 二 24 十 1 ;有 即 y= 十 172 Cn 一 0,1;2,"…}) 的 情形 将 在 下 一 节 中 
讨论 .这 里 站 指出 ,在 这 种 情形 中 ,(7) 式 所 表示 的 两 个 解 仍 是 线性 
尤 关 的 ; 轩 为 不 发 生 级 数 中 的 工 函 数值 为 无 窃 太 的 问题 . 
Ji.iz) 称 为 v 阶 第 一 类 贝 塞 耳 函 数 , 或 简称 为 v 阶 贝 塞 征 函 
数 . 
令 代表 (7) 式 中 级 数 ( 提 出 因 闻 (zj/2)+' 之 后 ) 的 普遍 项 , 妇 
_ _ 1 お 之 |* 
を 十 111T( エ ルッ 二 ま 十 2)112 
1 を 
ーー ス 十 1 う | エッ オオ を 十 5 
導 は SR yi SER (RR 是 任意 正 数 ) 时 ,只要 天 够 天 ,就 有 
zi| 一 [| 
zz | CR R11— RI)l2)| 
故 级 数 在 所 说 范围 内 是 - 致 收 化 的 .因此 ,对 于 = 来 現 , 当 ァ 不 赴 
整数 时 ,J.,tz) 是 沿 伞 实 轴 割 开 的 全 xz 十 面 上 的 单 值 解 析 通 数 ， 
largz | 之 x. 而 对 于 vy 来 涪 . 则 J],(z) 是 v 的 况 汕 数 . 
递 推 关系 ~ 由 J(z) 的 级 数 表 达 式 (7) .两 边 蒋 上 二 ,对 = 求 
微 商 ,得 


| 
| aas 


2 


和 人 


4 + or 1 《一 了 中 十 了 - i を 1 ュー ] 
を) ?2 A 

tr - (一 1 | 人 あッ ー ュ 

一 人 | ， 


即 
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EC) = < (9) 
PA 
类 亿 地 ,可 得 
を で) ニー タイ (10) 
に 
把 C9) (10 两 式 堪 方 的 微 商 写 开 ,得 
中 , 十 zz 本 = 」、 (11 ) 
uJ, 十 上 一 z],11. {12) 
消去 了 ,得 
J 1 十 J = 全 了 (13) 
消去 了 ,得 
ーー 一 2 本 . (14) 
当 ュー0 時 , 山 10) 式 得 
有 二 一 了. (15) 
(13) 和 C14) 是 贝 塞 耳 明 数 的 两 个 基本 递 推 关系 . 
又 ,由 (C9),t10) 两 式 可 以 分 别 证 明 
(|e ,= 2 (16) 
[ 夸 “人 = Ce"] qn 
zdx ・ mr 
所 有 上 述 关于 J 的 递 推 关 系 对 于 任何 vy 都 成 立 ， 
最 后 ,上 街 (7? 式 可 证 明和 下 列 关 系 式 
Coe) = et"] (a), 《18) 


了 . 3 半 奇 数 阶 贝 塞 耳 函数 Ji+3z)Cn 一 0 士 1: 士 2,…) 
.3(z) 的 一 个 重要 特点 是 它 可 以 用 初等 函数 表达 . 例如 


及 


ぁ ! 
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L7.3」 


由 3.6 季 (8) 式 ,了 | トラ | —T(2k2)2 8 《Tree+D, 故 


J ょ (そう 一 あう っ tl 一 /2 sinz. 


RH! NY nz (1) 
类 似 地 ,可 以 证 明 
J-1ts) = 2 ose. {る} 
普遍 的 本 」-(g) 可 四 (1) 式 利用 上 革 Q7 式 来 出 妨 
Pitz) 一 《一 | | He) 
Na 2 :a 1 [sine] 
) Te zz | | 到 j 3) 


(な Oo 60.1 2]. 
由 て 2) 式 , 利 用 上 飼 K16) 式 , 得 


+ 于 


[2 dd icose! 
]. -二 (一 re” "| | | 


| 站 
几时 纳 法 可 以 分 别 由 (537 和 (证明 Ji 


nl ちょ (*) 的 呈 明 


Ti > | ye 
2 Ne 1 


プー rt ry Ze 


Pl! 
Bs 


[= 
A 2 | 
Teoslz 一 了 | 之 DI DUO 


(5) 
. [3 」 

{tn + タテ) 1 
cosiz + 号 | 2 (2r) iC — 23r) 1 (2 
ta) 


nl am (—Ytn 2r + DD! 
+ る 2 2 rE or 12 


| 
1 
l= 
ト 
| 
ee 
| 
， 


(5) 
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在 7.10 和 节 中 将 利用 J 2) 的 菜 近 展开 式 证 明 557 和 567. 
7.4 Tc) 的 积分 表示 


To 的 积分 夜 达 式 有 很 多 ,在 本 节 中 只 介绍 其 中 比较 重要 的 
和 基 本 前 紀和 (本 著 公 式 (5)、 て 8)。(9),(10)。 (13 う (15), (17)， 
(18).19)). 

导出 积分 表达 式 的 上 万 法 常用 的 有 两 种 ,一 是 从 微分 方程 的 积 
分 解 出 发 ,-- 是 从 解 的 级 数 志 达 式 出 发 . 先 介绍 前 - -种 . 

根据 贝 寨 半 方程 与 合流 超 几 何方 程 的 关系 (7, 1 节 ), 可 以 得 
到 J.(z) 的 积分 表达 式 ; 但 也 可 以 直接 从 内 骞 耳 方程 的 积分 解 来 
求 . 在 由 塞 耳 力 程 


yw ー ラッ ェ 0 《1) 
中 今 + 一 zz) 得 拉 普 拉 斯 型 方程 (2. 13 季 (1)) 
DEL la) 一 (2) 
< t | dz 一 + 


它 的 积分 解 的 普遍 形式 姑 

us) 一 4| eg すう" 29 
‘大 看 2.13 証 的 求 法 ), 盛 者 , 把 挨 成 

is》 一 al er 一 の dy 。 
其 中 4 诗作 意 常 数 ,积分 路 线 C 应 使 


er ユー yt = 0. (3) 
由 此 得 由 塞 二 方程 人 7 的 积分 解 式 
ys) 一 4 er 一 1 tdi. {4) 


设 Re 十 172) 汪 0, 可 取 亿 为 太 1 二 一 1 到 :二 1 1 
为 在 这 路 线 的 端点 一 上 13 一 0.(3) 式 满足 . 现在 来 证 明 , 只 要 
当选 到 常数 4, 井 礁 定 多 値 因子 1 一 ど まい) 寺 
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],(z). 规定 在 积分 路 各 上 arg(1 一 点 ) 一 0, 有 


1 
ylz2)= | ell 一 dt 
-1 


人 ， まき 1 
一 Az' >»! | A#(1 一 だ うー タテ dz 
まま = " 


-1 


i 
心 
信 
トイ : 
アー 
| 
= 


] 
| が] 一 だ うす dz、 
ー1 


会 


1 1 
| 2 て 1 一 の うき 一 2| 1 一 だ うー す dr 


1 1 1 
-fs-ia — > こま ra 十 去 |rl* 十 二 | 
ーーJ こ Ty  “" 
病 由 3.6 节 (8) 式 ,| 4 オラ | 一 TC2E 十 1)2-2x 二 AT 人 二 1》, 故 


Ga 


， 1 1 ， (一 )* 1 を 
"+ >)* > vr 


= 


し 


yley = A 


与 了 7.2 节 (7), Jiz) 的 级 数 志 达 式 比较 , 即 见 Ca) 三 A TPt ッ 二 


172)2J.Cz) ,因此 有 
《2 2 
T(z) 一 
RT + 1/72) 
{ReQ) テー 2,arg(l — t= 0). 
在 G5) 式 中 今 1 二 cos6, 得 泊 检 (Poisson) 积 分 表达 式 


(2/2) [ ed ae 
J,(2) = ー eo の. 
Tr 十 1/2) ツ Ys 


rl 
| ec] 一 tde 
一 1 


由 此 浆 得 
(rg * . 
JCz) = slecosd)sin® dg, 
RP 十 [eos OS sin 
因为 


ineeces の siny649 一 一 sincecos の sin*949 = 0 
H| n 


(5) 


C6) 


C7) 
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( 愉 要 把 积分 中 的 8 换 成 x 一 9, 即 可 证 明 这 结果 ). 


J.(z) 的 上 述 积分 表示 虽然 比 
较 简单 ,但 受 条 件 Re| "十 去 | >o 
的 限制 . 要 避免 这 一 限制 可 考虑 
(4) 式 中 的 积分 路 线 5 为 图 24 中 
横 8 字形 的 围 道 . 为 了 在 这 种 情 
形 下 确定 被 积 函数 中 多 值 因 子 之 值 ， 


te) 一 ae 
并 规定 在 积分 路 线 与 t+ 一 1 之 右 的 实 


1. -1—) 
に 


半 4 
把 564) 式 写 为 
(だ デー Ddr, (8) 


租 的 交点 戸上 ,arg( だ 一 1)ー 


0. 对 于 这 样 的 积分 围 道 , {3) 式 显然 满足 ,因为 在 路 线 的 起 ,终点 


er 一 17 ほ 之 債 相同 . 
(3) 式 中 的 积分 路 线 不 通过 被 积 
任何 >" 值 都 有 意义 .现在 把 积分 路 线 


关 数 的 任 付 奇 点 , 故 积分 对 于 
变形 为 几 25 中 的 围 道 , 从 实 


轴 . 上 :一 一 1 点 右 方 相距 为 奇 的 地 点 出 发 , 沿 实 轴 到 :一 1 的 左 方 
相距 为 训 之 处 , 正 向 绕 1 二 1 一 疾 , 再 沿 实 轴 回 到 z= 一 1 附近 る 


处 ,然后 负 向 绕 1= 一 1 点 一 圈 辣 到 
娆 ?= 十 1 的 疝 图 积分 之 值 随 半 径 始 


发 点 . 讶 Retvy 二 172720 则 
于 堆 . 主意 在 出 发 点 argftE ~ 


图 25 
二 -x( 国 为 规定 在 请 点 arg デ 一 1 
「 ere Dg 
] 


;二 0), 有 有 


"1 
十 | es {1 ーー Ser id 
“1 


1 
—- Ee- vl2Im er- | ecl yd 
ー1 
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ーー 1 To 十 1/2) wr 
ーー 2isinz 2 "| Cy te) {用 (8) 式 ) 
2ri ww LC 
ーー TL/2 2 
因此 
ーー yr ロキ ュー1- 
Tt) = C172 tsi2y 1 站 1 ee ー 1 edt, (9) 


エニ 270 。 
其 中 "天 172.372 在 疡 点 arg( デ 一 
1 二 0. (9) 式 虽然 是 在 条 件 Re( ゅ テー 
1/2 之 下 证 明 的 ,但 因 两 边 的 函数 都 不 
受 此 限制 ,上 故 按 解析 开拓 原理 ,这 一 -条 
人 忻 可 取消 . 

及 : 当 v=n 二 1l/2(n=0,1,2,.) 
时 ,(9) 式 右 方 的 因子 P6172 一 四 为 无 
穷 大 ,而 积分 值 为 专 ( 因 被 积 商 数 现在 
是 单 值 的 ), 夏 (9) 式 右 方 是 一 个 不 定 
式 , 但 从 上 面 的 推导 可 看 出 ,这 个 不 定 
式 在 vv xn +1/2 时 的 极限 值 就 是 (5) 式 的 右 方 . 

(4) 式 中 的 积分 路 线 也 可 以 选 为 图 26 所 示 的 另 一 种 围 道 : 从 
t 二 iee 出 发 , 洱 下 向 绕 := 十 1 一 圈 , 然 后 回 到 ioc. 只 要 Re(s う 0, 
53) 式 就 成 立 , 而 且 (4) 式 中 的 积分 也 是 站 化 的 . 

仍 把 (4} 式 写 为 
y(z) = a er 一 Didr, 


并 规定 在 图 道 与 :二 1 右 方 的 实 轴 的 交点 PP 姓 ,arg(t 一 1) 二 0. 可 
设 积 分 围 道 完全 位 于 贺 |t|==1 之 外 ,于 是 ,; 因 了 (一 1 时 以 按 
: 的 降 震 展开 


图 36 
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1 
{tt* 一 1 うに = + = い テー 处 
Fs giT! i 
"| 2 | 


其 中 一 3r72<argt< /2 因为 缓 数 展开 的 形式 其 定 了 当 二 cc 时 
C1 一 1 2 9] ,月 arg( デ うーarg( デ 一 ])。 市 由子 信也 京 arg( デ ー 
=6, 記 有一 3* で arg( デ 一 1)<< ァ . 

把 级 数 展 开 式 代入 前 面 的 积分 中 ,交换 求 积 分 与 求 和 的 次 序 
《可 证 明 是 人 台 法 的 ,参看 下 面 (13) 式 之 后 的 - - 段 ) ,得 


上 (172 一 リー た) ーー を 
yz) = A ra 让 | < ーー 


(一 3/2 < argt で 7 の)。 
今 二 eizt ,以 a 代表 argz, 并 设 |a| 二 x/2, 则 


AT1 nt} 
3 エー - sa エー: 
eo L224dr ーー Ken?2z + 2 Er td 
I 


一 < 人 


ーー 一 2ri 4 - 
一 Ce .7 节 (6) 式 )， 
故 
yle) = Zi em っ や (-7YTG/2- ャ 十 あ ) 2 


GO ター の ターン FO 
利用 3.6 节 (8)? 式 并 与 7.2 节 (7? 式 比较 , 即 见 


y(g) = 4FCTA BE 2 Xx]. (を )。 
因此 有 
#9 — 《一 1 十 必 十 了 1 
J. (x) 一 二 り | ed 
vr ~ 


C10) 
{largz[ < アウ ーー 3 < arg( デ ーー 1) < nr tt 1/2 1.2.…). 
当 wv 十 方 为 正 整 数 时 ,010) 式 右 方 是 一 个 不 定式 (参看 7.7 入 (10) 
式 的 下 一 段 )， 
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如 果 z 不 满足 条 件 |argz | 之 x/2, 例 如 ， 


ー テ エッ argz < + lal こき: {11) 


可 以 把 积分 围 道 整个 绕 上 一 0 转 一 角度 (一 w). (参看 3.1 节 (2) 式 
后 面前 论证 ). 于 是 ,仿照 上 面 的 讨论 ,可 得 


(12) 

其 中 一 x/2 十 <Cargg で Cr/2 十 の 。 在 五 点 ,arg( だ 一 1) 王 Gy 二 1/2 郊 

正 整数 . 逐步 这 样 转动 图 道 ,可 以 得 到 ergs 取 人 性 何 给 定 值 时 
J-s) 的 这 种 表达 式 . 

导出 二 Ce) 的 积分 表达 式 药 另 -种 方法 是 从 它 的 级 数 表 示 出 
发 0, 自 7.2 节 (7) 式 


「 ャ リマ バー)* 1 2 
=| の “ rer ETD (| : 
用 3.7 节 55) 式 ,得 


| を 《一 i そ トド T 1 1 ロト ュ ーー ュー , 
tz) 一 人 到 や * 所 | 2 | i : lerdy 
Clargi| て). 
交换 求 积分 及 求 和 次 序 , 右 方 成 为 
(gOY TO 1 C2 ,2 
on | > 誠 - 記 : le'dt 一 2 et dr, 
故 有 
ct 
L(x) = C2/2) er de Clargt| < x), (13) 


这 就 是 .4z) 的 另 一 重要 积分 表 过 式 . 
要 证 明 前 述 求 积分 及 求 和 换 序 是 合法 的 ,只 要 注意 (013) 式 右 
方 的 积分 在 |z| 坊 RCR 妨 任 意 正 数 ) 中 是 一 致 収 仏前 , 故 代表 -・ 介 


⑧ 这样 来 求 得 函数 的 积分 表示 的 廊 法 有 定 的 绕 型 性 意义 . 
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在 全 平面 上 解析 的 函数 ,可 以 在 积分 号 下 求 微 商 , 因 此 它 在 <= 
点 的 泰勒 展开 为 


= [M+ n 
5 Ea ーー d 
mt 
nn 


ーー 一 zy 由 
ニャ ュー de | 
但 
d" = 計り ーー CM で 1 ーー を に 
dz” =o dx” 言 | は) Nea 
(2k)1 11* っ 
1 一 2 本 
-1 "! | | " (中 一 站 12 
1 け Cn 3 Pk 
故人 3) 式 右 方 等 于 


这 就 证 明了 所 作 换 序 人 


把 人 13)? 式 中 的 + 换 成 xxz/2, 即 得 更 为 简单 的 表达 式 
1 TO キ 』 
tz = 


一 上 
ed 
2ni ca 9 


(14) 
長 中 largz 十 e1<Cre 王 arg 如果 gl て ZZ 可以 把 整 條 国道 縮 と = 


+ 道 る 
0 转 a 龟 丰 不 改 变 积 分 人 (参看 3 3. 1 节 的 类 亿 做 法 ). 内 此 有 
1 
J.tz) = 


Et -ell 
tlds 
2 


(15) 
{|argz| < 。 largt | < ry). 
又 15) 式 中 的 积分 路 线 可 取 为 从 :一 一 沁 出 发 , 沿 负 实 辅 下 
岸 到 | 上 一 一 1， 正 同 仁王 9 一 周 , 然 上 
于 是 有 


后 漂 上 岸 回 到 ぇ 一 so 的 国道 


Ge) ニ 项 |e me fe -td 


*B 十 1 
十 | et vemidi| 


在 第 一 个 积分 中 令 t= 二 e*, 在 第 :二 个 积分 中 


二 ee”, 变换 次 序 :得 
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(ez} = 1 Cream の di 一 | ez (C16) 
Tj _v 区 1 


|argz! < rm/2) ， 


吕 


A lf nn Siner em 
jo = 去 | cosCesing 9)d9 - je du (17) 


Clargz| < Tr/2), 
因为 sinCzsin8 一 vy 起 8 的 厨 函 数 , 对 于 (16) 式 中 第 一 项 积分 的 贡 
献 为 0. 
| 从 C5) 式 还 ! 证 以 推 得 Cz} 的 
另 .重要 积分 表达 式 : 令 甚 中 的 
1 一 ce“ 得 


| 
一 j,(z) = 二 | er “du (18) 


1 2ni 
- ーー Clargz| < 1/2), 
: 积分 路 线 如 图 27 所 示 . 
图 27 又 ;, 若 Re 计 一 1 ,四 利 用 约 
当 引 理 . 可 以 把 (13) 式 中 的 积分 路 线 变 形 为 平行 于 1 于 面 中 的 虚 
轴 的 直线 ,而 有 
_ /2 


i で r -1 
(te) = 3 去 el rt dr (19) 


一 


(Cr ORetv) ホー 1). 
7.5 整数 阶 册 塞 耳 国 数 ],(x})(n 一 0,1,2,"…) 


根 落 7.2 和 中 的 分 析 ,可 知 当 ”是 整数 时 ,Js 起 = 的 整 羡 
数 . 所 有 该 节 中 的 弟 推 关系 也 都 适用 于 jCz2， 

J.z) 的 生成 函数 ”在 上 节 民 5) 式 中 令 y= 二 n( 整 数 ), 则 内 被 积 
函数 成 为 单 但 的 ,积分 路 线 可 以 变形 为 正 向 绕 1=0 -局 的 任意 
个 围 道 , 而 有 
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1 


i | ,| ーー 
| Ea. Tl de n= 0 エコ. 土のう.(1) 
由 送 式 立 刻 看 出 了 .(z う 是 画 数 exp [びー たり 1 在 oi co 中 的 
党 浪 展 开 的 系数 , 即 


el すす SY pe. (2) 
充 方 的 歯 数 称 訪 Je) 的 生成 豆 帝 . 

(27 忒 是 以 塞 耳 图 数理 论 中 的 重要 公 武 . 风 它 可 以 推出 -系列 
展开 会 式 , 下 面 列举 其 中 的 儿 个 . 

住 (27 式 中 令 [二 je 利用 7.2 节 (8) 式 ,J_ ,xz) 二 (一 )"J, (2)， 


得 
ce (3) 
一 JAtg) 十 [J Ca)ine™ 十 .Cz)i "e "9] 
az 1 
= J Ca) 十 全) 本 (zke9 +4. es) 
r= ] 
= ile) + 2 DT Ceceosnd. 1) 
mm 1 
引进 闪 呈 
Er = 1 & 二 2 (アー 1 2 … う 。 (53 
3) 式 可 稀 写 力 
er 一 つう Te Ce cosng. {Hy 
由 (6) 式 , 比 六 西 押 前 京 部 和 和 虚 部 、 得 
roseCos な ) 一 うつ) 一 )7J Cr)cos2z の , (7】 
sintzcosg} 一 2 DC— an Calcos(2n 十 1)% (8 
n= 


在 (7) 式 中 令 9= ヶ /2, 得 
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1 一 や Je) = J。<) 十 2 Doe). (9) 


n= 


又 ,在 (2) 式 中 把 1 换 成 一 :, 有 
et ウー J Cr 

与 (2) 式 析 乗 得 ーー 
1 一 や je ぶ J (zx 一 ?8 


キー ニー の ーッ 出 二 一 on 


= 5 が 3 TC (<)- 


HF oF — 


比较 两 边 , 并 用 7.2 节 58) 式 ,得 
5S (2) 一 本 Ce) 十 2 ー 1, 10) 


网 一 — 


Si CT CT nes) = 0 (11) 


t= — 


CT. CJ mCe) 十 2 Ce) arn) =0. (12) 


m=1 


由 (10) 式 可 作出 下 列 重要 结 论 : 若 开 是 实数 , 则 


ED, Ca] ミー テ Gm = 1.2…)。 て 13) 


| 用 贝 塞 耳 函数 展开 (mm 为 正 整 数 ) 由 函数 e” 在 0 ご 
ae 中 的 洛 浪 展 开 易 见 
om 一 eid (14) 
念 テー が 1ー ジ ),。 得 
OD go Ll di 
* 2 | 而 ュー dt. 


设 上 si 把 (一 芋 )" 的 二 项 式 展开 代入 这 式 , 逐 项 求 微 商 ,得 
一 《一 | < Su ゆう tg 二 g タ ー1)1( 玉 十 2 タブ ョ トカ ー id 


ZL と イィ 其 1 
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(™ 20)™ や (2 tm せま の 


2 nl 


スィ 


ー 2)" > Cm 十 太一 1 十 22)| 。,(z)( 用 了 (1) 式 ). 


再 用 7. 2 节 (8) 式 ,得 
=- 3 (m+n— Ditmt 2n)] の) Gm 1). 


な 1 


(15) 
这 式 可 以 推广 到 m 不 是 整数 的 情形 ,只 要 把 其 中 的 Crm 十 n 一 1)1! 撞 
成 Tim 十 n2( 参 看 本 音 末 习题 201. 
加 法 公式 一 一 在 (2) 式 中 令 x 二 x 1-y, 得 


! ロー 


2 J CT Y= el! Ye? 


= や J Cr や JC = ぶ だ ぶ cri, ty), 
内 ーー テー a 
Jr 十 y) = 3 yD. (186) 
另 一 重要 的 加 法 公式 是 。 
J CR) 一 や Ft Cr Ye 


m= 一 


= Jotr Tetra) + 2 2 Ja の うど)cos の 。 (17) 
m=1 


基 中 玉 ニ パロ オ アー2。zacos6 馬 平面 上 任意 西 点 和 P 之 间 的 
距离 ;r, 和 zx, 分 别 表示 由 原点 〇 到 Pi 各 Pi 的 距离 ,9 是 和 


Ps 之 间 的 夹 舱 . 
这 公式 可 以 证 明 如 下 . 由 蛋 ) 式 有 
1 人 | 
JutRY = FF で 3 と dz. (18) 


> 
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が 十 が 一 2rrrscos の = (rem 一 ra)frme ツー r,), 


故 
Sa = Ve ne? — rd) 
_ 1 me -1 
一 六 (me アッ) PT ば ー £7 7) 
令 


代入 上 式 , 略 作 计 算 , 得 


Se + = っ | な で 取 


因此 ,利用 (2} 式 和 {1) 式 ,得 


CO ココ 『 
JR 二 eR da 
271 


a tt 
一 > | 


t= — 


) _」 
elu or ldu 


= aC— re 


m= 


DT Cr nr,)e™; 


mt 


在 最 后 一 步 中 用 了 1 7.2 著 (8 式 Te うく バー)"。() 以 朋 て 一 5) 
= (18) 式 ). 

公式 で 17) 在 ん 苔 8 是 般 雪 時 也 全 敵 成 立 ( 参 者 Watson 
(1944), $ 11.2。 p. 358 的 证 明 及 本 书 7.13 节 ). 

J, (<) 的 积分 表达 式 一 在 J,(z) 的 各 种 积分 表达 式 中 ,最 重 
要 的 和 最 基本 的 除了 上 面 (1) 式 的 围 遵 积分 表示 之 外 ,还 有 泊 松 表 
达 式 


(2/2)" 


Le) = 
ET 1/2 


| cos(zcost sin dg (19) 


は 
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和 上 贝 塞 耳 表 达 式 
(te) = 去 | cos (nd - zsing)dg (20) 


519 式 和 (20) 式 昂 然 分 别 是 7.4 节 (7) 式 和 了 7.4 节 (17) 式 的 
特殊 情形 . 你 ,520) 式 可 从 (19) 忒 导出 5 参 春 本 前 末 习 题 5). 

关于 本 C2) 的 不 等 式 . 对 于 = 的 任何 实数 值 或 复数 值 . 由 ],(z) 
的 级 数 表 达 式 (参看 7.2 节 (7)) 


il 


ー や (一 )* 1 | 2 。 
J tz) ~~ ロキ (21) 
得 
ie) | 計る ュー キー | を 
™ | 2 kitn 十 ま )1 12 
< Z| re 
油 此 ;当主 0 時 
1 を |" 「1 Hz] -11 テ = 」 
tse) | 二 = exp| 于 元 二 i 所 高 2 で (2Z) 
区 +* 用 类 似 的 推导 由 521) 式 得 
、 。 1」 を 1" 。 
Le = 二 这 1 二 の 、 (23) 
其 中 
1 IE 1 。 し [nl 2 
2| exp| 十 ri | 1 ミミ キィ epl rm 1 ( 2) 


上 面 这 两 个 不 等 式 在 讨论 用 贞 赛 耳 函 数 作 级 数 展开 时 有 一 定 


7.6 第 二 关 贝 塞 耳 函数 Y.(>) 


和 在 7.2 节 中 看 到 , 当 ， 林 是 整数 时 (zy 和 JJ-z7 足 贝 塞 耳 方 
程 的 两 个 线性 元 关 解 ,但 对 于 和 整数 及 谤 .tz) 和 J_.(z) 只 荆 一 常 
数 天子 (一 YY(7.2 节 (C8) 式 ), 因 此 ,需要 另 求 方程 的 第 二 解 . 这 样 
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的 解 可 以 用 2.5 节 赤 罗 比 尼斯 的 方法 来 求 , 像 以 前 在 处 理 超凡 何 
各 合流 超 几 何方 程 的 类 似 问 题 那样 , 直面 将 介绍 另 一 种 处 理 这 种 
问题 的 方法 ,这 方法 从 考虑 J.(z 和 ] (=) 的 线性 无 关 性 着 手 - 

由 Jz,(z) 所 满足 的 微分 方程 


d7 dl, : 2 
し 補 *ー テ トーo, 
di d] だ 
a トー テー 
分 列 乗 以 了 .. 生 , 相 減 , 得 
di dl di dJ-. 
-dl* de, Li dz | = ゅ 
或 
を ポー ルル.] = 二 常数 . (1) 


把 J+.tz) 的 级 数 表达 式 (7.2 节 (7)) 代 入 (1) 式 . 令 z->Db, 即 求 得 
《1)? 式 中 的 常数 为 2sinvwry/r. 因此 


jj レー 本 = 


这 说 明 当 抽 目 只 有 当 ”是 整数 时 ,J 和 J_, 才 是 线性 林 关 的 . 
现在 试 炒 工 和 本 ,的 一 个 线性 组 侣 
ダグ て を) = a te 十 (2), 
使 Z.(z) 在 vn 时 的 极限 Z,(z) 是 与 J,(z) 线 性 无 关 的 解 . 利用 (2) 
式 , 可 算出 2. 与 了 .和 了 本. 分别 组 成 的 朗 斯 基 行 列 式 


WZ ZZ = 6 ED 


Tt 


2s1mrT 
ne 


(2) 


W[Z, ニー。 Sn 


困 此 ,一 般 说 来 , 当 * 一 时 ,2Z, 与 J,( 或 ]_,) 是 线性 相关 的 ,除非 所 
有 取 的 a 各 含 因 子 Csinyr) -例如 

a= elv)/sinvm, b= Bl) /sinme Catn) Pen) 0). 
于 是 
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Zz) 一 [a Kxz) DC. 


sinvr 
要 (2) 在 yrn 时 有 意义 ,必须 
lim (atv)J,te) 十 PVDJ_(z)] = 0。 
即 
み (z う J (を ) + nd]_, (>) © 0. 
但 由 7.2 节 (8) 式 ,J -二 (一 )"J, 故 应 有 a 十 (一 "htn) 一 0. 最 
常用 的 一 种 标准 是 取 Btn) 一 一 1, 于 是 zz) ニ (一 )" gb) 二 cosvn， 
而 将 这 样 的 Z, 用 Y, 来 表示 


Yu) — Ot Tukey 一 Ce) (3) 


SINVT 
送 称 訪 第 二 美 内 牽 耳 画数. 送 画数 過 常 用 符号 NGz) 米 表示 . 名 
为 诺 埃 显 函 数 . 函数 Y.(z) 是 韦伯 , 希 累 夫 利 首先 引进 的 器 
現在 来 正明 , 当 >* ぇ 时 ,(3}) 式 右 方 的 极限 存在 并 满足 # 阶 帆 
赛 耳 方程. 由 C3) 式 有 
limY, C2) lim ーー ーー ーー 于 | 人 に が コー | 
在 7.2 节 中 已 经 征明 Ji,(z) 都 是 "的 整 洒 数 . 故 这 极限 存在 ,而 有 
1 9, I. 
rR Ar ab |,., 
在 证 明 Y.(z) 确 是 a 阶 贝 塞 耳 应 数 的 解 时 , 卡 要 是 应 注意 
jrv(z) 同 时 也 是 z 的 解析 尊 数 (在 相应 的 里 蜡 面 上 ) ,因此 对 yy 和 对 
* 求 微 曾 可 以 交换 次 序 . 详细 证 明 可 做 看 Watson (1944) , pp. 58 
一 59， 
Yets) 的 级 数 表示 -- -把 ],,(z) 的 级 数 表 这 式 (7.2 节 (7)) 代 
入 《④) 式 中 , 夏 接 計 算 , 得 
ー ま 一 1i 
Y, (2) 一 J], (eln 5 1 や Cn と 42 


ま ー ロ 


Yte) = (4】 


| 到 


DD Watson (1944), pp. 63~—64; 叉 同志 83.F8、p、 70 由 PT1C8) 式 。 
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1 ご (一 )* | ln 
x 2 ， 
(r= 0,1,2, |argz| < mn), (5) 


其 中 x) 一 (2) Tz); 当 二 0 时 ,去 掉 第 二 项 有 限 和 . 
由 (⑤5) 式 看 出 , 当 = 一 9 时 


Yt ~ mn う Yt ーー 


Cn | | Gs DO 


根据 YJz) 的 定 玉 (3), 由 7.2 帯 (9).(10) 両 式 , 可 以 征 明 
Y.(z) 也 潢 号 该 两 式 , 因 此 所 有 关于 J.(z) 的 递 推 关 系 (7,2 节 (13) 
和 04) 两 式 是 基本 的 ) 都 到 用 于 YY,tz). 区 因 所 有 递 堆 关系 中 的 项 
都 是 * 的 连续 函数 , 故 这 结论 也 适用 于 v 等 十 怎 数 ”的 情形 . 为 了 
引用 方 俩 ,下 面 给 出 这 些 关 系 : 


2) = 20 1， 《7 了 7) 
2,) =— z ‘2,,, (8) 
ーー キク グー ュー 2 (9) 
ZZ = 2 グ の, (10) 


其 中 ZCz) 代 表 ](z) 或 者 Y」(z). 
柱 函 数 一 一 满足 递 推 关系 (9) 和 (10} (或 者 等 价 的 (<7) 和 (C8)) 
的 耳 数 称 为 柱 函 数 , 用 Z.(z) 表 示 . 柱 函 数 2,Cz) 必 满足 由 塞 耳 方 


程 ,证 明 如 下 . 出 (9) 和 (10) 消 去 Z., 4: 得 ZZ 十 二 2. 一 2. 1. 求 微 商 ， 


得 ダー テグ. < バーク .由 (9) 和 410) 消 去 Z, .然后 把 所 得 结 


bt 


果 中 的 y 换 成 v-.1, 得 2. 二 “一 :2,1 一 21_,. 从 这 二 个 方程 消 


Zi 和 2Z'_,, 即 见 Z, 满足 贝 塞 下 方程 . 因此 
Ze 一 a ta) bY, (Cz), (11) 
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其 中 心 和 所 与 无关. 但 咱 以 是 "的 邱 数 ， 
叉 可 誕 明 。 袋 性 引合 zaJte テ 一 Yu(z) 坊 柱 画 表 ( 即 満足 〈9), 


0) 柄 式 ) 的 先 要 条件 量 
dO a あー なっ. (12) 


7.7 第 三 类 贝 塞 耳 函 数 ( 汉 克 耳 (Hankel) 函 数 )H; (x),H,” (2) 


第 三 类 贝 塞 耳 函 数 的 定义 是 
Ht = tz) + iY, Ce), (1 
HC = TGC) 一 iY.(z)」 (2) 
H(z) ,H(z) 叉 分 别称 为 第 一 种 和 第 二 种 汉 克 耳 (Hankel) 了 芳 
数 . 由 于 Js) 和 Y,Cz) 基 线性 无 甘 的 解 , 故 He) 和 HTC> ) 也 加 
此 ,而 且 这 在 v 一 nC 整数 ) 时 也 乱 对 的 . 换言之 ,不 论 ” 之 值 为 何 ， 
于 (zy YsD H(z) H(z) 中 的 任意 两 个 都 是 由 寨 耳 方程 的 线 
性 无 关 解 . 故 可 以 作为 基本 解 . 
由 于 Jitz) 和 Y(z) 都 满足 上 节 递 推 基 系 577 一 (10)， 故 
HH (2 和 HH cz) 也 游 吓 这 些 递 推 甘 系 . 
注意 , 当 v 一 nn 一 0,1,2.……) 时 ,Htz) 和 H(z) 在 z 一 0 点 
具有 与 Y.(z} 相 同 的 奇 辟 性 C 上 节 (6) 式 )， 
积分 表示 -- 一 汉 宛 丁 函 数 H(z) 的 积分 表示 可 以 人 恨 据 定义 
中 和 上 节 C3) 式 从 工 和 和 J 了 ,的 积分 表示 得 到 如 下 : 由 7.4 节 (9) 
式 , 把 积分 路 线 (7. 4 节 图 24} 变 形 为 图 28 的 闭 道 ,其 中 友 出 与 实 
萌 乎 行 的 部 分 移 到 无 穷 远 处 ,因而 对 积分 的 贡献 趋 于 0, 得 


ャ ュー 


TFC(1/2 一 2) リリ j 四 
jz 一 一 一 一 一 一 一 | 一 er — 1 ?di 
vn 2ni | 5 | (J 
tl -3} . 
+ | ー Dd , (③) 
1 1 er ! 


其 中 在 点 arg(f 一 1)==0,Re(z) 汪 0. 同样 ,由 7,4 节 (10) 式 ,把 
积分 路 线 空 形 为 图 29 的 围 道 ,得 
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ょ 平面 
:平面 
Q ポー 
图 路 23 
2 一 vf rlt? 
本 (Re FG/2 2 2 | | EPC だ 一 ta 
TL ltt 
ュ -Try 
二 ee et — Dvdr , Cd) 
—1+1c” 


其 中 Re (Cz) >0, 在 PP 点 arg 一 1) 一 ,而 在 第 二 个 积分 中 记 
arg( デ ー1) 増 加 2r ,使 它 在 入 点 为 0. 
根据 (1) 式 和 上 节 (3) 式 ,有 


1 


HY (Ge = re Js) — J.)]. (5) 
把 C3);t4) 代 入 (5) ,得 
a FTC1/2ー ラ ナァ 1 jo ユエ 
He) = 2 中 。 
, (を) ンー ai 2 , ,i {4 1) 中 (6) 


其 中 在 出 发 点 1 十 ie2 ,argtfi 一 1) 一 一 x,Re(z) 半 0,v 十 1/2 闻 正 整 
数 . 
燃 似 地 ,可 由 52)? 式 得 
HCC) 一 


rl”)? ー J_,(z)], 《了 


然后 把 (340) 代 人 , 求 得 二 Cz) 的 积分 表达 式 . 不 过 更 简单 些 是 
从 41) (2) 両 式 中 消去 Y.(z) ,得 


ju の = [HY GE) + HE GT. (8 
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于 是 ,由 (3} 和 (6) 立 见 
呈す (1/2 ー を <1} Ir Ce 
HG) = ーー 2 | ue 人 1) dr, (9) 


其 中 在 出 发 点 一 1 十 i22 ,arg(f 一 1) 一 x,Re(tz)>9,v 十 1/2 关 正 整 


数 . 


Y.Ce) = 斉 HEPoe 二 Heze) (10) 


由 此 可 以 利用 C6), (C9) 两 式 求 得 站 ,Cz) 的 积分 表示 ， 

当 ァ 十 1/2 为 正 整数 时 ,由 于 TIL72 一 忆 为 无 穿 大 ,而 (一 
1 是 单 值 解析 函数 ,(6) 式 右 方 为 不 定式 - 为 了 计算 这 个 不 定 
式 : 先 来 一 般 了 地 讨论 ReGe+TL723220 的 情形 . 这 时 , 绕 + 二 1 的 圆圈 
的 积分 之 值 随 :~*1 而 趋 于 0, 夏 


+ 
| "(だ ーー 1 一 上 人 


lH 


1 
ーー の ーー ee] el ーー 2127° -1d 
lt 


， .TK 1 六 加 
一 2isin| 一 一 | で て ュー yd, 
2 『 11 uo 


其 中 一 x/2<Carg(1 一 どう 0. 因 此 ゞ 


1 ーー 2 -zf ED pl 
HL の “rT yl 2 | | : dd, 


(1) 
其 中 一 x/2<arg(1 ユ 一 どう 0,Re(s う 0,Rey 十 1/2 う 王 0- 
如 此 ッ ー 十 一 ぅ な ニー けり 1 +8: its] {11) 式 给 出 


nt pl 
1 1 ・ = ュ 


[其 看 Watson (1944),p. 170. 6.14; 访 处 遗 源 因 了 于 2. 
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(Recs) > 0). 
类 似 地 可 得 


ed 一 ord 3) 


如果 一 rx/2 十 wargs て ィ r/2 十 w lol<r2, 则 只 要 仿 7.4 节 
《107 式 后 面 一 段 所 说 的 办 法 ,把 上 面相 关公 式 中 的 积分 围 道 整个 
绕 上 0 转 ( 一 由 0) 草 即 可 . 

汉 克 耳 函 数 的 男 一 种 重要 的 积分 表达 式 C 下 面 Q4) 和 (015)) 可 
以 从 7.4 节 (1 人 式 得 到 .把 这 式 代入 (5) 式 中 ,得 


HG) = i | | rme] 


sinvn | 27 


ーー 1 * TL | 
去 | で dg 


| she—stet Dd 
て 说 


sn owas, 


て J 


> 


Ll 
| で ILrmrn9 一 の ト dg 
一 本 


一 | ln 十 em nde. 
在 右 方 第 一 个 积分 中 把 0 十 换 为 一 9, 在 第 二 个 积分 中 把 8 换 鸭 x 
一 中 然后 与 前 式 的 第 二 个 积分 合并 ,得 
{e Erm D [eerndg. 


令 8 二 7 十 二 :代入 上 面 H kz) 的 表达 式 .并 在 第 二 个 积分 中 令 一 
# 十 riy 在 第 四 个 积分 中 把 zx 换 焉 一 上 ,得 


mn 上 m 
H(t) = 去 {| +| 十 | ed 
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っ 上 mm i 
一 二 | ede | lergsi < , (14) 


Ti 


积分 路 线 如 名 39 所 示 . 
: 平面 


の 
較 39 


类 仆 地 可 以 得 到 HH, (z) 的 这 种 积分 表达 式 , 其 结果 是 把 (14) 
式 中 明显 出 现 的 i 换 成 一 区 这 不 包括 复 变数 = 中 的 1) : 


HC ) = ー ユ Te sshy wz | |argz | < 一 2 | x 15 
从 公式 号 2 和 (15) 还 可 以 推出 其 他 一 些 积 分 表达 式 ;参看 本 
章 末 习题 42,43. 


汉 克 耳 芳 数 与 惠 素 克 函数 的 关系 . 在 (6) 式 的 积分 中 把 ; 换 
成 s 十 1; 有 


1) 」 IT | 1 
| eC 1 zdi = ed es 5 十 2 ds, 


1+ mk 


其 中 一 3x/2<Cargs<Cr/2.arg(s 十 2) -0 一 0. 再発 x 一 =e "Ps 上 式 
右 方 化 为 


mF 
一 es (EE UE 村 E 


ュー 1 


du. 


加 
om 


| 
其 中 c=args、|e] < ご rn/2 一 Tz 十 a<Cargt 一 4) Cm 十 g。arg(1 一 gg/ 
2 に 。 テ 0. 在 |z| 达 x/2 的 条 件 下 ,可 令 整 个 积分 围 道 绕 w= 一 0 转 
(一 e) 角 而 不 收 上 这 积分 值 (会 看 3.1 节 (2} 式 后 面 的 论证 ). 因此 上 


式 等 丁 


1 


x ャ ーー ロー1 "さよ た ror ュー17 8 
| | | du 


2 に 
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fz a 
二 已 {3 i) [对 | FC テー We 《2e を ) 
(larg( 一 wl < rn), 
[和 参看 6.5 节 (3) 式 ), 开 有 
HO (es) = Ee) W, (2e-"2z) 16) 
TI 
类 似 地 可 得 

Hz) = el Et) W。.(2e"2z ). 17) 


这 两 个 关系 式 是 在 largz | 之 x/2 的 条 件 下 得 到 的 ,但 因 右 六 的 惠 
泰克 函数 分 别 在 |arg Ce*"?z)|< 之 3x/2 中 有 意义 ,故人 16) 式 可 以 作 
为 tz) 在 ~-- x 之 argz 之 2x 中 的 解析 开拓 ,而 (17? 式 叮 以 作为 
Htz) 在 一 2r<atgz<r 中 的 解析 开 折 . 

由 于 在 6.6 节 中 已 经 求 得 了 当 |z1 习 oo 时 惠 夺 克也 数 的 渐 近 
展开 , 故 416), 417) 两 式 可 用 来 得 和 到 有 由 塞 征 画 数 在 |z! 一 o 近 时 的 新 
近 展 开 ( 乱 看 7.10 节 )》. 


7.8 变型 (或 虚 宗 量 ;) 贝 塞 耳 函 数 1,(z) 和 KK. (xz), 汤姆 孙 
(homson) 函 数 ber(z),beiL(z) 等 


常常 在 一 些 边 值 问题 中 出 现下 列 微 分 方程 


2 1 ds 


十 二 一 1 一 把 jy 一 0， 1) 


+ dr 4 
其 由 了 是 实数 . 令 一 这 ,方程 人 1) 即 化 为 >“ 阶 贝 党 耳 方 程 , 疝 此 , 当 
“小 是 整数 时 ,方程 (1) 的 葬 个 线性 无 关 解 是 Jr)， 
为 了 使 在 v= 二 x 整数 ) 时 ,方程 届 ) 的 解 全 实数 ,3 引进 一 个 新 的 
画 数 1.Cz) ,和 你 为 第 一 类 变型 (或 虚 宗 量 ) 贝 塞 耳 函数 ， 
le の eeem の (一 rargz<drA2]， 


LI.(z) 一 < (2) 
[ermi],(ze m2) (A/2 < argz < rn), 


| 
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加 “sn 1 1 | 2 
= る mer ちり (3) 
L(z) 满 是 的 方程 
dd 1d | 2 
1 ラリ ッ ー0 (4) 
称 为 虚 宗 量 贝 塞 耳 方程 . 


如 果 + 不 等 十 粮 数 , 则 1,(z) 是 方程 (4) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 
而 在 "一 “整数 ) 时 .由 关系 Jr) 一 (一 )"J- ,tz)(7.2 节 C8) 式 ) 及 
定 六 (27? 严 网 
Cs) = T(z), (5) 
这 时 , 须 另 求 方程 (4) 的 第 ^ 解 . 
伪 茹 ?.6 季 的 作法 , 令 


长 ,fs 一 soya zy 一 IL(z) (5) 
当 v 了 nn 时 ,K,(z) 灵 然 旺 与 1(z) 线 性 无 关 的 第 二 和解 ,和 你 为 第 二 类 
变型 贝 塞 耳 函 数 . 
出 7 7.7 节 (5), (7) 跑 式 得 
E (tz) 一 ーー 1 em 让 下 《之 em 3 ーー ニー De HE Ce my C7) 


证 见 对 于 5 的 任何 值 ,包括 4 二 nn,K,(z) 者 是 与 L(x) 线 性 无 美的 第 
二 解 5( 和 参看 7.7 节 (2 武之 后 )， 
交 , 由 7.7 节 (16) 式 得 到 -- 个 很 简单 的 关系 式 


K.(z) = EW ta 《8) 
9 そ 
当 ーー ョ (カー0.1、 2 时 ， 由 (7) 式 和 7.7 节 届 ) 式 有 
K, (2) = ラド em (ee) ct iY,(rze" 2) ， (9) 
利用 7.6 MM 
K.( の = ニー る 三 ], ‘ee™tyln 3 
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— me や t Cn 万 Di と a 
x 二 = 自 严 1 | 
ts SN ーー 
x 2 Tk 1 [gz 十 二 十 1) 
之 | 于 
test v3) | 
= 3 (ーー 
1 re 
Lm ~ 
ーー re 
im 2 の 4 す D 
1 | [Ed 
594+D 下 co) 


其 中 |argz | 之 x: 当 w= 二 0 时, 去掉 第 -项 有 限 和 . 由 此 看 出 = 一 0 是 
玉 , Cz) 的 人 研 点 ,奇异 性 与 MM 6 节 (6) 式 ) 
wD 


K(xz) ~- ln- 3+ Klz) ~ 


LDL Cz) 间 在 = 二 上 点 是 解析 的 . 

汤姆 孙 ( 即 开 耳 芬 (Kelvin)) 济 数 . 这 种 卫 数 实际 上 上 大宗 基 
的 策 角 为 士 r/4 或 者 士 3x/4 的 凡 骞 耳 九 数 . 

汤姆 孙 在 解决 其 些 所 学 问题 时 引进 了 消 数 ber (zx) 和 beilx)， 
它们 分 别 是 变型 贝 塞 耳 消 数 IL!z vi |1 的 实 部 和 二 部 (x 为 实 
数 ), 即 

ber(x) + ibeiCr) = Lr Y= Tal エコ. (2) 
其 中 berCz) 和 heitz) 是 实 变 数 r 的 案 落 敷 . 这 两 个 消 数 的 级 数 直 
达 式 分 别 是 
1 」 エリ 1 jx 


+ 
(iz) = ty 
bertr) 1 2r > | C4 2 | 


| gw テ DD. a 


8 


《 13) 
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人 


beicr) = RE - yl | a | 了 | 
(14) 
上 述 定义 的 推广 是 
ber,(z) + iber,(z) = Cetm), (15) 


此 外 还 有 crtz),keifzyyhertzyvhebtz) 等 库 数 ,它们 的 定 
疼 是 


ker,(z) + ikei (tz) = eK, Cet), (16) 
her) 十 ihei(z) — Hizem), 1?) 
her, Cz) — ihei, Cz) = HS te の . 18) 
由 頭 敷 Ke) 与 HU(e) 和 HO の (e) 的 医 系 式 ⑦) 可 以 挫 符 
ker (zy ーー he (2). kei(s) 一 Fher.(a). <19) 


所 有 以 上 新 引进 的 这 些 函 数 , 在 > 是 实数 ,= 是 正 实数 (argz 一 
05, 都 呈 実数 . 


7.9 球 具 塞 耳 画数 Cz) ns) hI (ze),h;" (2) 
球 贝 塞 本 两 数 是 方程 (7.1 节 (3) 式 ) 


dy 2d Ld ， 
六 十 这 Sa | し ー ル =o (1) 


ds* de 
的 解 , 具 中 ! 通常 等 于 D,1;,2,…, 但 下 面 不 作 此 限制 ， 
在 7.1 节 中 已 经 看 到 , 昔 令 cz) 一 = 2 人 zz 则 zz) 满 是 2 十 
172 阶 册 塞 征 方程 


de 1de -UL 
et ド 0. (2) 


固 此 . 方 程 ロ 的 解 可以 用 十 1/2 阶 喘 塞 1 渭 数 表 坟 (用 小 写字 和 母 
表示 方 揚 く 1) 的 和解), 在 物理 学 中 現今 常用 的 种 定 交 和 符号 是 


- Tt 
tz) — Ee), (3) 
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ni(z) 一 EL, (4) 
hiD(g) 一 VE HI (2). (5) 
hi の (e) 一 JH (6) 


其 中 i 是 任意 的 . 也 有 用 下 列 符号 的 : 由 (z) 二 (2) (z= 


hi Ce), 
若 以 w 表 示 jm 9 ,hs 中 的 任何 -一 个 , 则 从 页 赛 
递 推 美 系 (7.7 季 (9). C106)) 可 推出 下 列 基本 递 推 甘 系 ， 


『 
Wri gi エー あ , 


th 1 


当 /为 可 数 时 ,球员 塞 本 丽 数 可 用 初等 数 天 未 (7 
如 ,由 7.3 FuK2 和 (3) 有 


一 她 十 1 和 一 (22 十 1 


jz) 一 一 ]_-i(g) 一 ， 
た 
、 | di sing 
(を ) 一 zl -一 本 网 ーー i 这 21) 
区 ,由 7.6 节 (3) 式 可 推出 
て を) 一 


耳 函 数 的 


(7) 


(8 


3 や ). 例 


由 了 (sz) 与 JCz)? 却 Y(z) 的 美 系 (7.7 节 人 4) 02) 有 


hi Cz) 一 jz) + ini(z), 
he {を ) 一 tz) 
文 两 式 在 ! 不 是 整数 时 也 成 立 - ) 特 殊 地 , 有 


し) 
he Cz) 一 = 一， 


一 inifz)。 


hi の Ce) 一 二 
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7.10 渐 近 展开 ,jiz| 一 一 的 情形 


在 7.7 节 中 已 经 找到 了 汉 克 耳 函 数 和 囊 泰 克 函 数 间 的 关系 
〈 该 节 (167 和 (17)) 


HY C2) = eT Wo C2e nzz)， 01) 
页 之 
H(zs) = Ve FF) Wo,(2e" 2). (2) 


因此 ,可 以 利用 囊 杰 克 函 数 的 渐 近 展开 式 (6.6 节 (2)) 得 到 


ーー 


ーー 
111 让 1/2 2 一 由 
He ~ ee + | 


1 
i 1 中 
し 2 ゴ nt2Zlz) 


(AT), (3 
i 2 -|:- 衬 -=] レー (172 十 区。(C172 一 の ] 
Hte) 2 EE [1+ 2 ) nl ie) 


(一 2r ag < Ax), (4) 
由 此 .和 用 7.7 节 (8) 式 和 和 (5102? 式 ,分 别 得 


1 さい バー)"(y、27 ) 
1 2 (Zr 


2 - 
! Pm 
Tr の ー EE cesl 2 


m= 


VT TI 十 “| 5 
2 4| 之 | (2s) ダ 2 


(ー Tt. 


2ー ,i 1 さく (一 )"P。2) 
Ya 一 /三 sin| > 人 | >) 一 
に 1 


2 4 (2 


rT Tie Cr 2 一 1) ， 
2 1 のみ (Ze | 《67 


(A 
其 中 Cy,p) 尽 常用 的 一 种 符 革 , 它 的 定义 旺 


十 COS| を 
【 
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(nO)= 1， 
p= (2 一 LE 上 の 。 CH な トー の 
ar 1114 ゲ ー3)…(4 デ ー(2 み 一 1 
2 の カ 1 
(カー ly 
(7) 
注意 
の ゆあ) = (— vp). (8) 


由 (5) 式 看 到 ,如 果 sn 十 三 《 半 奇 数 ), 风 级 数 中 断 成 为 有 限 
和 ;得 到 的 正 是 7.3 节 (5) 趟 ,因为 


i 2 | = Te 士 2w 士 1]) ー ー (r+ 2m)! 
| 2 | Com}1D tn ーー の + 1) (amin 一 2m)1" 


(rn 十 2rmz 十 1)! 
(am FIR om LT 

对 于 "一 一 "一 到 的 情形 ,也 可 以 由 (5) 式 得 到 7. 3 节 (6) 式 ， 
只 要 注意 (8) 式 的 美 系 . 

可 得 到 硅 其 他 辐 衣 范围 内 ;例如 0<argz 二 2n, 风 赛 耳 随 数 
J,(z) 的 渐 近 展开 式 , 可 利用 7.2 节 (18) 式 ,于 是 有 

(z= e"J,tee 二 
2 0,2m) 
® [ce テー 2 「 4 | (2 


・ mt= 


| 二 二 ,2 十 二 = 


(9}) 


ーー PCD。2 が か トコ) 
(2e yn 二 ] 
{0 < argz で 2). 
任 5) 式 和 (@⑲) 式 都 成立 的 区 域 0 ご argz ご x 内 ,两 个 式 子 表面 
上 不 一 致 的 现象 称 为 斯 托 克 斯 现象 (参看 6-8 节 关 于 这 种 现象 的 
讨论 ). 
又 ,由 ?7,.8 节 (7) 式 ,或 者 直接 由 该 节 (8) 式 ,可 得 第 二 类 变型 


1 zt 。 第] ご 
一 sin を + な トナ テテ | 


= 
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见 赛 耳 函 数 ,Cz) 的 渐 近 展开 式 


Ee yt n) ， 
KG の 一 7 中 の (largs, < 3z/2) (10) 


而 利 几 关系 LL(z) 二 e™ sp Cee 和 Ltz う 一 e の TLtge の の 可以 分 
别 得 到 


{ 


= (— Cyn) に 


「 (yr) 
L テリ 
(*) ~ を シー っ ゆう er (11) 
て 一 NAD < atgz で 32 ) 
“ こ Cty) で lm こ (CVn) 
Le ~ — 
.fs ーー oy oe 12) 


《一 3n/2 < argz < nA/2). 
其 他 类 型 的 由 塞 耳 两 数 (例如 7.8 节 的 汤姆 外 靖 数 ,7.9 节能 
球 四 塞 耳 函 数 等 的 渐 近 展开 式 都 可 以 根据 各 该 函数 约定 义 , 从 .于 
面 那些 基本 洒 近 并 开 公式 推 得 .不 一 一 列举 . 


7.11 最 陸 ト 下降 法 


为 了 下 一 - 节 求 v 阶 页 赛 耳 隧 数 在 |xi 和 |z| 者 很 大 时 的 渐 近 展 

开 , 现 在 来 扼要 地 介绍 一 个 求 半 近 展开 的 重要 方法 一 一 最 际 下降 
要 展开 的 靖 数 具有 下 列 积 分 表达 式 : 

Ce) 一 [enoea, (1) 


其 中 EC 和 六 (是 在 -- 定 区 域 中 的 复 变 数 上 的 解析 顶 数 ， 

当 ztygC) ,有 0) 部 是 实数 时 ,如 果 二 (0 住 积 分 区 问 [ab 中 
的 某 -点 加 有 : 极 大 值 ,网 在 > 一 十 o 时 , 师 数 expf1zpatti 在 点 
有 -个 很 陆 峭 的 极 太 值 . 在 这 种 情形 个 .只 昌 go 的 变化 不 与 
expis み (⑫ う 1 的 相 匹 (は ) 式 前 撤 分 代入 可能 主要 是 由 子 存 。 点 附近 
一 段 的 贡献 ,因而 林 取 这 - 段 的 积分 值 作为 Fr) 在 一寸 遇 的 
近似 . 当然 ,严格 的 理论 必须 对 这 一 近 伏 的 误差 作出 估计 . 
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当 疡 (是 复 变 畏 数 时 ,情形 要 复杂 得 多 . 因为 ,首先 ,决定 
exp{zAtf)) 的 大 小 的 函数 Re[zh (1)] 一 个 解析 函数 的 实 部 
一 一 没有 极 大 值 . 其 次 ,exp {iIm[zh(2)]} 当 |zx| 很 大 时 是 -个 振动 
极 快 的 函数 ;因此 ,一 般 很 难 像 前 述 实 数 情 形 那 样 求 积分 的 近似 ， 
下 面 来 讨论 解决 这 些 问题 的 方法 . 在 讨论 中 将 假定 > 是 正 实数 , 因 
为 如 果 * 是 党 数 |z|le*,p 二 argz. 可 以 把 e* 并 到 (中 去 ， 

根据 科 希 定理 :可 以 改变 (1) 式 积分 的 路 线 ,使 它 通 过 天 (的 
零点 所 .并 使 在 路 线 上 

tmprptki] = Im ], (2) 

即 江 积分 路 线 (中 的 虚 部 保持 不 变 , 至 少 在 通过 点 的 附近 小 
段 上 是 如 此 . 

方程 (2 所 表示 的 网线 具有 下 列 两 个 重要 性 质 : (i) 沿 着 这 曲 
线 ,Im[A()] 一 常数 , 故 expfiIim[zA(1)]} 不 再 是 一 个 振动 的 函数 ， 
Gi) 由 于 有 (0 是 一 个 解析 函数 ;|| 二 va 十 可 在 这 曲线 上 的 
每 一 点 邦 有 确定 值 . 其 中 丸和 分别 代 表 5 避 的 实 部 机 卉 部 澡 任 
意 方 向 ,的 方向 微 商 .既然 当 : 沿 着 这 曲线 变化 时 Tm[a 0 ] 之 省 
不 变 , 故 z= 一 0 而 xz 最 大 , 即 Reac)j 之 值 沿 着 这 曲线 的 变化 .与 
在 回 一 点 其 他 方 辐 上 的 变化 相 比 是 最 快 的 .因此 曲线 (2) 称 为 最 陡 
路 径 ， 

-- 般 ,通过 产 ( 的 专 点 并 满足 条 件 (2? 的 曲线 (最 陡 路 径 ) 
不 止 一 茶 ,而 最 少 是 蝴 条 ( 见 让), 作为 积分 路 线 , 须 选 其 中 这 样 的 
一 条 : Reiht7)] 之 值 在 i 的 两 边 剖 是 上 下降 的 ;这 样 的 路 线 称 为 最 
陡 下 降 路 径 . 于 足 . 当 上 沿 着 最 栈 丰 降 路 径 变 化 时 , 芳 z= 十 于 , 则 
exp(Re zh 站 在 所 点 有 一 个 很 陡 上 峭 的 极 大 伸 , 而 可 以 按照 新 述 
实数 情形 那样 求人 61) 式 的 积分 在 = 很 大 时 的 和 近似， 

以 で 表示 最 陸 下 降 路 除 . 如果 で 的 端点 是 。 和 ぁ . 面 且 奉 (' 与 
原来 的 积分 路 级 之 图 没有 被 机 图 数 的 坷 总, 则 

(>) 一 | gevodr. (3) 
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把 #6 在 (的 才 点 附近 展开 
ht) = h(n 十 な 7 to 十 (4) 
人 が a arg C2 ,并 没 a= | | 关 0, 则 按 (2) 
式 , 在 ぉ 附近 的 最 陸 路 入 上 有 
「 あ "(お ) 
2 
使う (5) 式 成 为 


Im 


Gt “|=0. (5) 


Im 和 exe 十 “|= ラグ sin(2 の 十 5) +- Ot) = 9. 
故 最 陡 路 径 在 通过 点 时 的 方向 8 满足 方程 
sint28 -+ 8) = 0, 6) 
即 
2 + 如 nmT = 0,」1.2、3). (7) 
央 王 有 两 条 最 陡 路 径 ， - 条 デー0 バ 和 = 一 2) 相 应 , 另 一 茶 与 天 一 
( 和 天 一 3) 相 应. 
在 最 陡 路 径 上 
な プー あせ うー Relht)y — hit,) | 


一 の cos(29 十 + Op, (8) 
敵 最 陸 下降 路 社 C 忌 rー1( 条 ヵ nー39 的 孝一 第 ; 在 で 上 
な の 一 Ct) 一 RelA( の 一)] ニー が OD. (9) 


把 这 结果 代入 (3) 臣 , 取 * 点 附近 的 一 小 段 Ce 的 积分 值 作 
为 近似 ,得 
a | ge YO $e ldipe’) 


_- に uw 2 , a ， 
| er | C a dp ーー | [に de: 
J dE H 


ーー ptt, eu | 


a 
一 ge Ta | e sfdp ce 0), 
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> 


"ae 一 | 「 一 | do (A>0), 


uy 


| ae = 1 /* 《用 3.8 节 (9) 式 ) 


| で “do— ユエ ーー| “a zd 


去 | -二 _- Es 
> て は 一 oe 


最 后 的 一 个 积分 值 e-“ ,2X 随 s 的 增 大 而 很 决 地 下 降 , 故 


し 
fF) ~ (Erde (10Y 


公式 (10) 的 推导 是 比较 粗略 欧 ; 因 为 在 计算 中 忽略 了 基 陡 下 
隆 路 径 C 的 其 他 部 分 对 积分 (3) 的 贡献 . 此 外 .被 各 函数 也 取 了 近 
似 信 : 在 指数 員 数 上 略 よ 了 OC) 的 项 ,而 本 于 gg 内 取 了 它 在 i 
点 附近 的 展开 式 的 天 一 项 gs)( 恨 定 不 等 子 90) 
时 得 刘 精 三 的 近似 并 求 出 渐 近 展开 式 . 可 令 
T= h(i) ーー あの) 


"Ct,) 2 h(to) 3 
| 7ー な 9 上 ー デ ジロー な) トー トド 11) 
代入 (3) 式 ,得 
f(x) = ene eg la) ar. (12) 
。 dz 


其 中 zy 忆 利用 1.4 守 (9) 一 一 拉 格 朗 口 展开 公式 一 一 从 (11) 
式 的 级 数 求 芭 演 得 到 .至 上 (12) 式 中 的 积分 则 常常 可 以 从 1.9 广 
的 瓦特 体 引 理 中 求 渐 近 展开 的 会 式 算 出 .具体 计算 可 参看 下 一 节 ， 

如果 ーー 
0, 则 (6) 式 变 为 


sin Cmep 十 如) 一 り 。 C13) 
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市 有 
7 有 十 用 一 Pr， = 9.1.2 rm A -- 1. (14) 
最 陡 路 径 :共有 x 条 . 其 中 王 ぉ ーー1.3,… 相 記 前 星 最 陸 下 降 路 径 : 
在 最 陸 下降 路 科 上 
ht — f= Rel het) 一 下 Cn 


om | Op 1 ). 153 
mi 


7.12 2 阶 贝 塞 苷 函数 在 "| 和 |*| 都 很 大 时 的 渐 近 展开 
当 z 向 定 而 lz 很 太 时 ,jz 的 前 和 近 避 开 式 很 容易 从 它 的 级 数 


表 过 式 57.2 和 (7)) 求 出 :应 用 3.21 节 55) 帆 马 因数 的 渐 近 展 

开 式 ,由 得 

tz) 一 exp 1 | rin 2 リー っ! lnr | 已 | " + 十 …| 
(.) 


其 中 ロー 1/ 2. 

在 ly 和 |z| 辐 时 部 很 大 时 , 求 渐 近 殿 开 式 要 复杂 和 内 难 一 些 . 
士 字 所 进 的 最 陡 下 降 法 虹 钼 理 这 个 问题 的 比较 有 力 的 方法 ， 
首先 , 提 珊 赛 陡峭 数 适 于 应 用 最 陆 下 降 法 的 灯 分 表达 式 ,市 
HC) 等 
男 数 可 用 上 下列 形式 的 围 道 积分 表达 ， 


| で の dr. 
内 


由 于 现在 要 研究 z 与 vy 同时 很 大 的 情形 .以 今 x<= 二 24;4 为 常数 ， 
上 式 成 为 


| em" 了 イー “de, {9) 
送 正 量 所 雪 的 表 送 式 《 上 芝 d) 式 ). 
其 次 足 研 究 扎 (20 式 积 分 相关 的 最 陡 王 降 路 径 ,看 是 下 有 适宜 
于 用 来 求 当 一- 时 的 泗 近 展开 的 路 径 . 下 而 将 详细 讨论 :和 zz 都 


376 特殊 函数 概论 17,12] 


是 正 实数 的 情形 ;把 x 写 为 x. 
先 求 靖 数 4shz 一 』 的 逗留 值 ;to 基 方 程 
Dshz 二 一 Acehe 一 1 一 


的 根 , 即 


sech ら テ メー ニー (3) 


需要 区 别 :ju 敬 1 三 种 情形 来 讨论 . 
て r/p< で 1 在 这 种 情形 下 存在 正 数 a 使 
sech g = テア ル 、 (4) 
因此 
而 二 十 29M (n= 0, 十 1], 土 2,.), 5) 
只 需 睹 考虑 通过 钙 一 十 这 了 两 点 的 最 卫 下 距 路 径 ,因为 对 于 
其 他 的 逗留 点 ,只 不 过 是 把 整个 这 伴 的 路 径 语 平行 于 * 上 平面 的 虚 
轴 方 向 平移 2nzx 的 上 申 山 叮 已 ， 
根据 最 陡 路 径 的 条 件 ( 上 节 (2)? 式 ) ,注意 ec 是 实数 ,在 
Im sech ashz 一 上 |] 一 JmlLsecheashfz 二 al 于 az] 一 0， (6) 
今 メ デ ッ ーiprg 机 vw 是 实 窒 数 ,(6) 式 
成 为 
ha sin セー- grhg 王 0。 (7) 
因此 ,最 陡 路 径 的 方程 是 v 一 0C 安 
轴 ) 或 者 


ch g 一 


vche 
Sinvw 
方程 (8) 所 代表 的 曲线 对 wv 轴 都 

国人 中 对 称 的 , 当 由 0 变 到 x 时 必 的 
正信 由 a 单调 卉 增加 到 …, 因 为 这 时 du/dvーch a cos w(tan ゃ 一 
v0) /sh g sino 近 0j 敵 送 曲 迷 的 国 形 大 致 名 団 31 中 的 で 」 和 で -. 


(8) 


中 美華 普 毅 情 珍 。 参 病 Watson (1944)。 3 8.E,p. 262. 
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由 ](7) 的 表达 式 (7.4 节 (18)) 


LD = | ed 
人 


到 看 到 ,可 以 把 其 中 的 积分 路 线 变形 为 甫 过 za 一 s 点 的 最 陡 路 
C.) 下 


応 性 


ーー 1 [rh a hr 』] 
tv sechg) = i dr. (9) 


在 :一 “附近 把 函数 sech & sh /一 ! 展开 ,并 令 一 w 一 pe 0 一 
arg (ロー) 有 
the 


sech ash 一 一 thea 一 = 十 5 (fay 二 


= tha— eat th eo 十 Org), (16) 
『 


出 此 可 得 通过 一 < 点 的 两 条 最 陡 路 径 的 方向 : 9 一 Orx 和 0 一 
キュ * (参看 上 上 节 (6),(?) 两 式 ), 8 一 0.75 的 一 条 与 前 面 的 明 线 一 和 
相应 ,8 二 十 的 一 条 与 (8) 式 的 上 蜂 线 ( 相应 . 履 C. 是 最 陡 上 降 路 


神 ( 参 有 貞 (8).(9) 両 式 ). 
若 节 局 在 :二 a 附近 的 一 小 段 C 的 得 分 值 作为 (9} 式 中 积分 


的 近似 。 把 10) 式 代入 。 略 去 兵 中 の (5 う 的 項 . 利 用 上 芝 公 式 ロ 0)・ 
得 re a 
Jr sech wy 一 ーー 一 (7 一 十 2)， (11l’ 
2rrThg 


文 会 式 的 推导 是 比 绕 料 略 的 . 轩 为 在 计 和 从 中牧 嘻 了 己 - 的 其 他 
部 分 (人大 有 巡 下 处 ) 对 程 分 人 0) 的 瑞 献 .而 没有 给 出 误 闪 的 估计 
从 
訪 了 近 明 C1) 式 稀 星 Jp sech oy 的 渐 近 表示 .并 进一步 玉 这 
琐 数 的 渐 近 展开 式 ,. 市 要 作 更 精 请 的 计算 . 为 此 . 令 ( 见 上 市 (17 
式 ) 
《9) 式 成 为 


ェ ー ュ hgーg 一 (sechge sh テー ィ ば )、 (12) 
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wtth ロー ロ 』 


JLCu sechg) 一 ーー ーー | = der, (13) 


mi dr 
其 中 心 是 zz 平面 上 与 马 , 相 应 的 曲线 . 由 于 在 C+ 上 ImLsech «sh 
一 二 二 0; 故 7 为 实数 ,而 C' 是 r 半 面 的 实 轴 ,t 二 a 的 相应 点 是 tr 二 0. 
出 (12) 式 ,把 有 有 方 用 1 一 a 的 窜 级 数 展开 ,得 


tha 2 1 ， tha 、 
ェ ーー マー &) 3 oa) 41 Ct 多] 
= ニー ーー [eo teat et et oat] 
其 中 
ーー thg - ーー ] 
3 (14 
nt = 站 ,1 2 
出 此 得 
ft— a=+t rie, cw car トー ドリ 。 {15) 


藤 中 = ヵ ーge, 井 規定 当 0 持 ,arg[c。 十 ci 二 … jj] 二 0, 因此 ,IE 
号 代表 前 是 ど 的 上 半 部 分 6), 色 号 代 表 的 是 C- 的 下 半 部 分 
(ps で CO). 

利用 拉 格 半日 展开 公式 由.4 节 (9) 式 }》, 可 由 015) 式 解 出 


A ョ ー1 
:= 了 和 Ee 上 gp キー CH6) 


dre w= 
人 
中" 1 = |! 
dn erie + + ci 十 … | コジ 
3 
ーー(2coth et, 
ーーr。 =" 3 Coth ay, | 
15 3:1 1 。 | : 
Ui 一 上 下 ccy— = (Zcothea)t エー eoth «| ,i 
4 | 4 12 し の 
a,= Zcoth a)* | を ー cour g| ， 
os coth'a+ coth'a a|. 
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ll 


把 (6) 式 代入 (3) 式 的 积分 中 ,以 寺 和 分 淹 代 表 正 号 解 和 负 - 
解 ,应 用 1.9 节 瓦特 孙 引 理 5 及 该 节 公 过， 得 


ET 
で で 
-一 一 四 dG+ 一 を 7 ーー ョ ーー ュ エ 一 2™ Ham- 1 エ 
一 < -dr 一 1 四 一 m™ zdr 
TY ("dan Li fi 
LL Com)! rim + > | ta 
= (て - "TD | a 
. 2 ， r 11 _ に 
一 2 一 一 p36 节 (8) 式 》 
m= 一 ™ 
因此 
Eth | 一 门 ， 


Jp sech ge) 一 と rr ha 


其 中 ,= CG- Yagi ml (Pcoth a 到 1 一 1 六 一 5 


47 一 十 cc (18) 


385 


2 9 7 2 4 Vy 
xcoth の フー ュ 55 195coth ea 115 2 大 到 


陈 的 粗略 近 沁 确 是 狐 近 展开 式 的 第 - 
( -Xiv 祈 1. 在 这 种 情形 に ご r/2 使 


Rec 如 一 テア ル . 《19) 
于 是 要 考虑 的 积分 可 与 为 
[ew 中 sh ddi. (20) 
出 43) 式 得 到 指数 上 的 函数 的 逗 稻 点 
上 一 十 1 十 2nrl (一 日 ,二 1,， 士 2.…). (21) 


如 前 只 党 要 讨论 fs = 士 谊 两 点 ， 
通过 一 ip 点 的 最 证 路 径 的 方程 是 


中 国 是 Ar 一 阅 - sech ech fy 1 而 当 z ro 了 时 :> 各 士 ri 硼 出 站 rz 中 抽 可 型 中 
的 某 件 满足 . 
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Im[sec お sh テー ロー1m. sec BshGD —il=tang— gg. 
今 * 王 g 十 igig 和 っ 是 突 変数 , 上 面 的 方 程 変 訪 
sec Hehusinv— v= tang— 8}, 
或 者 
ー 2 (22) 


在 OSssSsg 中 対生 毎 一 u 値 有一 対数 値 相 等 面 正 催 号 相反 
的 zx 值 相 应 . 当 ”一 和 或 者 工时 ,一 十 co 又 


de _ cosv 、 (tanv tan 入 ) ~ {tv ~ の 
de sec sin’ush a 


当て で 時 dg/do 誤 g 挟 号 , 面 当 ャ 8 時,dg/de 与 # 同 号 . 因 
此 ,通过 褒 点 的 最 陡 路 径 大 化 如 图 32 中 的 C ず 和 で CT. 


ch x 


图 32 


在 一 ig 点 附近 把 函数 sec gsh 一: 用 :一 iB 的 短 级 数 展开 ， 


并 令 £—iB=p ee 得 


sec Hshi—t=itan Bm-ig+ jn, 一 1B 十 " 


= ittan 站 一 由 ) 十 ze 十 Oo， 
由 此 知 最 院 路 径 通 过 if 点 时 的 方向 为 9 一 一 下 , 允 和 0 一 下 ,5， 


前 者 与 《相应 ,后 者 与 相应;C 是 最 陡 下 降 路 径 . 
由 了 .7 节 (147 趟 
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1 rr 十 机 
He = 工 | esd, 


Tl, 一 心 
把 积分 路 线 变 形 为 CT ,得 
HTCy sec 8) = re ye hed (23) 
(二 
如 前 , 令 
r= ittan PP — (sec sh テー*). (24) 


当 z 沿 C 变化 时 ,r 取 实数 值 . 人 内 c 变 到 0, 再 由 0 变 到 ee. 
把 (24) 式 的 右 方 用 :一 这 的 竹 级 数 展开 ， 得 


Ztan 8 Cm 1 ~ pr ー ig ミー en 一 一 


一 一 (fc 十 cr 十 Eee トッ 

其 中 ww 一 :=iB, ean =itan お (2 十 2) す co ュー17(2 | 3)1,m= 
0,.1,2,…, 于 是 在 

£— ih =+irifes 十 cw + 
基 中 規定 当 ww 一 0 时 yarg[es 十 cw 十 …j] 二 x/2, 因 为 (中 通 过 说 点 
时 的 倾角 是 x/4 或 者 5x/4( 见 前 }. 
念 前 面 (- 一 ) 的 情形 做 去 . 即 得 渐 近 展开 式 
2e Lon id] - 万 ， . (25) 


ーー "= rn 和 Pi 
Pyrtan お A GytRn 8) 


デー 


HCL see 8) 一 


ウー ト =), 
其 中 户 , 可 以 从 DD,( 见 8) 式 ) 得 到 ,由 要 把 后 者 中 的 « 换 为 18， 


例如 I 一 1 ,1 一 3 十 et Ds 十 geo | SCO 8 


类 他 地 ,要 得 日 (psee 让 的 渐 近 展开 式 ( 皂 (25) 式 中 的 i 换 
战 一 1) 


2e— Lm ーー カー | や DD, 


f/f I tan に 8 プー ptan お )" (28) 


HTCp sec BY 一 
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(D = 一 CE) 
注意 在 (23) 和 (267 上 是 式 中 昌 足 一 个 锁 腹 . 
分 别 利用 7.7 和 (8) 式 和 (6107 式 ,可 出 5253 和 (267 由 式 得 
2 1 | 


(eosls tau ピー ャ ロー 4 IY 


CD 
< ty tan By 


J .Cv sec BY) ~ | vr tan 8B: 


CD ep 


4 4 i {Cv tan ym ti | 


tu 一 一 0), 


， 1 。 
+ Siniw tan ロロ ーー 


. 上 
加 


、 2 0 ig: zi ("DD 

YKy sec A) | yr tan BP! jsinl vtan 及 一 2 一 了 | 2 tan の 
1 
| 1 > | YD ! 1 
ー cos 8 yj 28) 
cos| wv tan { bi 1 こ ーー By tl i | (28 
(一 ce ). 
(つう xy 证 这 种 情形 下 ,a 或 者 六 很 小 , 上面 的 公式 蕴 然 


是 好 的 近似 ,因为 这 些 公式 都 是 vth a 或 省 vtan 8 的 隆 适 居 开 

式 . 但 是 上 面 求 渐 近 展 着 的 方法 , 遇 要 上 略 如 修改 , 仍 吕 应 用 . 

先 讨论 Hs (xz) 的 展开 ,其 中 vv 和 zz 可 以 是 复数 . 设 |z| 和 iv| 部 

很 大 ,人 |z 一 v1 不 太 ( 下 奋 将 看 到 这 一 数值 的 怡 当 数量 级 }. 把 v 写 
作 


b= を (1 一 - E). ( 29) 
设 |arg z| 二 zi?2, 有 
Hc = [eed (30) 
TI 、 
以 pm 表示 arg を 上 式 下 的 积分 引号 为 
| esUOgt の de。 (31) 


其 中 (一 evish 一 gC 一 e (31) 式 是 一 條 造 子 応用 最 陸 下 
降 法 的 标准 形式 的 积分 (上 和 5C1))， 
函数 Ri 的 下 留 点 六 是 天 (一 efch 1 一 1) 一 0 的 根 : ーー0 
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十 2zxi( カ ー0。 二 1, 土 2.…). 如 前 革 雪 讨论 名 一 这 一 点. 通过 这 点 
的 最 陡 路 径 的 方程 是 
ml の) ] 一 Im cfsh ょ 一 t+) | 一 TIml esh tn 一 2 ー 9. 
(32) 
下面 内 考慮 求 出 (312 式 在 x| 很 大 时 的 渐 近 展开 式 的 头 两 项 . 
把 一 eshz 一 う 企 。ー9 附近 民 并 : 


ー ど 
ht e+ 十 ， 


ST 


Te, 由 (32 得 

tm| 。 -pie 0 十 … = の sin(39 ー の 十 O( の ) = テリ, 
夏 最 陸 下 隆 路 符 通 直 : 王 0 点 的 方 向 訪 9 メー の 73 カート 1,3。5. 
改变 (31}) 式 中 的 积分 路 线 使 座 相 应 二 n= 二 3 的 最 陡 下 降 路 径 超 于 + 
一 0 点 ;然后 沿 相 应 - 广 4 二 1 的 路 径 离 开 : 一 0, 则 在 1 一 0 点 附近 


页 人 一 Re[ ヵ (の | 一 一 oP 
和 和 
gD = eae 近 90) 
ーー 
而 有 
十 円 _ ー 
| eg ば )dz 一 je Er [1 十 «EeE er eT ‘dp 
+ et [1 oo dp. (33) 
今 


| [ad | ーー 4p)dp 一 | | -一 | le 二 “fr 十 Apida 
一 村 | -| ec 十 Ada 一 du， 
3 1 di 


人 工 、 三 
| et 4 は う g sd 
站 
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< (Ae _6 - 量 


eo 十 i a da 


Ed 
代入 (33) , 略 作 计算 ,得 
“al [3 上 1 + 
|= Are 三 | | を 3 
| に acthdr 3 et s1n 3 TI 3 | | 6 ! 
， ， を le 
i. 2x 2 | を + E 
二 el QQ 。 アデ 0 
二 essn 3 | 3 | (ze 6 | 上 | lel | > 


因此 , 当 |z| 很 大 时 ,有 有 


HV) Z| ar li el 
5 【 デ ea Er| | | 
Fsm Er| 之 | ao を | | (34) 
Clarg z| < rr)， 

这 个 结果 曼 然 候 用 粗略 的 近似 计算 得 到 的 ,但 右 广 确 是 精确 的 渐 
近 展 开 式 (|arg | 过 7) 的 头 两 项 . 着 精确 的 沂 近 展开 式 ,不 难 仿 
照 前 面 ( ) 和 ( ) 中 的 做 法 算出 (参看 本 章 末 汀 题 49 及 Watson 
(19447， 8.42.p. 247). 闪 队 (34) 看 出 ,如 果 ze * 2-3 二 o(1)， 
即 ze 一 x -v=otz1), 则 第 :项 要 比 第 一 项 小 得 多 . 

又 ,(34) 是 在 |arg sz,<r/2 的 条 件 下 让 明 的 , 亿 (30) 式 中 的 积 
分 国道 可以 整 条 地 発 : 王 0 特 :适当 的 角度 ?7，71<r72 ,使 上 面 的 
结 昌 在 - zZ2 二 arg zx<r7?2 十 ?中 成 立 . 帮 (434) 式 的 适用 范围 是 
larg sl<Cr. 

类 但 地 可 以 得 到 Hz 在 了 癌 样 条 件 下 的 渐 近 表示 


HI うー 一 ER = エリ ユ | | を | 昌 
3XL 3 3 


| ee | | 35) 
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(larg < | © nm. 


到 用 (34} 和 (35), 分 器 由 7.7 和 节 (8) 式 各 (10) 式 得 


上 
~ i | | * 
ts) | TI 3 | 6 | 
2r 2 1 ei . 
ーー sim | 3} (ze) FF | (iarg Z| < rn), (36) 
] i -} 
YC2) ~ | | 本 | | | 
2xr | 2 | 3 
ー sin* Tri | (sg)| 下 | | (larg gl < x}, (37) 


如 果 z/yas1・ 但 x 一 v1( 妈 |.rej) 很 大 ,上 苘 的 近似 公式 (34) 
一 (37) 不 适 月 ,也 没有 简单 的 .每 “项 都 是 初等 国 数 的 渐 近 展开 
式 . 起 特 孙 (Watson (1944)。 $ 8.43) 人 研究 了 这 种 这 渡 区 域 情 形 ， 
得 到 了 一 些 重要 公式 (参看 Watson (1944)， 8.43, P，248), 上 由 
外 Schebe, Tricomi 也 得 到 了 一 些 公式 (参看 Erdelyi (1953)， 
vol. I, § 7.4.3)， 


7.13 加法 公式 


在 7.5 項 中 我 休 得 乱 辻 加 法 公式 : 


Lr テッ ) ーー lay (C1) 
点 一 一 一 
和 
JR うー >，JCrDJatrzyeee (2) 
一 Dl eantr, cosmd, (3) 
mi 


其 中 R=[ri 二 下 一 27acos の 3 ーー l= m1). 
在 本 节 中 将 推广 这 些 公式 ,并 介绍 其 他 加 法 公式 . 
1， 略 喇 夫 (Graf) 公式. 
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貞二 


ーー ジ nD Ge (4) 


其 中 z 和 > 是 奄 数 |ye"| テレマ ニー[ デ yy ‘2ryc0n8]3, 并 规 
定 当 y >0 時 一 十 r- (4) 式 显然 是 下 面 (),(2) 或 (3) 诸 式 的 推 
广 ; 其 证 明 如 下 . 

由 7.4 节 4) 


の EH 
2ni ue a 
其 中 一 arg て , larg xr. 把 宛 写 作 (x 一 ye ?Cr 一 ve- 并 
邻 1 二 (7 一 ye の (テー ye の 3) 得 

Je この Mt 了 fee ツー ニー ルー 
jo を ーッ | ー i ei “| 让 りー ‘du, 
下 at ye の )、 利用 7.5 节 (2) 式 ,有 


= や Cr = 2 TCs 和 


一 一 cu に 


代入 前 式 厂 方 的 积分 中 ,得 


1 1 十 1 | uw—L| 
pl| a 机 >/ Je de, 
kk 只 一 四 


令 Y=argy: 着 lye il 则 |Y 一 有 二 mr72 故 可 以 招 整 个 积分 
围 道 绕 x=0 转 一 角度 (3 一 2 ,而 有 

人 [ 
交换 求 积分 及 求 和 的 次 序 ( 可 以 利 采 7.5 节 (237? 式 证 明 这 是 公法 
的 ), 即 得 


Lr) 一 "de, 


oye) 
LC Di ニー 
1 一 
一 1. > J ver es dg 
gm 2 プー ーー ーー 


= Dh (re の 


m= r 


7.13 第 士 章 見張 下 画数 387 


2. 甘 根 保 未 (Gegenbauer) 加 法 公 式 . 在 (4) 式 中 令 "一 0 得 


i 2 Fatah ye = = Yel Caleos mo. (5) 
WH eos 0 求 微 商 2 次 -上 
dd dm d ry dd 
dicos 8 dicos Hyd TdT! 
行 
(一 99 二 d_ Ne, Cu cy 也 dcos mg 


dteos 2" 

今 cos 2 可 以 胡 为 eos 8 的 天 该 多 项 式 参看 4.11 第 (2) 式 , 注 意 
Tcos の 一 cos 9x8), 玻 前 式 级 数 中 的 微 南 当 训 过 nr 村 为 堆 . 国 此 ， 
計上 用 


LL に も lr Tm) deos md 
で “ re YY dtceos 9) 


ー Se J は ) ro eonGn ! 1n28 
a a dtcos@)" 「 


称 为 误 根 殿 尔 有 送 公式 
(6) 式 可以 推 [ 須 』 不 恒 整 数 的 情 形 [色相 北本 選 貞 51)。 
て で } 


- も 


一 TN (on) 


。 す ta PC (ros 号 3》 。 【7) 
LU 


北 四 て 和 すす 可以 征 住 何 夏 敷地 ロコ ニー ュー ター に ) 最前 根 保 
示 多 1 而 上 碟 (5.23 节 )， 


又 有 有 
] oo 和 
Ltr) J os 8) (8) 
t TP 
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当 ャ ーpg( 正 整数 ) 時 用 5.23 节 (12) 式 ， (7 到 四 化 为 (6) 冻 ， 
(7⑦) 式 的 -- 條 重要 特殊 情 形 時 +ー1/2, 送 時 . 由 7.3 葵 (1) 式 


得 
ョ 1 て “3 1 Cz) tC) 
ーー 一 x ん 十 ; | ソテー ~ PCcos の )。 (9) 
类 位 地 ,由 (83 式 和 和 7.3 节 (2) 式 得 
a i J mtr J Ly) 
ーー m+ LL Pleos 8). 


=u 2 1 マテ パッ 
(10) 
Pa(cos 人 是 勒 让 德 多 项 式 ( 盆 在 5.23 节 (2) 式 之 后 ). 
由 (7),(8) 两 式 和 7.6 节 (3) 式 得 


Y. (て 
1 うー Pe) > y | my rt) J fy 


=! ku 


CT cos 0). 


11) 
因 此 , 根 据 7.6 爾 <11) 式 和 (12) 式 , 有 有 


ア 。 re 、 一 wm 
(うー To DG Fm’ “intT } rc Ccos の ) 。 


ーー イー gr 


(12) 
選 (z) 是 任意 的 ぁ 除 性 画数 . 
四 2 式 , 信 っ 一 9, 注 意 CCeos の =1、 井 利用 第 玉音 本題 
56 的 结果 : 
hm PG) mC (cos BY| = Zeon md tm = 142 の う 。 


得 
を る て ) = = ezZ。 Ca OS ma. (13) 


mn 


从 (12) 式 还 可 以 推出 展开 式 
er ov) > ty 上記) 


下 站 


证 明 如 下 : 在 人 12) 式 中 取 忆 (到 ) 为 HE 以 们 入 乘 两 演 , 利 用 


和 Ccos 如 ) (14) 
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HL (で ) 抽 清 近 展 幸 式 ⑦.10 节 5) 注意 


テー ゴ ヤー 2rycos の 一 .cl 1 -- cos ee Or |， 
人 な. 
こ - 1] 
いい D 式 的 人 重要 牧 味 情 形 量 ッ テニ 


ツー イー つみ DCP, Ccos の 。 5) 
や - 


二 中 Pteos 由 是 勒 让 也 多 项 忒 (参看 5.23 节 (2) 式 之 后 
还 是 也 燃 科 地 二 C12) 趟 导 于 许多 其 由 有 恨 开 式 相 公式 (参看 本 


革 林 っ ] 豆 532)， 
7.14 舍 贝 塞 耳 函数 的 积分 .一 ) 有 限 积分 


人 在 本 诅 咎 有 圣 吾 俩 来 介绍 玫 种 计算 这 类 积分 的 方法 . 
- 重 最 简单 的 方法 证 把 届 知 评 国 数 的 级 数 長 法 式 (7.2 第 (7) 
式 ) 代 入 积分 中 还 需求 各 分, 例 旭 、 


| Ltrin 9)(sin eas Td Rep Retr) テー 1) 


* i at 工 
_ 1 (二 } (2 2 [ ー」 Ege DS 
te を トト 1 (sfh ぢ ) (Cos HY dn 


_ へ! (一 (23 7 て Fe を ゴ 1) ま (ルー 1) 
イー 4! FT( る 二 す ) 2T( な エエ ャ イー あま 本 2) 


(用 了 3.8 节 (7) 式 ) 


oe ーー 本 に)。 I) 
这 式 称 为 第 一 索 宁 (Sonine ) 有 限 积 分 公 趟 . 

中 一 种 方法 是 昌 册 窜 身 因数 的 积分 表达 式 把 要 计算 的 积分 变 
为 在 单位 球面 上 的 面积 分 .上 汰 后 通过 坐标 变换 把 卡 分 的 计算 简化 ， 
们 以 前 面 C 式 中 的 积分 为 例 , 用 7.4 节 (6)z 二 有 
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| ts sn が)(sin reos の" dg 


. 下 
に を 由 


一 ーーーーー 1 | evesin の PTSim EE 
xT | = 9 
| 9 | 
x teos OF de dg 
i=sin の cos ¢em=sin 8 sin $n ==cosf 表 术 对 华 标 系 (7 yz) 的 
方 沿 余 痛 . 上 面 的 税 分 可 写 妨 


= 内 
8 ーー ペデ ーー | de, de = sm 8d9 dw 
wr | pa | ぅ | TE 


送 是 在 一 條 日 位 球 面 上 一 固定 部 分 ( ヵ 証 0」 放 学 0) 上面 的 面相 分. 
现在 拒 从 标 轴 转动 ,从 {x.y.) 撞 为 (‘ry ) ;使 Um,n) 相 应 地 普 
为 Gr p77, 则 上 徊 的 积分 化 为 

(アラ) | 


PET ロー 了 
他 ldew 


ART pt La 
Lo” 


- | - | em Cin WYP (eos fr 
Vliet “ 


Coin ein が d の dg 


| | os ptsin dg 


Cr 
ミト | 


| ] ， 
ale ,| lr トー 


vx Ti デー シッ 十 


eZ2) 


「7、T51 第 七 章 贝 蹇 与 范 狼 391 


Tty ) 


一 4T 一 FTK を う ・ 
其 中 用 了 3.8 节 (7) 式 和 了 .4 节 (6) 式 , 六 就 正明 子 (1) 式 . 
用 同样 的 方法 可 得 第 二 索 宁 有 限 积分 公式 
Pr sin 0)], Cy cos の )(sin の )7T1(cos 8)'+1d8 
In 


Ey AT 
ーー 二 ンー ーッ ) (Re( み ) ,Ret{v) テー 1), (2) 


(参看 Walson (1944), § 12.13, p. 376.) 
男 一 个 很 重要 的 有 限 积分 公式 是 


「 | マキ ッ ー 2 ェ rycos ぢ 
a (rr 十 デー 2rycos の ]"? 


Cr cos の )Csin dg 


rm) の gz) rnty) i .1 
ーー ダグ トッ IP) x > | Rety) > 5 | 。 


3) 

称 为 索 宁 - 盖 根 保 尔 公式 ,其 中 2.(z)? 是 任意 的 >" 阶 柱 晒 数 (7.6 节 
林 ),CL (cos 们 是 盖 根 保 钦 多项式 (5.23 节 )， 

《3)? 式 的 让 骨 很 简单 : 以 Ceos の (sin の "dg 乗 7.13 此 (12) 
式 疝 边 , 求 积分 ,利用 5.23 节 (11) 式 一 - 六根 保 尔 多 项 式 的 正 从 
叶 一 英 系 即 得 . 关于 让 了 明 中 逐 项 求 积分 的 合法 性 可 以 根据 一 
般 用 完备 下 所 冰 数组 展开 的 坪 论 米 论 证 . 

除 广 上 述 例 子 中 所 用 的 方法 之 外 ,本 章 未 习题 15 一 19 前 不定 
程 分 公式 也 可 以 用 米 计算 定 椒 分. 
7.15 含 贝 塞 耳 函数 的 积分 . (二 ) 无 穷 积 分 

类 似 十 有 限 积 分 的 情形 ,计算 合 由 骞 十 也 数 的 无 究 积 分 的 方 
法 大 笃 有 下 列 几 种 ， 

(--) 用 由 塞 耳 二 数 的 级 数 表 这 式 ,至 项 求 积 

てこ) 用 内 塞 评 函 数 的 备 种 积分 表达 式 ,交换 积分 次 序 进 行 求 
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积分 . 

(ご) 在 被 积 函 数 中 出 现 员 塞 征 函数 的 乘积 时 ,用 适当 的 全 
式 , 例 如 上 节 (3) 式 ,或 者 本 章 末 习题 31 的 讲 埃 晶 公 式 , 把 这 乘积 
用 售 一 个 山 塞 耳 函 数 的 积分 代替 ,交换 积分 次 序 , 然 后 进行 求 积 
分 . 

下 面 给 出 一 些 比 较 基 本 的 积分 公式 . 其 他 可 参看 本 章 末 有 关 
的 习题 和 Watson (1944), Chap. 13 及 其 中 所 引文 献 . 


全 “一 


Te 寺 め 2 
TO TD 


x 必定“ 十 1 一 到 |， 《1) 
2 2 A 


其 中 下 ta Byz) 是 超 几 和 何 画 数 :Reta 十 四 人 20 和 ReCa 士 这 ) 0 
以 分 别 保 证 积分 在 下 限 和 上 限 收 和 敛 . 

设 ReCa)>0, 且 157a 1 之 1; 把 J.(z) 的 级 数 表 达 式 (7.2 节 (7) 
式 ) 代 入 上 式 积 分 中 , 逐 项 求 积分 得 


[ene a 


Cb/ ~ _ 
== ーー 万 i 1 
2 Rl Fo 二 を 寺 1。 


ーー マ や (一 7 (の 2) デ 全 
2 FF) 
用 3.6 著 (8ーー-T 画数 的 惜 乗 公式 , 得 
Fr 上 yy ok) 一 Tu 十 DC | . 
代入 前 式 , 邮 得 (17. 让 明 中 的 逐 项 求 积 分 是 合法 的 ,因为 所 得 级 数 
在 |&/a| 达 1 的 条 件 下 绝对 收 襄 (Bromwich (1925), $ 175). 
上 面 是 在 Re〈s) テ 0 和 a| 沁 15| 的 条 忻 下 证 明 人 0}) 式 的 , 伯 利 
用 可) 在 ce 时 的 渐 近 表示 (7. 10 节 (5) 式 ), 妈 见 在 方 积分 在 
Reke 士 证 0 的 条 件 下 是 收 伍 的 5 对 上 限 ), 故 对 于 固定 的 a, 它 代 


-和 2 十， 十 2) 
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表 上 的 一 个 解析 函数 . 于是 ,根据 解析 开拓 原理 ,上 1) 式 在 Re(z 十 
わり >0 条 Reta 土 5)>0 的 条件 下 成 立 . 
又 ,分 别 应 用 4.3 节 (8) 式 和 (9) 式 于 (1) 式 右 方 ,有 


| eon 1dz 


Pe + 18 Ee 
artTty 十 nl 2 


「 ャ ーーg 十 2 タッ ャ ーー を 十 1 が | 
の ， 5 ルオ ュ ッ っ | 

_ Te 填 り な 
Pr + Dl 2 


7 十 天 ”一 产 十 1 が 
xF| 2 ， 2 ッ エ ュー キッ) 


利用 YG) HI CD。L(z),K,(e) 等 以 寒 耳 責 数 和 変 型 羽 者 
耳 痛 数 与 jz) 的 关系 ,可 以 从 十 面 届 ) 和 (2) 两 个 公式 推出 -系列 
合 贝 寒 耳 函 数 的 元 穷 积分 公式 (参看 本 章 林 习题 ). 

(1) 式 的 一 个 简单 的 特殊 情形 是 vy 一 0, yx 一 1: 


や 1 2 
| eT tadt = 1 F| i ‘]:1, 2 | = 1 - (3) 
下 «a 1 2 


a VE 
(用 4.2 节 Q0) 式 ) ,其 中 的 根 式 在 46=0 时 等 于 a. 
斯 图 鲁 弗 (Struve) 积 分 公式 
r| 3 Ta + 
2 gz オッ lu の 十 PE | 
(4) 


+ 


xF 


(a 十 が うー 


(2) 


Ja うう 


まけ 


让 


(Retg 十 > 0). 
这 会 式 是 下 面 公式 011) 的 特例 ,但 证 明 这 会 式 的 方法 有 典型 


先 设 Red 和 Re 都 大 于 172, 拒 7.4 节 (7? 式 中 的 8 换 越 
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误 一 2, 换 部 求 积分 一 次 ( 唱 的 是 使 下 面 对 上 的 无 穿 积分 收 伍 ) , 代 


人 (和 东 左 方 的 积分 中 ,得 
一 tt J, (Zr — 1)(2r 一 1) 


2007 た Eh だま コ 


> PF sin(r sin Osint sin の ) 
«do だ 


キャ 


X {cos Dr (cos pr sin の sin g d8 dp di. 
交换 求 积分 次 序 易 正明 其 合法 性 ), 并 利用 公式 
「 Sir 人 sin Bt, = ちち | coste 一 かー eosCe 4 の 
a 


だ 
ー fa 人 HD 
| テ (a < の , 


上 式 中 的 三 重 积 分 等 于 


到 全 | ee (pas の )7ー2sin? の sin ed の de 
am 1 


十 ミド Ccos BF (Cos psin の ain?e dg de. 
リザ 本 
利用 3.8 节 (7) 式 ,得 


3 (cos の 9)"ーI(cos 9)2 238in sin g di dg 


二 3| ces 9 isin’g d9| (eos めのう 7 2sin ¢ dg 
的 总 


1 上 (os 加 122+2 sng d9 


タッ ーー ] 


ee トレー pr | 


1 Coy — DTI|z Fv 十 了 
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再 类 人 地 复出 前 式 的 第 一 个 积分 5 只 需 把 上 和 >， 对 换 ) , 即 得 
Ta ーッ リー PH (2g オ 2 一 2) 


ze 二 rt I BE + 二 | 
利用 关系 式 sTs) 一 Ts 十 1) 即 见 这 式 右 方 与 (4) 式 右 方 相同 ， 
条件 ReCg 十 起 守 0 保 证 了 (4) 式 左 方 的 积分 在 上 限 收 部, 因 
此 ,根据 解析 开 折 原理 ,在 证 明 中 所 加 的 条 件 Re(g う 1/2 和 
Re( う 1/2 可 取消 . 
韦伯 - 夏 夫 海 特 林 (Schafheitlin) 积 分 ， 设 积 分 
「 J ot J) 


[ JJ ) 」 


2 


di (5) 


中 的 a 和 ら 痢 是正 数 , 是 
Retgy tv tl) > Re(t う テー1 ta 0, 
Retrng 二 rv 二 1) Reta)>0 ta = お )。 
则 积分 在 上 下 限 都 是 路 化 的 ;这 可 以 分 别 用 由 塞 耳 函数 的 新 近 表 
示 (7.10 节 (5) 式 ) 和 级 数 表 示 (7.2 节 (7) 式 ) 来 证 明 . 
积分 (5) 可 以 利用 上 面 的 公式 届 ) 来 计算 ,因为 在 所 说 条 个 下 ， 


| l tq, ー lim [er tee の ds 


(6) 


为 广 写 起 来 简短 ,引进 下 列 新 的 常数 

2 tl | 4=7Y—a— 8,| 

28 = p41 1 ユ 。> A= a—B, > 

アー ニッ!、 ャ ー ア ツー 1. ) 
当 人 6) 式 右 砌 积分 中 的 * 是 任意 给 定 的 一 个 正 数 时 ,利用 J]. (の 
的 辣 和 近 吉 开 式 可 以 在 出 积分 对 上 二 复数 值 的 疡 也 是 收效 的 ,只 更 
m5) |<e. 以 = 伐 呈 则 在 Re 0 和 Imz| ご cec 中 ,所 述 积分 是 
= 的 解析 后 数 ， 

用 由 窟 线 靖 数 的 级 数 表 这 式 上 成 公 趟 (2) ,得 


ュー (gg) ts 
| ーー i 3 9 
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ーー (一 を 
=-」 < 小- “ap 5) TFT ウ イエ お し 


rt] 
za1 | td 


4 3 一 | に 
| e J. eat) st ld 
站 


_ 《一 六 | = 
-> el 


I(Ze + 2k) 
IT 十 ま ) (a + eT(la B+1) 
{al ei 1 な 
ーー 十 - — 
x | 名 | Fla ん っ ーー 


# 
当 |=|1<e 时 : 求 积分 与 求 和 交换 次 序 是 合法 的 (参看 Watson 
(1944), p. 399). 
可以 年 明 (Watsen (1944)。 p. 300). 只 要 4 够 小 , 则 最 后 的 
级 数 在 0 委 c 和 4 中 - 致 收 敏 ,因此 


eKe の JC の 


re pn FM 二 一 县 
= ぶ (一 )YT(2e 十 2 を ) | 让 je 
En を IT(7 + Pa 一 有 一 1 )g 生計 2 \2 
Flz 十 テー ジー を Ane 一 お 十 11. 
于 是 ,利用 4 7? 节 t4) 式 和 3.6 节 (8) 式 ,由 (6) 得 


J sa]; bE) — Ta) 
mn が 8 27 ーー Sat DAYITEC ーー g) 
上 机 
x Fl eB,7, | 《7) 
1 a 
im リオ どー4 士 1) 
・ Je の J。() oT | 
' T+ DT 二 一 一 | 


ョ ャ キー4A 十 1 ルー タス 4 十 1 
2 2 


TCE a. 


x FI :vt し | {8B} 
人 


[f.15] 第 七 章 ” 贝 讲 耳 函数 397 


把 a 和 和 46,2 和 vv 对调 ,由 C7} 和 和 (8) 分别 得 
ー stg )J ッ ー (ht) I; 一 Ca) ユー 
Po A 1 


x Fee 一 7 アキ 1e 一 81 千 MEac) 9) 


以 及 与 48) 式 相应 的 公式 . 

利用 4.8 节 (8) 式 可 以 看 出 077 和 (9) 两 式 右 方 的 函数 不 是 同 
一 函数 的 解析 开拓 .但 当 5>a 时 ,只 要 Re(7Y 一 a 一 B 之 09, 利用 4.7 
节 (4 趟 * 即 见 (7? 和 49? 两 式 的 右 方 都 趋 于 同 -极限 ,因此 ,如 果 积 
分 (5) 在 一 。 点 是 连续 的 话 , 有 


「 J -efat) tat) Pay 一 如 一 3) 
Mi TY 
デー ョ ター 1 
x 2 Re の > DRetyz — a D> 0 (10) 


| (2 の.(e ,, 


4-1 


rr を キッ ニス ニコ (| 


2T | 和 Ar 
2 2 2 ， 
(Re(g 十 "十 1 > Re > 0). (11) 


关于 积分 (5) 在 5 二 a 点 连续 的 严格 证 明 可 参考 Watson (1944)、 
§ 13.41, p. 402. 

利用 贝 蹇 村 函 数 的 渐 近 表示 可 以 证 明 , 当 一 > 是 奇数 时 ， 
(1 让 式 左 方 的 积分 在 0 兰 Re(i) 盖 一 工时 也 是 政和 分 的 - 现在 来 讨论 
这 种 情形 ,特别 是 4=0 的 情 形 . 

令 g 近 eg 十 あッ ーー カー) デー0.1 2 四 gpーvー 2p 十 1 是 硒 
数 . 由 C8) .9) 分 別 得 


"Li de (br) 
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の + Tle— 了 | 


+ 


A 4 が 、 
x Flo— 5*ー カー 2 ウー かっ | ( あ <) (12) 


[ J CCJP 
EG { 
«Tl -一 | 


re atiTtg+ p+ DTI 信 一 の | 


上 


xFls 一 テア キュ ー テ e 十 6 + 得 | (> 4). 
(13) 
如果 4 过 0, 则 当 ae 一 2 时 ,这 两 式 的 右 方 都 没有 极限 ,内 为 其 
中 的 超 几 何 级 数 是 发 散 的 (参看 4.7 节 (d4) 式 之 前 ) .而 由 习 1) 式 有 
「 J (Caf)],., (oat), 
A 


ュー1 i 4 1 
a Tr — 3 | 


(14) 


Trp テキ 

当 メー90 時 <13 う 式 的 右 訂 等 子 室 , 固 坊 分 母 中 的 因子 

了 | 把 一 中 一 前 (12) 式 右 方 的 超 几何 级 数 约 化 为 一 个 户 次 多 项 
式 , 又 当 40 时 (14) 式 有 方 的 极限 信 存 在， 
a TT) ~ | 


lim ~ 


た ro スー 1 エロ 4 1 4 | 
2 る 外相 2 カエ テ 電信 | 
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H ん | A 
_ 1 5 |sinn| 5 外 _， je 1 
pp! Ti ー- sinxA 2 
(关于 (14) 式 积分 在 4 一 0 时 之 值 的 严格 计算 见 Watson (1944)， 


p. 494. ) 国 此 ,总 起 米 有 下 列 公式 ， 
| I bd 


天) pi p21 _ 
FS 二 | Fo, — pa— pril dh <a), 
_ /2a) (ha), (15) 
0 (p > g). 


E 


当 ーーaー0 困 利用 4.19 再 (2 う 式 . 有 Fig 一 pg p13 = 
{ 一 站 Ata 一 六 ) 一 (pp 一 站), 艳 (15) 式 的 积分 当 五 一 
g 时 之 们 是 #8->a 一 0 和 Bra-0 的 极限 值 的 平均 . 

索 宁 - 盖 根 保 尔 积分 公式 


0 (ロー ドカ) 。 
一 - pr が ペー パー UO 
| 三 | こと を | J 1 wi ー #1 a. 


上 て 


(16) 

其 中 > 是 任意 复数 ,wu 和 户 部 三 正 数 ,Reto>Retp> 1 以 保证 
查分 收 仇 : 癌 e 一 闫 则 需要 Re ニーRetrー1)0. 
16) 式 前 正明 如 下 利用 7.4 党 (19) 式 ,有 


| Ldn a gy 
" (8 


PP 六 『 = 
一 し TCP exp IE g 一 と ど 十 * 1 dd 
ュー 12 1 nw ! 


2 


2 | 2 Zu | 
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x| e -全 Coe dr, 


积分 交换 次 序 是 合法 的 ,因为 所 涉及 的 积分 在 Re の) >Retg 十 1) 
之 0 的 条 件 下 绝对 政 化 ,而 对 于 那些 不 满足 这 条 件 的 v 值 ,可 以 根 
据 解 析 井 拓 原 理 来 考 慮 . 

利用 Jat) 的 级 数 表达 式 , 有 


| eT coe dt (Re(p) > 0,Ree) テー 1) 


» (一 Dt pa dg 


A Rip RD), 


一 こい て バー (5/2) 3 ーー キー1 二 | pt 
RECORD 2 8 Td 


(が 2 の 7 マコ イーダ (* が ど 
2 名 i | = -ep の は “の 


因此 
| tb) ーーーーー la wv Ye + 二 を ng 
(2 十 DE 
1 リー (gg 一 eu を 
Al am ーー exp 3a Pi dr. 


当 a<5 时 ,积分 路 线 可 以 变形 为 在 原 积 分 路 线 之 在、 以 “一 6 
为 图 心 的 无 穷 圆 归 ,而 这 积分 之 值 为 0( 约 当 引 理 )- 这 证 明了 (16) 
式 的 上 半 部 分 、 
当 a 这 时 , 利 由 7.4 节 09) 式 , 即 得 (16) 式 的 下 半 部 分 . 
另 一 重要 的 积分 公式 5 于 面 的 (21) 式 ) 是 从 痢 虑 围 道 积 分 
1f RE (az) | 
rife C22 十 PD7 和 1 
推出 的 ,其 中 是 图 33 中 的 围 道 ( 设 Re(s う 0)」0SSarg zw: 当 
を 沿 正 实 轴 趋 于 oo 时 ,arg(z? 十 7} 一 0. 
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设 g 三 C. 根 据 (az) 的 漂 近 性 厩 ー 
(7.10 节 (3))7 和 约 当 引 理 可 知 ,只 要 一 
Reto<2Retr 十 772, 则 在 大 圆 蛛 二 的 


积分 值 随 平 径 趋 十 无穷 而 趋 于 0. 又 设 的 
Ren [<Retp 回 在 和佐 寺 z=0 点 的 小 る 
圆 嘴 上 的 积分 值 随 半 径直 于 和 汰 . 今 在 有 | 


道内 没有 被 积 盯 数 的 奇 点 , 故 在 
Re | < ReCp) < 2Rel + 7/2 


的 条 和 件 下 有 
ly Bm 1 マデ 
| Hi are) — ee SOHO' (ure™y] て yen 


Di 
1 「 は と ‘HV az)de 
ー 2 。 《 十 上 Je31 * (18) 
中 argti 庆 ?一 /2 二 arg&- 这 式 右 方 积 分 中 的 "(az) 可 以 利 用 


其 
7.7 节 05) 式 展开 为 = 的 升 乱 级 数 , 逐 项 求 积 分 ,并 注意 
1 【上 *ー ds 
Zi Ct 友和 
が る 1 ft) テッ ュ _ 
一 チコ 2 の 。 (gg? 一 lr 』 Clarg (2° 一 12| = 元》 
Ll FF) Ei dn iE er pt dr 
3 で ee | ロー 5 
A ， 
] rn . T(A/ ら ST( 一 
ーー ーe * Sn pr だ の ご の [人 参 普 3.8 节 ) 
四 To 
『 * 2 OY FG EF の ・ 9) 
1 (4 1 re He dd ー ; et と プール] ルー が ー タ 


2i 』 。 (上 だ が) 2snpw FO 
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中 十 21 
人 下 + 2 ! 


x | - - 
| 2 ， FI イー PC + 


」 ， 3212 
ン To tr ;| 
x Fa 2 | 2 | Hs 4 」 
一 
全 站 1 ー | 2 | 


12 7 rs pT — 


『 ーー ーー 2 | 
i nt 1 | し (20) 
1 | 


其 中 Fa(ei7 3 是 广 关 超凡 和 何 级 数 (4.15 节 ), 
内 7.2 节 (18) 式 ,7.6 节 (3) 式 和 7.7 此 (5) 式 ,有 
Hc) ーー eH Cee™) 


ii. TE ' ーー 
一 2e' 5 ) [cos "|e ーー 1 
十 sin | ーー 上 内 ・ Yo は. 


把 这 些 结果 代入 (18) 式 ,得 积分 公式 
「 (cos | 2 リー | - lar) 


nl 


in se ウー ニッ シー |. | コア dr 
十 sin | っ ん | Ytar) | TF Rey: 
or 

TT pe 2 | な 上 し 国 2 | 


i 站 | 『p 十 > IT ロコ 
2sin vx 1(1 の | ミド rE Ta + 
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[カー vl 
[| 2 | 
| 8 Td 本 
, (ウー レビ 必 ーッ dR 
XP 一 | >, (21) 


7.16 诺 埃 曼 CNeumann) 底 和 开 


先 讨 论 函 煞 忆 一 *) 的 愉 赛 耳 困 数 展 开 . 利用 这 个 展开 式 和 
科 希 积分 公式 ， MM - 般 解 析 划 数 的 村 应 展开 式 ， 
设 |z| 达 |7| ;和 出 7.5 节 (9) 式 和 (15) 式 ,有 


上 1 a 
7 ー ィ コ > 


- 上 や 
Dy els Cx) 


ふい 
Ps 
-> > {5 (十 二 一 1)1ts 十 Tee) |. 


i 1 


し の 


利用 7.5 节 (22) 武 可 以 证 明 这 里 的 二 重 级 数 在 gz| 近 1 的 茶 件 下 
是 经 对 收敛 的 {参看 Watson て 1914),p. 272) ,因此 炒 各 次序 可 避 
変換 令 力 二 5s 十 2 ,得 


上品 
“一 1 oe te 


a - 
つ 3 {nm 一 3)! 
十 2/ Ce) パッ Po 
. [3) . 
ly.y べ ュ や 2 7 gr・(a 一 一 111 
= テト Ca) 6 人 2) 全。 PCE 


=- 1 mn 
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Oz の = リュ ①) 
3 」 
nt 一 - ] 1「 ーー 
OCF) = 2 一 (人 2) (2) 
得 展开 式 
+ 一 CO CDT, Ce) 十 2 CDT ta 十 - 2。 て (の て を) 十 … 
一 2760.( の Je) (3) 
可 以 证 明 这 级 数 在 | 社民,|zi 芝 r 中 一 致 收效 ,其 中 丸和 > 是 任 
意 正 数 ,Rーr. 40 称 为 诺 埃 曼 和 多 项 式 , 它 是 1/ 的 2 十 ] 次 多 项 
式 ; 前 面 儿 个 是 : 
上 LL ーー 1 」 ま 
OG = OUD = 2 の 二 地 十 
.3 」 4 1 」 16 192 
Ctr) 一 和 (ti) = FF (4) 
5 ，120 1920 
04) = 注 ィ イー デー 
,7 满足 的 弟 挫 关系 可 以 推 得 如 下 由 关系 
が 9 . 9 1 
| | 一 之 ー9 


及 (39) 式 ,在 条 件 |z|<|i 王 ,得 
EO (人 Je) 一 


r= 


再 利用 7.2 和 节 (14)? 起 .得 
2 0 0, Cz) 


n 


SED Fe) = 0. 


= ODN) 一 Dz) 一 J。i(e) OL( の ) 
r=] 


a 


ニー OG -一 D(z) 


#=1 


Ot 一 OO. (と) ， 
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OD + O07)] 
+4 >7Jaegy[2O7 の FO - 0。 1 の] = 0. 


对 于 回 定 的 上 如果 Ju 的 系数 Out 十 DO 不 等 上 0, 则 因 
级 数 在 z 一 0 前 一 个 邻 域 凡 一 致 收 康 ( 和 参看 Warson (1944). 
$ 9. 11) ,只 要 取 |=1 够 小 .上 式 堪 方 的 第 一 项 在 数 佳 上 将 超过 其 
他 各 项 的 绝 半 值 之 和 (因为 当 z 六 0 時 Ce) を"). 因此 必须 


OD OU) = 6. 5) 
用 同样 的 论证 ,得 
2O7( の オキ OO 一 OCGOー0 1). 《6) 
注意 (57 和 (6) 这 两 个 递 推 基 系 同 汪 TCz) 的 相 诺 关 系 (7.2 节 (14) 
和 て (15)). 


(tt 还 满足 下 列 递 推 关 条 (征明 盆 看 Watson (1944)、 
§ 9.11;}. 


2 _-_ 
人 DO DO GD 一 2 一 oO. 


2z| sin x] 
一 ーー テム tg 1). (7) 
現在 来春 一 不 組 析 虹 数 的 上 攻 寺 董 展 弄 . 黄 (を z) 是 隔 lz| 写 R 
中 的 解析 晴 数 ,以 表示 回 周 .根据 科 希 积分 公式 ,有 


fe) 上 | A a. 


Yi PE i 
手 是 ,利用 展开 式 (3) .得 .A(s) 的 诺 埃 曼 展 下 
As = a Ca. (8) 


n= 1 


其 中 
En 
da = S| 7 の O。( の de (9) 
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三 六) 在 |z | 过 瑟 中 的 右 勒 民 开 为 > oz ,由 | 


区 本 上 


， | OoOrdt 
= JC 


由 (1).(2) 両 式 和 残 数 定理 得 


dn — | 
1 ルーロ ~ (10) 
一 ーーーーーーーーーーーーーーーーーー こ ーー 
du 1 2 2 p12” Dam Cn ーー 1). 


ER 


7.17 卡 普 坦 (Kapteyn1 展 开 
不同 上 上 节 的 请 埃 曼 组 数 , 卡 普 坦 级 数 的 普遍 形式 中 
2 tp を 


見 窯 牙 函数 的 宗 < 量 中 含有 相应 阶 数 的 因子 (rm 
卡 普 坦 展开 的 一 个 例子 -一 - 求证 数 (1 一 rz cos 的 -的 傅 里 上 时 
余 驳 级 数 展 开 式 人 |-z| 近 1) 


(1 coS 0) = | や 4 COS ng 《ty 
其 中 
P= — x sin &. (9) 
《 方 竺 (2 是 动力 学 中 苑 知 的 开 普 勒 方 租 , 儿 是 平均 近 点 角 ,2 是 偏 
近 点 角 - う 


按 情 氏 级 数理 沦 .0) 式 中 的 展开 条 数 为 


a cos ny 
も | ga 


= [ Cos て (の リー nr sin dg 
(が 一 0) * 


2 
tat) (n> 
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( 参 者 7.3 站 (20) 式 ). 因此 有 


] “ _ 
1 一 rcos き 1 ゴ 2 2 Tur)eos ns 《3 

石 休止 全 是 -个 背 坦 级 交 ， 
エニー 1 十 2 >) (nr, (4) 


本 以 证 明 ( 参 看 Watson C1944)，$ 17.3), 対 手 在 下面 区 域 
中 的 复数 = 
zexp カー | 


wtz) 一 一 - (5) 
a 

(3) 式 赤 成 立 印 
一 一 一 1 1 2 es) (6) 


现在 利用 (6) 来 求 x* 的 卡 普 坦 展开 . 为 比 . 先 证 明 下 列 结果 ， 
昔 7 を ) ニ Panda me) 出 a, (rz 之 和 天 人 2 可 以 从 


sl ] 


f(z) 经 过 两 次 求 积分 得 到 .F 只 要 代表 .六 se 的 证 普 志 级 数 是 一 化 收 
仇 的 . 利 j 风 赛 十 画 葡 所 满足 的 微分 万 程 (7 1 节 (1) 式 ) .有 


Fh a |: Js) 十 一 J Ge) | 


m= 


(し 一 * う ) Deal ass) 
基 中 本 上 的 "代表 対 宗 時 mmz 的 徴 商 . 因此 
| < | FC = (1 a) fz), (7) 
也 (2 本 以 放 gz う 求 彼 分 得 和 剣 . 
把 (6) 式 中 茹 人 7.2 节 (8) 式 ,有 有 
] + = 1 十 22 (> Cme), 8) 
于 是 ,和 出 (68) 和 (8} 相 加 
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Je = 7 (9) 
m=1 
利用 (の 式 。 念 (うー ラテ デ ロー が う 1 得 
や 1 1 
F(z) = 之 ll2me) = E+ Alns + 5B. 
令 z-*0; 好 见 4 二 8 二 0, 因 此 有 
: 一 2 の コ (2we)- (10) 
又, 由 C5) 和 《8) 相 减 得 
_ Te 
うつ Ji (2m + 1)z} ニャ エー (11) 
m=1 
仿 上 证 推 得 
+ -27 {2m 十 sar (C2m + 1)z}. (12) 
今 设 


一 > を htse) (a1), 
:=1 
利用 前述 定理 , 令 As 一 "得 


ーー pb, n mt 
F(z) = ») “J,(sz) 一 7 ーー 于 2 キ Cln s 十 D. 


信 テテ 0。 即 見 で ニテ ウ 9, 因 此 有 
. | こみ 。。 
el (な 十 の 和信 一 > J.¢sz) 


i= 1 


2 
一 コー | 1 


ュー1 


> 13. (C32), 
1 


Tb tse) 


其 中 
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. tn | ュー を 13) 
# | * 


b, 12. 一 由 
/ 


若 2 一 2 偶数 ), 则 由 (137 得 


ーー だ 「 (ーー1 が 
ap. (& — 中 G/2)* ルル 


ーッ (を 一 1)] (4 一 2] 
一 Cs/ 2 中 (72)2 ] 


ー ] 
ペコ キー oz oe 
但 由 9o) 式 知 。 当 奇数 時 あみ . 王 0、 当 ュー2z( 偶 数 ) 村 あー2/ 
na 


| 


rw 一 が が に a 
一 全 mm ーー て まま 一 1) fm 一 {下 一 27 em ー 1] 


Lm + COOo mm R21 


DET Em 十 kITD omy EIC 十 を) 
Pom 一 を 十 1 


ー ma Cn 二 IDT( 訪 一 を 十 1) 
om | = 0 (m= O12 、 


2 Fem 十 あう) 。 
Zz” 一 2 ‘3 a Tm - £ 了 re (2) 


sw On 十 下) | 
Zk > pr Tp 一 点 十 Ja (2 ) 


Tr メ 
一 2 を > 2 i の 2 Doni tom 一 26) を 「. 


闫 似 地 .由 2 式 出 发 .利用 3) 式 ， 得 
二 
=! | 十 十 地 | ml 


x Tana 2m 十 2 十 1)z}, 
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片面 两 个 式 子 区 可 合 与 为 


i 之 I” 一 Tir mY) 。 
| ラテ | ニョ 2 nm tC 十 の の を ) G4 
{a1 一 1 2 


这 是 与 7.5 节 (15) 民 CCz2)" 的 诺 埃 受 展 开 } 相 记 的 卡 普 霸 展 开 . 
卡 普 坦 证 明 , 具 要 x* 一 1 不 是 正 的 实数 , 即 有 不 等 式 ( 和 参看 

Watson C1944), § 8.7) 

を YexD(g v1 ー- si | 


ロキ コーg) 
而 利用 Ta 十 加 在 一 co 时 的 渐 近 表示 (3. 21 节 (C5)) 易 让 Tn 十 


mml (Cg 十 2m う テバ ー0( の の ) ,改组 数 >， La 十 or 是 绝对 


mm (rm 


zexp v1— se 
1 十 1 ーー 


- 13 


II。Kzg)| 泛 


< 1 て 16) 


を 補う 


中 一 竹 收 就. 
有 了 短 阔 数 的 展开 式 (14) :就 可 以 用 完全 类 似 于 上 节 的 方法 
求 得 Gーs) “' 的 卡 普 坦 展开 式 


! ー Olt) + 2 70,0 nz), (C17) 
Ht 


ォ ー タ ーー 


其 中 
6.( の ) ーー・ | 


@.(⑦ の = 5 2 て ー 2 が ・ | 


A ml CH) "1 
你 为 卡 普 坦 多 项 式 . (17) 式 在 下 询 区 域 中 成 立 ( 风 (16) 式 )， 

(を う < wl, wz wl), (19) 
面目 共 中 的 鍛 数 企 送 区 域 店 呈 一 致 収 苔 的 ( 参 有 Watson (1944)， 
S 17.34). 
出 617) 式 和 科 和 项 积分 公式 立即 得 关于 - 般 解析 画数 的 玉 普 垢 


18) 


「7. 18 ] 第 七 章 ”由 赛 年 图 数 ま 11 


展 電 的 定理 : 


設 が =) 大 wtz) 坟 ata 坊 1) 中 的 解析 函数 ; 则 
fz) = @ + 2 a Jr nz), (20) 
z=1 
其 中 
二 上 
wa 一 过 | ec CDdr, (21) 


邊 分 園 道 C 是 gc)=g. 
如 果 f(z) 在 z= 二 0 的 邻 域 中 的 泰勒 展开 是 az', 由 (18) 和 


(21) 得 


[rmー1) 21 
1 


PT ーー Dr 1 7 門 Ca 一 rr 一 12}1 
,= a Ce 一 一 


ー3mm1 lL 


四 他 mt 
ln 


(22) 
7.18 ” 贝 塞 耳 函数 的 零点 
我 们 不 准备 详细 地 讨论 类 上 由 塞 耳 两 数 的 考点 的 理论 全 , 特 
别 基 求 才 点 的 公式 ,而 只 介绍 一 些 县 茜 林 的 结 淋 ,这 些 结 举 丰 数学 
物理 的 边 值 问题 中 常用 ,而且 是 在 下 - 节 中 说 明 全 里 叶 - 贝 塞 耳 展 
开 时 必需 的 . 至 于 志 点 的 只 体 数 们 ,可 村 有 关 的 函数 表 或 文 版 2， 
首先 证 明 、 对 于 任何 给 定 的 实数 ,.],(= ) 有 无 穷 个 实数 零点 . 


先 役 > テ 方 ; 则 按 7.4 区 公 武 [7) 有 


Ct 


TD 一 一 机 | cos cos Banddd 
| 


山 募 看 Wateon C1904), Chap. MW; Erdelwi nS Vol. 1 、 き 7 pp， 58~ 
63. 

蕊 网 如 .Abramewitz 人 Stegun (1966)、Chap. 1; 特惠 起 表 9.5~ 一 909.7 了 ， pp. 409 
~ 15. 
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gl | cos +t dt 
rE rot a ー の の 
邻 z+ 一 mn 十 了 0,00<<1, 得 
2 に 
| ] 1LJ 
ME r+ 3 | C2m + の 


(ar 十 rgd/2})= 


i cos(xe/2)dt 
へ | 2 i 
[(2g 十 0: 一] 
vy 是 详 数 , 故 
， ー 2m 9 costmt/ 2) 人 | 
sgn Cmr 十 の r/2) = sgn | [am + の 2 一 7] サー 
为 了 研究 上 式 右 方 积分 的 止 负 叶 的 变化 ,把 它 写 作 


DiC Ye 十 (一 )rww， 


其 中 
/ 
(一 yu =- 上 cos (nt/ 2)dt 
zr-2 [C2p 十 —- テー 
2#r | 
(Cm, | cos (rte/2)dt —. 
[om + の ーー fe 
令 1 一 27 一 ! 土 i; 则 第 -一个 式 子 可 写 为 


1 
YW, 一 | fisinCrs/2)ds, 


生じ PLOT 


其 中 
f= [2m 十 的 一 (2r 一 1 十 9 
— [2m + 0 2r 1 
苦 设 v 守 172, 则 通过 对 求 微 曾 , 即 见 六 Cs 是 > 的 一 个 正 的 恒 增 
靖 数 ,而 有 
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上 受 、 今 ーー2m 十 s・ 即 児 0 同 此 
sgn tm 一 rx/2) 
= Csgnto, + (Con Vat) 十 Vas vm) キー リロ 
= 
則 . 当 ー1/2<CpsS)72 对 
ーー (が 0.254 ーー) 
Sgn mr + 人 の 72) = | (m= 3) 
今 Jr) 是 的 连续 国 数 ,由 在 (zyr2r), (32 2 等 等 -个 
区 问 中 都 有 了 tr) 的 奇数 个 零点 ,因而 也 就 有 无穷 个 实数 二 点 . 
利用 7.2 节 (92,(10} 两 式 和 罗 耳 (Rolle) 定 理 ; 下 刻 醋 以 以 上 
述 结 灯 推 得 ,对 于 任何 实数 y,J.tz} 都 有 无 穷 个 实数 准点. 
史 ,， 所 有 这 些 索 点 ,除去 zx 一 0( 如 果 它 是 崔 点 的 话 ) 可 能 是 例 
外 .都 是 -- 阶 的 ,因为 贝 塞 耳 函 数 在 有 限 区 域 中 除了 < 二 06 这 点 以 
外 , 别 无 育 点 ,如 果 :二 et 关 0) 是 (zx) 的 高 阶 零 点 , 则 于 (x) 一 
(ea) 二 0, 而 有 jx) 二 0. 这 结论 因 然 对 于 内 寨 于 方程 的 任何 解 的 
其 次 证 明 , 任 何 个 实 的 柱 阴 数 (7.6 节 末 }2,Cr} 一 a],(r) 十 
BY.(r) tar fr 是 实数 ,r>>0) 都 有 无 穷 个 正 数 二 点 . 为 此 , 令 
ZC 二 YJ 十 BY (7 为 与 Z.(X) 线 性 无 关 的 (a8 一 B87Y 关 0) 另 一 
“ 阶 柱 函数 . 由 7.6 节 (2), 13) 两 式 得 


ZZ Cr) TDZ! 7) = 


取 Z/( テ ) 地 j( テ )。 財 由子 上 は) 前 正 数 室 点 都 量 一 随 的 , 在 西 全 相 
郭 的 正 数 字 点 处 ,二 (7) 的 笛 负 导 必 相反 . 国 此 ,根据 (1) 式 ,ZCr) 
在 所 说 的 两 个 零点 处 之 策 的 于 货 导 也 必然 相反 ,而 名 (r) 在 其 同 
至 少 有 一 -个 零点 , 这 也 就 证 阴 了 る (zx) 有 元 容 不 正 数 室 点 . 

用 同样 的 论证 方法 可 知 ,任何 两 个 线性 无 关 的 同 阶 的 实 的 柱 
阔 数 Zz 和 ZZ 《XX) ,它们 的 零点 是 相间 的 ,好 在 Ztx) 的 两 相仿 


2(e の 一 PAY) 


TI 


(1 ) 


「?.18 
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止 数 堆 点 之 问 必 有 而 且 只 有 个 2 (Cx) 的 正 数 寄 点 ;反之 亦 然 . 
节 C7) ,C8) 两 式 ) ,可 


又 ,利用 柱 消 数 所 满足 的 递 推 关 系 (7.6 
知 Z.4z) 和 Zr 的 下 数 宝 点 也 是 相间 的 . 


现在 来 证 明 , 当 v> 一 1 时 ,J,(z) 的 零点 都 是 实数 . 


先 症 明 下 列 重要 公式 : 
Te の 


dJ,tpry d], や 
CO) | (2) 


中 ーー1, 以 ,保证 左 方 积分 在 下 瑟 收 就 . 
Cz) 所 满足 的 微分 方程 (7. 1 节 (1) 式 ) 有 


— 三 去 | (ax) 


有 
1 df dj(g の ]」」。 下 ー 
t £l dz | に" ta = 0, 
1 dT dj.( あ ) | 1 _ 
GD) 0 
分 别 以 林 ,(5D) 和 刀 ,(a) 乘 晤 式 , 把 结果 相 减 ,然后 由 0 到 工 求 积 
分 :得 
Ge -的 | (eoOLG@ の dr 


dl.cs 
= [并 (eo * の ー (63 


利用 je テー ) 的 銀 迷 表 送 式 . 汗 意 ッ テー1、 怒 見 大 方 括 号 在 ? 


二 0 之 值 为 0 而 得 心 ) 式 . 
今 设 为 J ,(z) 的 复数 入 点 .& 不 能 
(Ce 

の =| っ ne 


eo | 


| 


尽 纯 虚 数 , 帮 则 


H Et 
1 


H 


路 的 级 数 是 让 项 级 数 谭 JC) 疾 0. 
和 由于] 了.tz) 的 级 数 妇 达 式 中 的 系数 部 是 实数 , 硼 Je) 世 等 了 


0:& 是 a 的 共 胃 复数 .既然 a 不必 纯 虚 数 , 玻 ee 关 .十 是 ,由 (2) 
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式 , 令 a 二 a 二 gg; 得 
| aon Cn)ds ー 0 


位 被 积 男 数 te 上 是 一 个 非 负 的 连 疆 函 数 ,其 积分 不 能 等 于 
愛 , 故 。 不 能 是 复数 . 

关于 C7) 的 实数 专 点 之 值 只 说 一 点 . 当 x 很 大 时 ,由 J,(x) 的 
漂 近 展 乾式 (7.10 著 〈5)) 知 道 補 点 妨 


7 [二 二 一 本 | (C3) 


知道 了 久 寒 于 两 数 的 地 点 ,就 能 推出 与 由 塞 生 函数 让 关 的 特 
殊 函 数 ( 例 如 合流 超 儿 何 函 数 ) 的 零点 了 在 数学 物理 的 某 些 边 值 
问题 和 本 征 值 问题 中 ,这 当然 是 首要 的 问题 . 


7 19 健 里 叶 (Fourier)- 贝 塞 耳 展 开 


这 是 一 种 用 正安 画 数组 的 展 并 ,与 数学 物理 中 的 本 行 值 问题 
有 和 密切 关系 , 我 们 将 绽放 一 些 重要 的 缚 论 ,不 作 严 格 的 数学 证 明和 
推导 .这 户 画 的 严格 理论 与 情 里 叶 级 粘 的 理论 相 仇 . 

设 ea・a。 是 (x4) 的 两 个 相 异 的 正 数 坊 点 尼 疡 -1 由 上 上 节 (2) 
式 有 


ml 
| 2 oat], Cardr 一 Q、 ( 1) 


这 美 系 常 称 为 内 塞 耳 函 数 的 正 交 美 系 , 权 为 i 从 看 1.10 节 (1) 
式 ). 


当 デーg 還 、 立 用 滞 洗 疲 C1TTTospiral) 法 則 王 上 飼 人 2) 式 大 方 、 
求 得 当 ゥ g ヵ 軒 前 概 限 ( 参 有 本 章 本 り 問 19) 


站 
| Ch dr 一 が J (5) に に 5 あ ーー wn) | {2}) 
ou す 


全 这 式 香 


和 
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| eeoay = = Ca, (3) 
ea 基 』.(r) 的 正 数 本 点 . 
现在 来 在 函数 六 六 的 博时 时 -中 千本 展开 
Cr) 一 Da an). (4) 


两 连 乘 以 xx)、 由 0 到 1 求 积 分 . 设 有 有 方 级 数 可 以 逐 项 求 积 
分 .利用 1) ,(3) 两 式 的 正 交 时 -关系 ,得 (4) 式 中 的 展开 系数 


rel 一 


1 
ーー の 7 の Je の dk (51 
或 者 利用 7.2 吾 (10) 式 、 井 注 意 (eg。) 王 0. 有 
2 | 
i dz. 1 


当然 以上 只 基 "和央 性 的 推 晴 . 導 格 的 展 電 定理 如 下 : 
设 f(z) 是 在 区 间 (0,1) 中 有 定义 的 函数 , 且 | 二 /ce)dy 存在 ; 
如 果 这 积分 是 非 正 常 的 , 则 设 它 是 绝对 收敛 的 . 设 x 是 区 间 (a.6) 
中 的 寿 何 点 ,0<g で を で 1、 是 fx) 在 (4,5) 中 是 车 变 的 . 则 
ee = {fr + 0 fr — 0)), (7) 


其 中 ao 由 45) 式 或 者 46) 式 给 出 ,5 十 172 闵 0.ov 是 Jr) 的 正 数 堆 
点 ,av 所 antl- 又 如 果 Fr 在 (ea,0) 中 是 连续 的 . 则 级 数 在 “十 Ass= 
和 8 一 4(4>0) 中 一 致 收敛 ,其 和 为 ( ヶ ). 关于 这 定理 的 让 明 可 
全 看 Watson (1944), $ 1824…18.25』 或 者 Titchmarsh， 
Erigenfunction Erpansions Associated with Second-Order 
Dijfferential Equations, S 4.9(1946). 后 面 一 文献 是 从 本 征 函 数 
展 并 的 和 角度 来 过 论文 问 题 的 . 
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1. 下 明 


Ne Tae. 
2. 正明 


ve = +| eeosls sin dg 


[提示 : 把 被 税 糸 数 写 作 exptr cos 十 iz sin 8) ,展开 成 sin 8 和 和 
cos 8 的 宫 级 数 , 逐 项 求 积分 . ] 
3. 证 明 


coaste sin 8) 一 Julz) 十 2 YC)eos 2n8, 
n= 


sintz sin の) 一 2 3, tg)sIn(2g + 1) の , 
并 由 此 证 明 
x Sin z= 2142°](z) Ca) 十 6°Jte) — 1 }, 
z eos z = 2 — 3J,(2) 士 5; Cz) 一 
4， 由 公式 CP[ 利 用 4. 11 节 (6) 式 得 到 》 
COS 2 な 0 = 3 { 一 - )” een Cm EF. 


2n) 1 


并 利用 7. 5 节 (7) ,证明 


2 ーー ーー ーー 
Ja (2) = ( ke yp ビー LF? — Cm — 19°] Jate) 


m= m1 を 
5. 证 明 雅 可 毕 变换 公式 
a- 1 門 sn a ーー 
ein IN グー バー 3 1・3・5 ーー Din ny 


(太一 cos が ). 
[提示 :， 把 sin2 9 写作 所- 一 "了 (1 十 "3 ] 
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利用 这 公式 从 Cz) 的 泊 松 积分 表达 式 (7.5 节 519))7 导 出 中 
塞 耳 积分 表达 式 (7.5 节 (20))， 
6. 证明 


la) = 二 | Js cos の d9 一 二 | Ce sin の d9 


= 于 | jc sin 9)d9 一 | Jes sin の cos 2x@ d9. 


( 参 者 Watson (1944), $ 2.6, p31; 尺 会 看 第 31 题 . ) 
7. 利用 于 题 的 结果 证 明 
ce 一 3 (一 "(2z 十 2m)1 [ 


mn mt +m 
8. 由 7.5 tl15) 式 ,把 = 换 克 ?zsinBaa 换 成 2m: 对 尹 愉 刘 
但 求 积分 ,然后 利用 第 6 题 的 结果 ,证 明 
je ml) Com 十 下 一 1)1C2 十 Za) 
| 2 | = Cam) 7 ーー nl rete. 
又 由 此 证 明 
emitm— 1)! 
| 2 1 2m — 1)! 
(2 211(2 27 一 1 ， 
x 2 Sr 十 と 中 i 
9. 证明 
(一 Te の ai 三 | 
ta) = . ] | | 人 
y+ | っ! の 十 A) 
x | esin*gc: Ceos dad, 1 


其 RCI 是 盖 根 保 尔 才 项 式 (5. 23 节 ) 2 足 人 性 意 非 负 鉴 数 ， 
Rety 十 1220 提示: 利用 5.23 节 (10) 式 和 4 10 节 (7? 式 得 到 
cz) 的 微 南 表 拓 ,代入 右 方 积 耸 . ] 

7.4 节 {6) 式 是 这 式 的 特 蛛 情 花 ， 一 0. 又 当 5b 二 1/2 时 ,有 


第 七 章 還 卒 比 果 数 =19 


, 
そ 18 


エト (を ) 一 【一 i)"| al ep (cos の )sin 9 d9。 


其 中 P。(cos 分 是 勒 让 德 和 多项式 . 
10. 证 明 


1 了 人 人 ーー ーー 
内 を た コ al 7, les {lz cos サ 一 nsi(cos 旭 cos A 
十 sin ?sin の cos gsin’ le gin" gd d の 。 


中 ダー ジー 一 Pezgcos 基 を 是 任意 复数 . [提示 : 可 用 
390 页 转动 坐标 轴 的 方法 ; 会 厦 Watson !1944).p， 51. 1 


11. 证 用 
He = eH (C2), 


12. 证 明 
Re 二 Sn Ayn cot PT 


和 re 一 Te tL. に), 


村 


He Ce -= eT HD, 


- ーー 」 Sin PPT 
Hi Cee”™) = eH (2) - 2e (<) 
sin vr 


mint ] 一 vm ーー BIn TE 
ーー 
51n VT Sin PT 


， ， Sl PTT 
HS fee) = 已- HC + 2 TI 一 - -一 本 (rx) 
SI YT 


5S1n HRY 


siInt ] | nT ， 
日 Fa PTL - 
(e+e SlTi VT 


sin LT 


13， 汗 组 (ze” ジー eK) 


K. Coe = eK Mi ET <) 
in LUT 
14. 证 曲 
和 K 一 K.， =- 2K,, 


1, ュー ルル ュー 1. -一 。 ~ 
Ed Ea 


K, 1 十 Kn デー 2Ki 、 


二 2 

等) = Lg, | eK = (aK, 
を ds 

| | 0 
| zdz 1 を dz 

=1 K’ 一 一 KK, 

I 


K., = K,. 
15. 把 柱 画数 (7.6 上 节 末 }2Z,tz) 满 足 的 方程 写作 (2Z1)!' 十 (2 一 


we ')Z, 一 0, 证 明 下 面 约 化 公式 
站 zeodz= (2 ~ の) rmeds 
二 ZZ 
16. Zr) 12.(z) 分 别 是 之 阶 和 v 阶 柱 孙 数 , 证 明 
| PE 一 どー と jz ckz) 甩 Ge)dz 


= RZ kT ley ーー ア (4) う の 1 Cy)! 
ー(gー Zke) Zz), 
17. 利用 上 题 的 结果 ,证 明 
[22, (ka)Z, (ke dz 


テー 区 1 ke)Z (Az ) 和 kz kz)Z, いま そう 


ZT, kr) 


8 ーー ーー 
= {22, (ke)Z, (kz) ー Zi (ke ,1 (kz) 


— グル LTC を を ) う ググ 。 1 (2)}, 


一 dz kz 9 到 
上 ee デー の (Ce) シグ っ) 


9 っ ZC) TR) 
ー を Ge) BZ Ch) |+ ーー ンー・ 


18. 考慮 微 痛 dfs ZZ Cj ds 和 dizeZ ュ (を ) グ ュ ュ (を うす / 
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dz ,让 时 
《ea 上 g 十 の Z,(z う ググ.(s)dz 十 (一 疡 一 2 一 2) 


※ | ZZ,, 1 (x)dz 


= z {Zz)Z 2) 十 Lr)Z, (zy 
19. 利用 上 题 的 结果 ,证 明 
| Zt (を) ググ , 」 tds 


下 一 ーー ーー 
一 一 rr トト 


ZZ ds 


rr: 


i {ZR IZ te | Zo 2)Z, a), 


ーー 
rs 

和 地 de 
「2. の 2.c) -一 
を 


nm 1 
1Zu(z)FoCz) キ 2 DZ TE + ZIT, (2) | 


m= 


{rn = 1 sD) 
20. 设 “不 是 名 整数 ,证 明 
"や 全土 OFT(e tm 


nt 


上 
2 が 


加 

这 是 7.5 节 (15) 式 的 推广 .提示 : 两 边 乘 以 (zy2) ,证 明 有 有 边 级 

数 的 微 商 等 于 0, 因 此 级 数 为 一 常数 ,然后 征明 此 常数 等 于 1. ] 
21， 汪 明 


EL そる 


| | = Tt 
こ ユ 《十 Zn CE 十 于) 、 
~ 2 nty キ エー セー ァ a ヵ タナ キャ r ぁ キト Det) 


要 一 向 


其 中 ッッ ー。 不 等 于 负 整 数 . [提示 : 利用 上 是 的 结果 ,把 | |” 
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NAM 项 用 由 塞 耳 函数 展开 . ] 


2. 江上 明 
Re Te 
| Te 之 nT 1) 
Xx Ft 十 nn, 一 ;yy 十 1 を て 十 Zn aefz)， 
23. 证 明 


(z 十 严 ) 7] wz 十 而 ) 一 2 T(z i sz) 
上 hn mr 
— ー ラ | = 二 吉 
SY, Tn ソ テ ) 


。 [を 
(DL zh = 之 : 2 = アァ 


【上 | < |z|). 
24. 利 月 上 题 的 结果 证 明 


2 三 が 
de Vs 2 = と うま 了 (sz) ， 


sin アァ 十 22f = 5 Ly mC) 回 < こす ド | 
m= 


两 式 左 方 的 活 数 吓 看 作 兴 奇数 阶 贝 塞 耳 函 数 的 生成 函数 . 
25. 由 第 23 题 的 结果 证 明 
je コジ = (1 + OTS (7 证 ete, 


ml 


Ls Vl 十 Fl = 十 -7 了 > 1 [学 Jaz) (lk| <1). 
の 1 ヶ | 


了 一 站 


26. 利用 上 题 的 结 此 和 对 于 Yl = vTTE] 的 类似 公 式 , 证 明 


ーー 町 8 
ーー で 1 


其 中 Za) 是 任意 的 柱 医 数 (7 6 节 林 ). 


n= 
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27。 区 1 十 め づ 飛 第 25 题 头 一 式 的 两边 ,然后 今 & 一 1 得 


1『 し 


| | i = 
\2) NL 2 
で EE rat). 
试 由 些 证明 
Ce | 1 ) 一 Ty 也 | #1) 2 
の ー Tt ど ) 了 一 个 mi 十 nr 十 1) MM | る 


其 中 wx 过 wp 天 负 整数 . 
28. 证 明 下 列 如 法 公式 


Ze 十 划一 DZ D2) |z| < kl, 


四 一 - > 


其 中 2,(z) 是 v 阶 柱 消 数 G( 任意 ). 这 式 是 7.5 节 (16) 式 的 推广 (证 
明 参 者 Watson (1944)、$ 5.3,p. 143. ) 


29. 证 明 
、 _ 1 az be 
an br) = FD) | 2 | 
Fm ma) az)” 
X 2 mT p+ mt 1y 2 
30. 利用 上 题 前 结果 ,证明 
ew iz sin 的 一 ーー {2sin の 7 2 
っ | 
x > 時 =C “Ceos の )。 


其 申 CE(r) 是 普 い 保 示 多項式 (5 23 节 ) [提示 : 在 上 题 公式 中 分 
別人 人 ] 

- 在 第 29 题 的 公式 中 令 2 一 5 一 1 然后 应 用 第 三 章 习 题 16 
的 公式 证 间 庄 妆 星 积 分 公式 


Cah.tz) = Ce cos Beast rr 一 wg dd, 
a 


基 中 Reg イワ ウニ シー[. 
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32. 证 明 
| 工 ( 产 十 1 十 1 
| II 十 “十 1 


x や (な 十 ッ 十 2z)T(z キャ 二 m) 
= 


mt 


tz a 


[提示 : 把 (zcos の "用 第 20 题 的 公式 展开 , 习 上 cos( メ 一 ゆめ の, 求 
积分 ,然后 应 用 上 题 的 结果 和 第 三 意 习 题 16 的 公式 . ] 
33. 证 明 
Jz) 一 上 -oz = 3 y 十 Za) J, C2). 
[提示 ; 由 在 方 的 级 数 对 x 求 微 商 证 明 
[ap (ds 一 > {y+ 2z2]17 Ce), 


然后 对 左 方 的 积分 应 用 第 17 題 的 共 一 全 公 式 . ] 


34. 证 本 
ーー (キア の 2 
tz) = sn FE FX 十 1 gare 
( 参 有 Watson 〔〈1944)，8 5.7」p、154). 
35. 证 明 


Pe 


limP, | CO5 加 一 JofB) 
円 


P, (xz) 是 勒 让 德 和 多项式 (参看 Watson (1944).、 $ 5.71,p. 155). 
36. 证 机 


Je) 一 


ーー pt1 LE1 
ーー | (だ 一 1) ご まき cos(ee う dr 。 
也 


城中 规定 当 :在 实 轴 上 :一 1 之 右 时 argG2ー]1) 王 0. 
37. 设 jRecy) | < 自明 


它 co eiridr 
H‘"{z) 一 =| 
キー 2 1 
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(1mn(zg) 2 0)。 
i て 1 kt 一 
中 2 MT 3 | 2 | 
tjmle) a D). 
38. 证 明 
1 
rl + る | (2 。 ーッ 
K,tary = 二 ー | di， 
2 上 トレー フー ンー だ 二 の が 
2 テト 
其 中 Relr 二 1/2 っ Cir, arg wl<</2. 
39. 正明 
ー す すら エリ ュ 1 . 
2 2 a 《il TI 
Je) 一 有 ーー | edr, 
xii 一 2 kc - 
し タコ 
其 中 Q.. ょ で ) 基 第 -类 勤 让 惹 力 数 45. 17 节 (5) 式 ), -一斑 十 包扎 


arg = 二 本 + le| < :并 规定 当 :t 在 实 轴 上 i 一 1 之 有 时 arg 1 二 


0. [提示 :了 转送 使 完 全 位 于 圆 | 二 1 之 外 ,把 Q,_+1() 用 :的 降 顺 
展开 .| 


40.、 利 用 工 题 的 结果 和 第 五 章 未 习题 36 公式 人 ,证明 


ョ It et 
| eh Odr, 


1 EEPT —- adr 


P. :6 是 第 一 类 勒 让 德 申 数 ( 第 五 章 末 刁 题 31). 又 因 王 1 不 是 
P,- 了 (0D 的 奇 点 { 估 看 5. 16 季 (10) 式 ), 故 式 中 的 积分 坪 道 只 可 正 


向 比 1= -一 1 一- 周 即 可 ;在 力道 与 := -1 之 厂 的 实 轴 相交 之 虚 
argti+1}=0. 


41。 由 第 39 题 的 结果 证 册 


cq 


- ま (と す 】m 1 P+ 
HC) = | dt 
第 一 式 中 在 围 道 与 本 1 之 右 的 实 轴 相 六 之 点 arg (tf 一 1) 二 arg (十 
1) 一 0, 第 二 式 中 在 力道 与 :二 一 1 和 :==1 之 间 的 实 轴 相交 之 点 ， 
arg(t+1)=0.arg(t—1})—=—. 
42. 出 7,7 节 (14) 和 {15) 两 式 分别 证 明 


OR か キュ ， 
H' rz) = 二 | g “1eXP ーー(g 一 gg ld 


Tl 


ーー 
He 二 
其 中 1arg =|<r72 ,积分 围 道 如 图 34; 当 w 沿 围 道 趋 于 堆 时 ,arg x 


一 以 哥 证 积分 在 下 限 政 襄 . 


存 latg < 六 TX/2. 设 一 Tt/2- ocCarg sm/2 十 gg | < 中 


」 1 re Exp mL を 
HC 一 一 nu’ lexp je ー gTLD 5dg。 
KJ sp mw 1 2 
了 1 era eK fk 之 
有 (= 一 一 二 exp SG da, 
Ll A Im 之 


积分 围 道 分 别 如 图 35a 和 35b. 
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軒 3 は 5 半 35b 


13。 设 7 二 0,jRe 的 ) | 之 1, 利 用 上 古 的 结果 ,证 明 
—rrl 让 
Hr) = 加 | er ord 


1 
Pe” HE 本 
= ーーー| e "eh ve di, 
Lt 
に 
HI の ( テ ) ニ ー ーー | eー! wehs dg 
erm 吕 たせ 
ーー 一 | E TEh ve dr. 
nD 


44， 爱 里 CAiry}) 积 分 的 定义 是 


让 


eost 十 dr 


著 虚 苑 数 exptia 士 ixrt 寻 在 : 绊 面 .上 的 围 道 积 分 ; 围 道人 失实 轴 上 :一 
一 par0) 点 出 发 , 沿 实 轴 到 :一 之 后 ,后 沿 圆 引 (中心 在 :一 0. 半 
径 为 让 到 pe"™*, 然 后 洪 直 线 到 1 二 0, 叉 从 1 一 0 并 直线 利 ee 
其 后 沿 回 强加 到 -…p. 正明 


| costi!: + .et 


一 3| ‘eTexp(— rr Lor re Sexp(— 7 Le Trridr. 
出 此 得 
- す 。[ Dy /| 
| cos( お - .riydi = ニー 本 2 会 | J+ 全 マミ | し 
" 3 3 3 | 3 v3 3 Y 3 j 
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| cose? + の = 3 を 等 | Ea 


Zr | 


ー Ky 于 


\ 


45. 证 纯 
ber( を ) ーー eXD «(Cz) cos g 
bei(z) Yonz sin 


ker(z) _ exp a(— scos 


| 工 
| larg を | < そそ |, 


5 
kei(s) V 22/T ne <) larg gl < | 
其 中 
: 1 25 13 
ez うー ーーー 十 - ー ーー 
Y る Bl ze 384 v2z2 128z” 


そ Tl 1 25 
v2 8 8 2 16e" 384 w 2 zi 
46. 利用 习题 29 的 公式 正明 


3 。 
1 ー [Kg う (を ) + YL(z)Y,(>) ] 
Zsin っ 二 y)r 


- Cot テ (な mr [Jat を )YL( を ) 一 Yu の Je)]| 


ーー 1 に 。 」 + 二 ! 一 サー ， 
吉 | Fe BDI 和 一 一 


a 


3 cos | | ds 


~ vA _ | 
x r| 2 | | 
(を キッ デ 偶数 ). 

[到 


ーー ニー CLG) 十 Ye)Y Ce)] 
2eos 一 > (な 十 DE 


な 十 y 
2 


十 tan 3 Da CJ,(z)Y,(z) 一 Yo. の] 
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二 上 全 ー Ig no 
あり リレー ニー だ 


x T| ーーー 一 sj -一 と キッ ーー slsin st ・ | を | ds 
《2 士 尖 奇数 ). 


其 中 Iarg < 1! 之 ztT[D(2s 十 1) 的 极点 在 积分 鹭 线 之 左 . 其 他 T 函数 的 
极点 在 积分 路 线 之 右 . 


17. 利用 前 题 的 结果 证 明王 询 渐 近 展 开 式 
tC) 十 Yul)Y, 


< リー cot ラ (な ー Vn 
X cv ce 一 JI(E)YJtsi 1 


ーー ーーー FT を すそ ュ を テテ キュ 
Te Sih te — VT 
2 
ャ ー な に 人 
2 寺本 エ ーー po 5 シー ご 


Js 十 Ys)Y。(=) 十 tan 3 


2 (ーー VI 
x {DIY CE)} — (EYE)5 
2 ‘Tv 二 1 〆ー ル 十 1 
デー * Fi + + 
1 2 2 
Ne COS っ (だ VT 


srl lel 1 
2 ” 2 “2 x 


当 メール 時 。 有 


， ; 2 2 1 
Fe YES) 一 2 や て 2 )1( ル 7 ) 


いい 


了 
二 りう 四 1 


-48 证明 当 y-*-H+o= 时 ， 


1 
se tbm Tm 
Yr sech g) ~ 上 WW 2 t ] 


太公 r[ 了 | Cy th a 


V 2 


30 


持 丈 責 数 格 刻 


鞭 中 成, 時 7.12 节 (18) 式 中 的 系数 . 


49. 证 阴 , 当 |x 


| 一 二 || 王 于 大 |z| 寺 |v| 时 ， 


2 r| nt “3 | 1 
HP うー ニー Se の mh, (er) . 
em {= 3 了 リコ 
mm 二 | 
ie 3 1 


2 之 
He) 一 一 の 


其 中 |arg 


om- DB (Cex)ein の 十 - 1)*・ 


(Cy/6)3 の 1 1 


< < て 、 を gg テー お 。(ss) 王 1 BCer)— es, BCer) = 


2 ター 上 。 ュ ニー エル ュ 、 エー = i 1 25」 1 
を SBales) 一 FE ae Bites) 24『 を pa + 280・ 
うこ 
te 120 60 * T8400 
50. 由 7.13 节 (4)? 式 证 明 
ZD 交 Zura Tn) 0 
其 中 7, 是 yy 阶 柱 蚂 数 (7.6 肯 术 ), 几 的 定义 是 
Pcosgー ァ ー veosd, Wsingy—= ysind, 
当 テテ 0 村 ,yr0. 
51. 由 第 23 题 笔 一式, 令 sー ニ トッ カロ ーー2ry cos 8, 得 
JC ) _- ふさ (ry COS Dr rr 十 有 
pl Cr -| yd 
对 求 和 号 中 后 面 一 个 分 数 因 下 再 用 第 23 悪 第 - - 式 , 然 后 利用 第 
21 题 的 公式 .证 现 7.13 証 的 加法 公式 7) 
うー pe N+ mm) eat) Je OC ros の )。 
て Li 1 2 
to 站- 一] 2 


类 但 地 ,利用 第 23 题 第 


J-: 1 
ーー ~ To) の ( 


JP 十 mm) 


-起 ,证 明了 .13 节 (58) 式 


J-, ml) ra te os の 
工 ア 
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(ye こげ で x だ 一 1。 一 2.…)、 
52. 役 = es 一 2er cos 9)3 ,证 明 
| “ ke ater 
SAR ri am 十 | 2 ME 
R 人 2 | a ダテ 
回 i ka) J i lik) 
cas #R _ x Nk ym 上 1 1 3 2 
3 网 下 1 2 ! 7 
AR < 长， エ ( を gg ) 1。 LeiRr) 
= 一 > C2m ト 1) 2 ー 2 
R m= va wr 
53. 利用 第 五 章 导 题 44 的 结果 证 明 


P, Cecs の )。 


P,teos 9), 


P, teos 9). 


[exptizCeos gcos の + sin fsin cos 1 Csing) "lde 


mity + mm を) 


ーー 2 >) PF エ my) っ 


m= 


XC eos HT Leos の ). 
54. 证 明 倍 特 曼 (Bateman) 展 开 公式 ， 


2 J ,tz cos eos hz sin 9 sin 的) 
— cos の cos’g sin'd im" の 
pd ct ーッ ャ トト 2 十 1 う J Tr 2) 


Pint vt+nt Drivt+nd+ 1) 


gt トト トド 
ビー Hp pb 二 + 十 1;v 十 lisin 


XP nvint 1 二 lsin’g) 
(peov 性 條 整数 
(参看 Watsom (1911)。 $ 11.6」E. 370), 
55， 证 明 


| sin iL. te cos の )(tan "dA 
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(Rety) > Ret > ニー 1). 


[提示 ; 把 工 (z cos 急用 宪 级 数 农 开 , 利 用 7.14 市 (1) 式 逐 项 求 各 


分 ,然后 利用 第 21 题 的 结果 . ] 
56。 证 明 


[ee sin の sing)C Ceos H) {sin FT tqg 
a E 


ーッ Fin Csin め ビ CCCcos の JJ 4 を) 


(参看 Watson (1944),， き 12. 14, p. 378). 
57. 利用 第 54 题 的 倍 特 曼 会 式 和 4.10 节 (13) 式 ,证 明 


が alc co Ce insin の cos の dg 
Ll 


| 


[ore ー gd ょ 


一 人 3 Tr ts) (Retp) Rety) テー 1). 
又 ， 由 此 利用 员 塞 耳 函 数 的 递 推 关系 证 明 
[one -Ds = 全 


(Retp) > 0,Rely) テー DD. 
58. 利用 上 题 的 第 一 式 和 第 3 题 的 结果 证 明 


上- 一 上 和 一 sinz (|IRe(z)i < 1)， 


Le d= ts — coss (一 」 で Re(z) < 2). 
0 
59， 证 明 
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| cos C2 dr = ste). 


[提示 : 考虑 积分 所 满足 的 微分 方程 , 求 出 其 通 解 ,然后 根 据 积分 
在 *-…0 叶 的 性 贰 定 解 . ] 
680。 证 明 


[since -- 1) Oa, 


一 と 人 区 一 ?ra (lz) (Re(g) > 0), 
"= 


[提示 : 参 虚 v= | je の の ai 所 满足 的 微分 方 穆 , 用 参数 蛮 
值 法 求 出 通 解 ,然后 根据 在 = 一 0 时 的 性 质 定 解 并 应 用 第 57 题 


的 第 - 式 .] 
61. 证 明 


Go r 十 っ | .. 


| (が ) だ dz 1 
> や ー1 Vx Ct + の 7 
(Re(b) > 0, Hm( ち )| < rr). 
62， 证 明 
| < hj tf sh gd = Lif 二 cv 十 1P “Cech a) 


(Re( Tr) > 1),， 
其 中 PP "(z) 是 第 一 类 连带 勒 让 德 匠 数 (5, 16 节 ). 
63. 用 上 是 的 结果 部 第 五 齐 避 帅 57 的 惠 卡 生变 换 证 明 


Q Fecha) 
| oe CN dt = /2 1 
i “ sinca -tt vn 元 (sh うさ * 


共 中 Retyt p>0,Retch の テ 1Q 1.(z) 是 第 -类 连带 勒 让 德 
中 数 (5.17 节 )， 
叉 册 此 证 明 


434 特殊 函数 概论 


eh a) 


| em Cr dr = J Tie e+ 二 
a she 


其 中 Reko) > [Retu)| ,Rececha) > -i, 


64. 证 明 
| Sh の Je = RR 6 ' 


其 中 Res(e 土 ぁ 土 ic) 四 企 数 都 是正 数 ,Re(。 十 2 の Dー0. [提示 : 和 
7.14 节 公 式 (3), 令 其 中 的 六 = 一心 ] 
65. 证 明 


下 (CA2) 


"= odr 
2 1 


| かー 


(DO < Re(g) < Retoy 十 1/2). 
[提示 : 利用 7?.15 节 ({2) 式 中 的 后 面 一 个 公式 , 令 一 0. ] 


#56. 证 天 
| < PT Catye dt 


ri et 
1 op 『 2 1 
2 村 を キッ ォ オ ュ ーー テー 


一 ーー | | IEii 。 ; 

2 が 17! 2p, し 2 dp 」 
| ea | 

る | ー | に PE FE | ーー デ の < 十 1 和 2 十 1; 


= gyre Dlzp! 
Llarg あぁ | < nd, 


87. 証明 


Reo 十 め ゆり デ 0). 


四 


rs pa wr ， 
| 「]。。(g7)d/ = 255 et "Bp:| 


4 
(largp < rn/ Re テー 1/2). 


58. 证 遇 
| a* 十 を ラート ・ 


| ec di = Daexp | I | 券 2 | 
出 
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(Retp) シー. larg pi idl. 
[提示 , 利用 7.14 贡 公式 (3). 令 其 中 的 和 一 0] 
69。 証明 


| A 十 点 十 + 
| | K DL Fp 1di pt ーー 2  . | 
rp TO 1 Te 十 1) 


x :F| と 十 “十 1 の ーー 2 デキ 


1 
产 十 1 和 2 十 4 有 一 2 十 ーg 7 が | 


LRectA er トウ ワニ 0 |argp| 4). 
「 提 示 : 利用 第 29 题 的 结果 . ] 


?0。 証 用 下 列 不 天 氏 節分 公式 
"Jtat)}, Coe) 
ーッ 


| cab, 
2 だ も ロロ 
Ti gi (Retp)>0). 
[ | 
| ED) 
Gi | Tcatysin bt 
t 『 
in | 7 
一 Sin ae SIT( あ も) 5 (uh). 
ーー こ ーー 
a'sin( ur?) 【Re 11 
PE ーー 。 [uh) 
カー pb 上 
全 s bt 
imi ) | Je(e7cos bt 
1 了 
の Harc nba (go の) 。 
| (R >0). 
a'eosteur/2) et 0) 
コカ ーー jp (Cup) 


pt Vp g 


ま 36 


特殊 是 数 概 论 


ep | 
1 


tat)sin adz 


Shn (arc Bin《 ち /g2】 


(Re(g う テー2). 


Va pb (Cabh}, 

一 GOsTPTA2) ap 

Vo—a lbt wea} 一 

(Cv) | FCaDeos ordr 
En 

rostrare sintp/a})} 

es pi 一 一 (tap), 
dsinter/2) 

一 (Cab) 
FF ht /Ba 


71. 


然后 利 


72 


证 明 


r= 


用 上 題 G) 研 明 当 0 テテ 0 Bf 


Reta) > -1). 


Ss], Cz) = を | Fo 时 て ReCp) > 0)， 


Ll zl 安 1 2. 


. 证明 
hf 十 六 4 キキ 1 エエ ルーgー4 十 1 
er 各 2 IF ーー テー 
， r = TG 1) 
リッ キル ター4 キ キテ アー ルター スキ 1 
并 BN 2 * 3 i 本 ] a 


(Rela) > [mceyi, Retvi+ 1 > |IRevg)| 5 
及 其 特 弥 情形 


(2g )7(2 の ) 


T( 二 シー 1) 


| Kg )J( 一 


(Cas + 1 1 


(Re(g) > [mi, Rety 1) |Re(z) |). 
提示: 利用 第 63 题 的 第 二 式 , 令 其 中 的 ch a 二 0. J 
73， 证 明 
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Lhe )” 
2 tT (pe 一 の | ッ 十 3 FI っ | 


| J Cut, Cane de = 
1 
x | Ca oo Be ee be eos の ゲト sin を ed の 。 


北 中 科 Retz) 和 Rety) 者 大 ギー1/2 
(< で (一 ED) て (ちら 十 r う 7)。 


0 
c 和 十 十 ce 之 闻 )， 


(az 从 于 人 -- 
(ec 


A= are COS ダキ ど キビ どー ニーダ 
ーー ビ 2 


i 
{参看 Watson (1944), $ 13.46,p. 411). 
74. 证 明 
2 一 2 下 Tr 
| [cat) Ty) の _ 
6 2w(3 り |F| > + ] 


gg 0) 


(Re(y) 0, 


《参看 Watson (1944), p. 4152. 
75. 证 明 


(largi| A xr) 


i 之 | 
[| mm 」 [ ef 
| f exp|t 十 zi 


L (<) : 
2 
《| 四 ュ ェ 
-es 
| larg を | < る 


如 果 Ret め ー0. 購 語 面 世 式 在 arg z= 土 x/2 时 亦 成 立 ， 
76. 由 上 题 的 第 革 式 证 明 
sin ee “dg 


L(tz) = t| ei icos wide 一 — 


并 利用 这 式 证 明 
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Ks) 一 | ehiebh vedr | larg を | < る | 


] 全 一 se 一 > | ， -| 
一 ;| Ee rds | :arg < | こう | 
pl fl 
一 2 。 Pf 2 + | | 
1 一 テ 十 eamm ゃ で テ 十 @。 lel そこ 
| 


77. 利用 上 題 中 K.(z) 的 最 后 - ・ 邊 AE 


| Le Ke Ve + 
| (C1? 2 7 


rd 


i ョ ミー イー! き 1 
va? +b K, ,fe vi, 


a" | 


其 中 和 名 是 正 数 .Re(j) 计 一 1, |arg z に 
78. 利用 上 题 的 结果 证 明 


x ! アー 
| eo SP EY ,a 
n A 一 本 
1 アー ョ ーーg い 
et Ye tH) この 」 
a ・ が 


其 中 的 积分 路 线 须 娆 过 奇 点 + 一 ?5 从 上 上 廊 绕 过 叶 右 邮 的 指数 函数 
F 段 信号 , 拓 下方 鐵 計 時 取 正 号 . 
79. 由 7.15 节 (16) 式 ,上岗 边 除 以 六 . 令 5>0, 得 


~ 了 A EE ーー 
| ie ば ーー rd 一 _ 2 (メー i ge ーー 1 tas 
r (だ Ea 4 に コ 
rg 0、 Re| っ ー 一 | に > Relr > シー] 
【 | ! 


六 忒 中 把 z 挤 成 22.a 挤 成 2 sin が 、 黙 店 由 の 9 テ 0 至 , > 求 和 分 ， 利 
用 第 31 三 的 诺 埃 曼 公 式 : 证 明 
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2 
+ dy 


ー Pte 1) 到 J 12e sin の )d の 


Te 1n" | 1g 


Re| リー テン Re の ) テー ||. 


80. 在 ?7.15 节 (6) 式 中 已 5 写作 w, 以 wt! 张 两 边 ,出 9 
到 “一 求 积 分 ,证 明 当 >a 时 
rc" la wdt — 2 as) 
{Rety 十 1) > Ret) テー 1). 
81. 在 7.15 节 (16) 式 中 把 a 写作 ,以 ww ' 际 两边 ,由 w 二 a 
《 设 a 到 记 到 一品 求 积 分 ,证 明 


本 - {a wt a er 
下 1 上 一 ーー 
| の いい 


(ep, Re 十 2 の 2 > Retp) テー15. 
82. 利用 第 31 晶 的 午 頑 更 公 式 和 第 80 题 的 结果 ,证明 
| IC Jig vt te YL + 
0 


-1 
(+ tt 
Tt LCgz htas) 


(gz。 Rety 二 A 二 5/2) Rete 0). 
83. 利用 7. 14 节 公 式 (3) 和 第 80 题 和 结果 ,证 明 
eo = a vi ice だ 十 >) 
i 


un 
Pep) Jlaz) (cz) 
ーー の と Fad Fr 


(百人 站 + Rel2y 二 55/2) Ref > 0). 
志 此 用 归纳 法 证 明 


4i0 特殊 画数 節 玲 


.fa VE FE 
由 [1 {a だ 十 六 Te [| [2 
(Cr? 十 Es 7 。 Pa 


@> Daa, Reop 十 ay72 + 1/2) > Re(p) > 0). 


84. 正明 


「 Jeg( 十 の )J あ で 十 93 
ー Ce 二 


ーー 2(@/2 「 3 3 2 
DT DT TT 7 CO 


X cosf ts — bcos glsin“g dg, 

其 中 a 利 ぁ 是正 数 : 若 z デ ぁ , 科 Re(g キ ウーー1 若 2 デ ぁ 则 设 Re(g 
+ ウン >0 以 保证 积分 收 人 请. [提示 , 利用 7.4 节 (7) 式 和 7.15 节 (8) 
人 


je) 


. 前 题 公式 右 方 的 积分 只 有 在 &g==1/2, 或 者 a 一 8 时 才能 化 
说 或 者 算出， 试 证明 
「 sin 1 g( を 十 ょ ) 


Ja(6zydz = mf。(gz う bE a}, 


を 十 』 
や 。 min gWe 十 cos wz ・ da 
| ーー ティ ュー ゆ sh dt = 2| ルー Osa) 
和 只 第 (Hardy) 公 式 
「 Jitg(z 十 の],( (ale +), 
ーー Oe 
IT(g 十 LE = 


3 2 上 Jakz 一 5) 


《2 一 うー 


ra 3 3 | ° 
(Re(g 十 め テ 0). 
86. 证 明 


击 | [zcez)H ax) ー emZ (pres)yHOD (aren)] 
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テー] 1 dd 1 f11 
^ て テー Dr Tp] | zr) Zeb IH (ar)], 


其 中 a 宇 6 汪 0,m 是 让 整数 ,rr 是 中 部 大 于 宝 的 任意 复数 ,zkz) 是 
任意 的 g 敗 柱 画 数 (7.6 节 末 ) .1Retoi1 十 1IRego is ReCo<2rr 
一 4; 若 a= 二 6;, 则 最 后 的 不 等 式 中 2mm 十 4 应 改 为 21 十 3 提示 : 考 


虚 围 道 积 分 
の 
ーー すず) 


Ea | the) 


已 旦 7.15 节 图 32 中 的 围 遵 . 】 
87. 在 上 题 中 如 果 p=2m 二 3, 面 且 ッ ー ム 、 人 金 
Z,tax) = cH Caz} 十 f2H Cas) 1 


证 明 
i mn ED ds 
[Zcar)Hi Car) + 2Z, tase")H; ーー ター 
一 1 dd 本 |. {1) Ce? ER ーー 
一 zi 二 | 7 ター グ (gr) う HI (gr) | ーー ー . 
s8， 证 曲 


“ 可 | Fr ET) fa), 
| J .tax Cor) 2 ーー ーー 
- ーー Tl 日 -. 
5 LilarH tb tab 


(Rerp) > DD. 


89. 貴明 
上 一 x J, ij の A 十 如 } ょ 11 _ | mn 
mi Cr A! Cr HV (ar) — emHN Cre™) dr 
I d um + 
2 Yr Fe, の | 


D+ 1 な -机 | | デー fr< 十 に うか 3 
(Ret < Reto) < 2m 十 由 十 RefA))， 
及 其 特殊 情形 (利用 第 13 题 的 关系 式 ) 
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上 11 デー の ) 
。 A 十 ** Cx: 十 7 


3 ra 
一 10 KCak). 


90. 由 Jagr) 的 令 数 表示 て 7. 2 节 57) 式 ) 易 证 


TL(gr)d ェ 


Ltar) = 


也 Tis) gr の 
六 EC キュ キロ | | 机 


其 中 Ret の の >a 和 x 都 是正 数 . 利用 这 式 证 明 


ーー 好 十 六 の 十 ど 
「 Cardr Ft r 2 ue 十 1 一 | 2 
a 7 FF 二 DTG + DT 
十 ”证 の を | 
x JF, 5 ッ gr 十 1 本 | 
a leeT 上 と 六 ァ ー 1| 
+ ーー 
ar + 3— -二 上 
2 ME 2 了 | 
lie ビー | +p 1 
六 下 | 上 1; 二 24+ 2 > 以 十 分 2 ! 4 | 


(一 Rel < Relp) < 2Re(g) + 7/2). 
91. 利 必 第 76 题 中 开 ,(z) 的 第 - -个 积分 表达 式 证 明 


Kte)K. tx)== 2| KR A2z ch ・ch(gー ル シル) ・ 中 


ーー 
一 ?| KK2 ch お ・ch(g 十 wt dr 


{从 看 Watson (1944),。 $ 13.72、p. 440). 


92. 証明 講 列 由 多項式 (7.16 闻 } 的 积分 表达 式 
0 一 全 /ET + VE) 
[eo 


2 


e ‘dz, 
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93. 让 明 


テー = OQ) + HD + ENG 十 … 


DEN, (0), 
其 中 


二 2 
CD = > 0 (nz > 1) 


陈 为 第 二 类 诺 埃 曼 多 项 式 ， 
94. 证明 上 题 中 的 多 项 式 Q.0 ) 满 足下 列 递 推 关 系 ， 
gi の 一 一 2 (ば) 十 2 C1 


2 上 1 
, Ct) 一 CD > っ 4 人 7・ 


の Ot 2 人 7) 0 2 9), 


Oe) — 1 7 二 1] rm 1 
! 提示: 参看 7.16 节 关于 人 9 的 遂 捧 关系 的 推导 ,并 注意 利 册 
7.5 到 (19) 式 . ] 
95、 利 月 第 20 是 的 刁 开 公式 让 明 
2 


ADL te Cle lth, 


其 中 本 天 0 一 1 一 2 


2 ~ Pe ni 
A 一 ml \ 21 
是 1 的 5 十 1 深 多 项 式 . 
96. 证明 诺 埃 曼 展开 (7, 16 匠 ) 的 推 ,一 一 盖 根 保 尔 展开 : 设 
2 是 ,< 过 民 中 的 解析 因数 , 风 有 
fl 一 人 edsfs)， 


本- 下 


了 tt) 一 
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其 中 
= 
a i /OA di 


局 代表 圆 |z| 一 妇 ,4 是 上 题 中 的 展开 系数 . 
97. 利用 第 32 题 的 展开 公式 证 明 


キッ ニ 

ーー = PR EC EC (lz| < 人)， 
其 中 
jo) = 2 (十 十 共 


， 


< lg キテ ーm ト Ty キー タナ Tuttn—m) 


x 2 mr キャ キャ ー2m 十 1) 
f Lm 
~ (3 
是 17i 的 nn 十 1 深 多 项 式 . 
98. 设 が ぁ ) 在 =| 扫 > 中 解析 ,证明 
er f(s) = めじ 中 内 に 3 すう 】 きす うお 
m= 


其 中 


ター の あの 
C 代表 图 |z| 二 7 ,Bw 时 上 题 中 的 展开 系数 、 
99. 证 明 , 如 果 Ac) 是 | 守 r 中 前 解析 赦 数 , 是 了 げ (一 >) ニ 


zl* 则 有 展开 式 


le) 一 > a Cx) ， 
其 中 
1 で 
Hn 一 | sf Nd, 


で 代表 圆 |=| 一 r, 总 .5 是 第 93 题 中 的 展开 系数 ， 
100. 证 明 


第 七 意 ”外 赛 耳 函数 Ad5 


| = Te 十 m) 


| = i on Cy + Za)e 


其 中 = 满足 ?7.17 节 (16) 式 (参看 Watson (1944), $ 17.5,p 


571). 
- 利用 上 题 的 结果 证 明江 
= DG + De 
其 中 
(お 人 た, 


ダ ぃ の ニテ 1 2 | Gta TOT) 


a -zm I 


当 ャ =0 時 Pe 本 取 力 1. 


然后 由 此 得 到 普遍 的 卡 普 坦 展 并 公式 (参看 7.17 节 ) 
f(z) = int + nyz}, 


A 一 一 ーー 2) A ,fdi, 


其 中 f(z) 是 7.17 节 (16) 式 区 域 gz)sSgtgs1) 中 前 解析 函数 ,C 


是 这 区 域 中 正身 绕 z=0 一 周 的 围 道 . 


102， 由 第 100 航 的 展开 公式 证 明 


(| = _ 2vEPCv 十 > LC2v 十 
2 Pi2v 十 1》 CT 


at 十 my)z}， 


并 得 到 一 个 解析 郴 数 用 天, 。{C 十 ma)z} 展开 的 公式 . 


103、 設 地 Fr 在 区 间 CsSzsS1 中 的 积分 绝对 收 人 第, 为 方 


程 


(Hk = 0 (x) 


Watson (19443，8 17,5，p，571， 该 处 .se 的 表达 式 有 误 , 这 可 通过 取 特 
殊 慎 += 或 1 而 验 让 (参看 7.17 节 (6) 式 )， 


416 特殊 也 数 概 沦 


的 正 数 根 。 为 实数 常数 ,w= 一 方 .证 明 , 如 果 f(z) 在 (4, 夏 中 是 
周 変 前 面 6 近 a 二 5 所 1, 则 对 于 a 十 x 所 5 一 434 为 任意 小 的 正 
数 ) 中 的 任意 = 点 有 独 尼 Dini) 展 乾式 : 

> {fr FO fr om 0 = DA Cer), 


m= 


其 中 

A = [tk dr | | fc kazddz; 
如果 .Fr 在 (ae 中 是 连续 的 , 则 级 数 一 致 收效 于 が な ). 
当 五 十 ?=0 时 ,方程 (*) 成 为 下 JE 一 0( 和 参看 7 了 .2 节 
《127 式 ),E 一 0 是 它 的 一 个 根 ; 这 时 上 面 fz) 的 展开 式 中 应 加 一 
项 A 


4s 二 2G 十 | 1f Cr)dx. 
104. 设 (xz) 是 以 z 一 0 为 园 心 的 同心 图 c 和 人 所 潮 的 环 状 区 
域 中 的 解析 范 数 ,证 明 
Fe 一 六 caCe) + he) + Cz) + 


十 80; (x) 十 BO Cz) 十 B.D, C2) 十 
其 中 
an 一 去 | DO (dg 。 B= 雪 | Ft di, 
TC Tl 


O,(z) 是 诺 埃 曼 多 项 式 (7. 16 节 ). 
105. 证 明 

ロ 『 『 

JF。 ッ ュー = | Te 1) 


e "PF, 


一 | 地 


vy 十 去 ;2Y 十 1i2iz] /re 二 1)， 


106. 由 7.15 节 (11) 式 证 明 (Cmsa 为 非 负 整数 ,wv 一 一 1) 
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| tam td 


[oi dant 2) Gn=n), 
于 是 . 当 x 记 0 夺 ,形式 地 琳 得 展开 公式 


fz) = Ye.(2y キト 


其 中 
な g。 = ビザ の Ja の 


关于 这 种 展开 的 理论 ,参看 Wilkins, J 下 . 。 Butl. Amer. Math. 
の 34 (C1948); Trans, Amer, Math. Soc. , 69, 55 
85 (1950). ) 


第 八 章 ”外 氏 椭 贺 函 数 


8.1 椭 较 积分 与 精 圆 函数 


在 实际 问题 中 椭圆 函数 往往 由 椭 贺 积分 而 来 . 帆 隐 积分 的 普 
遍 形式 是 


Ice.ydz、 (1 ) 
其 中 RCr.y) 为 x 和 3 的 有 理 函 数 , 而 
22 一己 (一 十 rm 十 cx 十 rr 十 ce (2) 


车 a 二 0, 则 和 多项式 PCz) 由 四 次 降 为 三 次 , 三 次 和 四 次 多 项 式 情 形 
者 属于 椭圆 积 分 . 兰 多 项 式 的 次 数 高 于 四 , 则 为 超 椭 辐 积分 .三 次 
多 项 式 情 形 可 以 用 变换 +=17t 化 为 四 次 多 项 式 情形 : 
Pl = edr + ee, | 
P| | = P,P 一 二 dc 十 机 ,| (3) 
y= wl = 7 VPC， 
其 中 Pi(0) 为 四 次 多 项 式 . 另 方面 , 苦 知 道 四 次 多 项 式 的 一 个 二 
点 了 一 2 可 以 用 变换 二 一 176z 一 z 化 为 三 次 多 项 式 情 形 : 


一 十 二 


| 1 | 
[で 十 去 | = a 


二 二 
lm キ ま すす 引 ゃ すす < 
1 


= BP), し 
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P, (= Car orit eri + gr + DE! 
+ (4ar 十 38z7} 十 2er + IE 
十 (6ezi 十 36x1 十 这 -HT (dgr」 十 の) を 十 g. 
(4) 
由 于 zx, 是 Ptr) 二 0 的 根 , 故 P15) 中 台 的 系数 等 于 宕 ,而 了 ,成 
ガー 決 多 項 式 . 由 上 三 次 客 项 式 和 四 次 多 项 式 情形 可 以 简单 地 互 
相 变 换 , 它 们 相应 的 积分 的 性 质 是 - - 样 的 ,都 是 椭圆 积分 . 
痊 玉 椭圆 积分 可 以 归结 为 儿 个 基本 椭 加 积分 的 组 合 . 现在 对 
此 作 一 笨 单 说 明 , 详 细 的 讨论 留 色 椭圆 函数 讲 了 以 后 ( 见 后 10.8 
节 ). 利用 C2) 可 拒 RCr;s} 表 为 下 列 形 式 ; 


Az) Ra + OD, 


(5 ) 
共 中 Az) 和 R(x) 为 < 的 有 理 淆 数 . 积分 |R Crjdr 可 以 用 初等 
函数 表达 ;只 剩 下 |RsCr)y "dr 是 椭 贺 积分 . Rx) 可 表 为 


- ーー ”1 mm | こっ を ーー の ーー 
R(x 一 之 ao る な が) (6) 
其 中 msbm 为 常数 .由 此 可 匈 李 加 积分 上 结 为 下 面 随 和 神 类 型 
A dx 
er | 


址 P(x) 是 二 次 多 项 式 的 情形 下 .可 以 证 强 了 和 .能 用 三 个 
基本 自问 积分 7 表达 .证明 如 下 . 求 微 商 
是 POD) = me PD + 
1 


一 Re a トト トト dz 十 e) 


上 上 っ (dos FF B35? 2cr 十 の | 


= [em + Yar {jp 十 3 oa"? 
2 1 2 
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十 (ma 十 1ycz"1l 十 [= 十 の 十 mer" 1). 
求 积 分 ,得 


Gn ~ 2g7。 ュ キ 「 


I 十 Bent 十 Gm 十 De 


十 | 7 十 3 al, + mels_ = P+C, (8) 


其 中 で 为 积分 常数 . 

当 Pr) 为 三 次 多项式 时 ,ea 一 0 公式 (8) 在 依次 令 严 一 0 
时 ,给 出 元 用 阿 个 蓝本 猜 圆 积分 , 表达. 同样 有 ( 设 已 (六 为 一 
次 多 项 式 ) 


d PO) 1 Ir 一 、1 
dr (テー タル (テー な 5) た! ッ | 2 フーン KZ2[ 
_ 1f を P() 1 | (ぬう) 
yl ロー 2 ray 
十 (1 一 の PCA) | 1 | Ph 
lr — A)! | 1 ーー 
求 恋 分 , 得 
ー POR 十 | テ —&|P' cy, 十 ph 1 
i 1 点 wv Pix) 
十 | ーー PT 一 人 二 1 て (9) 


很 思 然 有 二 JT i 二 一 .在 (9) 式 中 依次 邻 二 1 上 12, 我 
们 求 出 .志向 济 和 工 , 表达 . 

从 (9) 看 山 ;假如 廊 是 PC 二 0 的 根 ; 划 (9) 的 左 方 第 -项 等 
于 才 , 而 在 不 = 二 1 时 把 J 用 工科 荆 表达 出 米 , 因 而 普 玉 的 ,7 也 林 
用 7 和 了 表达 出 来 . 

二 个 基本 帆 圆 积分 五 ,7 分 别 叫 作 第 -种 ,第 二 种 ,第 三 种 
椭 图 积分 . 第 -种 椭 辐 积分 的 反 演 是 酉 辐 摧 数 . 这 右 两 种 标准 形 
式 ，“ 种 是 外 氏 CWeierstrass) 椭 同 消 数 % 二 ptz) ,用 的 是 二 次 儿 项 
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= 一 | 一 (10) 


其 中 g; 和 gg, 为 两 个 常数 . 另 - 衝 走 共 氏 (Jacobi) 樽 固 豆 数: ニ 
sn g: 用 的 走 凹 次 多項式 : 


_ | ーー 吾 
sf ーー ーー ーー ーー 
tv お (1 トー だ だ ) 
其 中 为 一 小 于 1 的 常数 , 美 二 如 休 所 一般 的 捅 辣 积 分 化 为 标准 
形式 癌 灼 以 后 再 讲 ( 岂 10.8 节 ). 
精 阁 琢 数 的 各 称 来 源 于 求 居于 的 于 长. 设 棋 区 的 从 标 为 
a). {121 
线段 二 ds 为 


dim VU Ty aE hp dg 


(チー Sl th. (11) 


一 ww rosXe dp。 
其 中 一 个 一 六, 今 cos 一 ぶ 得 鐵 段 氏 妨 


A pe 
ュー gd] "ーー で と 4 = a| ーー テー dz 18) 
・ A ee) 


焉 这 个 公式 中 出 现 了 屈 回 自分 ， 
8.2 椭圆 积分 的 周期 
疹 虑 第 一 种 梢 厨 积 4 

が (こう) 一 | -dz 
“ta 
其 中 忆 ( ?县 一 次 和 多项式. 或 并 是 四 次 多 需 式 . 根据 上 节 5 拉 式 , 四 
次 多 项 起 的 积分 可 以 用 变换 化 为 三 从 吉 需 式 的 和 分 .因此 可 以 只 
芍 灌 二 次 多项式 情 寿 . 划一 次 多 项 式 的 二 个 志 点 为 eee 作 
茶 线 分 别 由 | 到 we、 出 es 到 ,出 3 到 っ. 設 LL 为 由 に 到 に 的 一 
条 直接 线路 ,不 与 这 二 条 线 相交 (图 6. 蔡 由 出 发 .经 过 任意 用 


(」) 
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折 复 杂 的 线路 ,但 在 过 程 中 不 

与 这 三 条 线 相交 ,网 到 达 = 点 

的 积分 数值 总 是 一 样 的 . 现在 

考虑 由 zo 出 发 而 围绕 ce。 - 周 

的 线路 . 令 

“ds 

E, = 『 FD (8) 

积分 路 线 为 从 se 出 发 沿 着 不 

图 3 与 三 条 线 相交 的 路 到 达 “ (有 

时 可 用 直线 =se) ,并 上 且 假 设 在 

出 发 点 VP(zu) = 围绕。 - 周 的 路 线 可 以 设想 为 三 段 组 成 ,第 

一 段 为 xue ,第 二 段 为 于 绕 w -出 的 小 加 ,其 半径 为 无 限 小 ,第 三 

段 为 oz. 围绕。 … 周 后 , VP) 安 了 正 负 号 , 故 第 三 惧 积 分 为 

一 (一 已). 第 二 段 积分 趋 于 零 , 故 得 络 绕 6，- 周 的 积分 为 2E,. 由 

于 第 “ 段 积分 为 零 , 所 以 围绕 。 周 的 积分 数 信 与 曾 绕 的 方向 无 


关 , 只 与 出 发 点 根 式 值 的 自负 号 有 关 ; 候 如 在 婴 发 点 下 MVP) = 
一 %, 则 围绕 。 一周 的 积分 为 一 2E,. 

设 了 为 积分 (1) 沿 着 直接 线路 上 的 数值 ,出 发 点 根 式 值 为 ww 
积分 的 普遍 路 线 为 光 绕 三 个 点 ee 各 若 于 周 ,然后 再 沿 工 到 
zo. 设 先 绕 6 一周, 且 绕 cpl 可 以 仍 为 ce 一周 、 依 次 鐵 erreas…。 接 
连 绕 隔 周 的 积分 为 2(E, 一 En), 拒 如 总 的 问 数 是 偶数 , 则 最 后 沿 
到 > 的 出 发 点 根 式 值 沪 3o 因而 沿 工 的 要 分 值 为 了; 假如 总 的 周 数 
是 奇数 , 则 晤 后 出 发 点 根 式 信 为 --»,, 办 而 秩 分 为 一 1. 这 两 种 情形 
下 (中 积分 Ftz) 的 值 分 别 为 
Fz) = EE 
が (な) = 2E. EN 2E, EE) + 2E, — 1. 

为 了 简化 这 两 个 公式 ,引进 四 和 oo， 
ーー £3) 
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由 二 一 王 の 一 の だ 。 王 ge。 十 (の ー リ )) 敵 可 拒 上 上 面 両 全 式 子 
箱 化 为 
Fl + の gg tt Dn,, 1 
Fi gE 1 2mw, -t+ Zt;, | 
其 中 六 和 xs 为 正名 莹 数 ,从 这 个 公式 看 出 ,2w 和 2ws 是 椭圆 积 
分 (1) 的 两 个 周期 ;意思 是 村 于 从 zz 外 的 不 同 中 线 , 积 分 (1) 之 
位 相关 2g」 或 2w, 的 整数 倍 . 
现在 证 时 歼 个 周期 的 比例 ww 不 是 实数 .而 能 复数 . 为 说 明 
方便 起 见 . 没 后 一 ar 一 le 一 0 这 可 通过 变换 = 一 “十 人 es 一 让 于 
而 实现 .这 时候 


(4) 


『 ds 1 ds 
On = | ーー 一 | ーーー- 一 一 ーー- = 
1 ets ts - a ' Vell 一 Rd — 2) 
(5) 
呈 以 这 di>1. 这 寺 反 路 ,wo 一 ww 为 病 碟 数 : 
Lu dz 
Gr, t= | ーーーーーー ーー 一 - 一 
| ota I 
= 士 | ーー ニー qe ーーーーーー ーー 。 (EY 
1 wefz 一 Ta 一 2) 


由 此 可 昂 现 个 周期 的 比例 wi 不 是 实效 . 
让 i 为 复数 .在 w; 机 分 中 作 变 换 ==o .得 


fl 本! 
に | 一 | 一 一 ! 一 一 一 - 站 {7} 


由 紫 式 可 以下 明 、 若 a 的 虐 部 明正 吹 ・ 剛 wa 的 炭 部 明正 的 , 町 as 
的 虚 刘 下 负 的 ,因此 men 的 虚 部 不 可 能 等 二 二 ， 

从 上 而 的 讨论 看 来 , 椭 加 积分 的 友 演 , 即 椭 镶 函数 ,总 一 个 双 
周期 虹 数 ,两 个 周期 2w 和 2w; 的 比例 不 是 实数 六 . 


i 雅 可 毕 星 经 计 明 单 侍 解 煌 十 数 二 能 有 关 个 周期 ,由 此 可 以 非得 总 向 期 畏 颈 的 
西條 周期 此 不 供 居 彼 数. 中 Cioursats Cours od nalyse Mathematique, 上 ， 
p. 170. 
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外 尔 斯 特 哺 斯 (Weierstrass) 从 双 周 期 解析 冰 数 的 和 儿 度 人 建立 了 
凤 辐 卫 数 的 普遍 理论 . 我 们 将 先 介绍 外 氏 理 论 , 其 次 齐 奈 塔 函 数 ， 
然后 讲 雅 成 全 图 困 数 和 燃 罗 积分 . 
8.3 ” 双 霹 期 函数 和 椭圆 蒋 数 的 一 般 性 质 


设 一 单 值 解析 滞 数 fz) 有 岗 个 周期 2 和 2 ,并 假设 w/w 
的 虚 部 是 正 数 (Jmfa fw) 0). 


flz Za = fo), e+ 2 の) = flz). (1) 
设 阅 和 天 为 任意 整数 (以 后 说 整 阁 帮 包 括 汇 负 整 数 和 零 ), 邻 
w =— 2mmg 十 2 gm 。 (2) 
则 双 局 期 性 的 普遍 表示 为 
fz 十 og) = Ft). (3) 


在 = 平面 作 -直线 路 4,4 点 的 值 为 2@, 在 の 4 的 延 线 上 标 好 
2 从 点 . 又 作 一 直线 の. で 点 的 值 为 2w ,在 OC 的 延 线 上 标 好 
2m' el 种 点 . 尝 过 A 上 各 点 2m 作 直 线 平行 于 口 C 下 过 O00 上 的 
种 点 2 g 作 直 线 平行 了 〇 A ,这 些 平行 线 把 z 平 而 分 成 许多 相等 
的 平行 四 过 丧 , 所 有 这 些 下 行 四 边 形 部 和 和 OABC 相 等 ( 半 37). A 
点 的 值 为 2e.C 点 的 值 为 2w'.B 点 的 值 为 2@ 十 2w', 当 z 沿 痊 
OABC 走 - 一 言 时 ,z 十 tw 将 依次 走 了 过 ytw 二 2, 志 十 2 十 20 so 


Ce et 
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2 。 在 送 四 上 京 的 函数 倍 都 与 在 ⑦ 点 的 家人 等 . 毎 一 條 半 行 四辺 形 叫 
人 年代 胞 肢 . 下 行 四 边 形 也 可 忌 不 从 原点 侣 出 发 ;市 从 性 -点 を 
出 发, 应 se 十 2e 十 2g 十 2g ;26 十 2 为 四 个 顶点 ;构成 一 平行 
四边 撒 , 称 为 周期 平行 四 边 形 . 

寂 周期 画数 在任 - - 苞 腔 内 仁 意 点 的 数值 与 在 0ABC 内 相应 
点 的 相等 ;内 此 得 下 -定理 ， 

定理 1 浅 有 奇 点 的 观 周 期 另 数 是 一 常数 ， 

证 经 然 疫 有 周期 商 数 f(z) 在 胞 腔 DABL 内 没有 坷 点 , 它 的 
绝对 值 必 小 于 一 正 数 对 ,而 瑟 在 全 平面 都 是 这 样 . 根据 刘 维 定 
理赔 ,As 是 -常数 . 

由 此 可 见 , 不 是 常数 的 双 周 期 单 值 函 数 - : 定 有 奇 点 .只 有 极点 
这 种 奇 点 的 双 周 期 函数 (或 兰 说 是 双 周 期 半 强 函数 ) 叫 作 桶 加 阴 
数 . 在 -个 周期 平行 四 边 形 内 极点 的 数目 蔬 作 椭 隔 函数 的 阶 ,一 个 
户 阶 极点 当 作 户 个 极点 计算 . 车 周期 下 行 由 边 形 的 顶点 是 疲 点 ; 则 
具 算 轨 个 质点 中 的 一 个 :车 在 这 上 有 极点 ,也 内包 相 对 两 边 中 的 一 - 
个 , 为 了 避 旬 把 极 点 的 数 日 算 错 ,可 以 使 周期 平行 所 边 形 稍稍 移 
动 , 让 所 有 极点 都 址 内 部 , 调 不 在 顶点 科 边 上 . 

显然 , 椭 莒 函数 的 微 商 仍然 是 椭 加 陪 数 . 

我 们 假设 了 Imtw ya)m>0 假如 不 然 . 而 有 Imto ray<0, 我 
们 本 以 变换 上 与 吧 :而 使 假设 成 立 . 更 普 般 些 , 没 が gg 为 四 
个 整数 ,满足 关系 式 pg 一 pg 一 土 ] .并 令 ウーjg 十 gg ーー pw 
オーg. 反 辻 来 用 w 三 士 ( コー 2D の ーーL( ぁ の ーー ドジ の ), 国 此 周 
期 (2o。2g ) 与 (2 人 ,2 人 ) 是 等 效 的 . 我 何 可 以 造 当 半 みあ 。 が gg ,使 
In (92) 0. 

关于 李 加 男 数 的 一 般 性 质 有 下 面 几 个 : 

定理 2 燃 圆 函数 在 周期 平行 四 边 形 内 的 极点 的 残 数 之 和 等 
于 零 . 


| 论 》 村 下 ,231 机 (商务 1953 秆 版 ). 
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证 ” 取 半 期 平行 四 边 形 OABC 的 顶点 O(z 一 zx) 使 在 边界 线 
上 没有 极点 . 沿 着 边界 的 围 道 积分 为 | f(z)dz, 这 等 于 2m 生 
残 数 之 和 . 相对 的 两 个 边界 的 积分 正好 相对 抵消 ,如 

Lo = feds, {fed = ドド fod 


zn | Ba | ge 


在 第 -个 积分 中 作 变 换 z= 二 4 十 2%' ,用 fz) 的 周期 性 (1), 得 
| 7oas 一 | fCu)du 一 一 | eoa 一 一 | fde. 


回 样 可 证 明 沿 着 4 的 积分 与 沿 着 CO 的 积分 相互 抵消 . 对 此 围 
道 积 分 等 于 零 , 残 数 之 和 为 淮 . 

恨 据 这 个 定理 ,椭圆 明 数 在 周期 平行 四 边 形 内 不 可 能 仅仅 有 
一 个 极点 , 它 至 少 要 有 两 个 极点 ,也 就 是 说 ,椭圆 函数 至 少 是 一 
阶 的 . 

定理 3 椭 图 函数 得 周 期 平行 四 边 形 内 的 零点 的 数目 等 于 这 
个 函数 的 阶 ( 即 等 于 极点 的 数目 ). 

证 设 /=) 为 查 圆 函数 ,显然 giz) 二 户 (z)/f(z}) 也 是 桶 圆 钞 
数 . Kz) 在 周期 平行 四 边 形 内 的 残 数 之 和 等 于 f(z) 的 索 点 数 日 减 
去 极点 数 昌 (参看 1.4 节 (5) 式 ). 应 用 定理 2 到 giz) 就 证 明了 定 
里 3. 注 章 . 与 极点 一 样 , -个 阶 零点 作 思 个 零点 算 .在 证 明 中 把 
(2) 换 汶 F(z)~- 忆 ,由 于 Cz) 一 C 与 f(z} 有 相同 的 极点 ,得 出 结 
论 : 

うー で 和 在 周期 平行 四 边 形 内 根 的 数目 等 于 f(x} 的 阶 . 

定理 4 椭圆 鸡 数 在 周期 平行 四 边 形 内 的 零点 之 和 减 去 极点 
之 和 等 于 周 捧 (周期 指 (2) 式 中 的 忆 ). 

证 设 : 为 椭 辐 函数 7(z) 的 阶 ,ai 为 它 的 零点 ,BB 为 它 的 极 
点 ,由 1.4 节 51) 式 有 


生計 意 个 声 阶 极 点 当 作 户 个 极点 计算 ( 见 前 页 ). 
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ー ジ ぁ ー ョ ーー = 了 Ed， (4) 


Fe zi aa jz) 
其 中 OABC 的 顶点 为 zs 十 ?yo 十 2 十 2 zs 十 2 设 在 
94gC 的 边界 上 没有 As) 的 零点 和 极点 . 先 考 虚 沿 04 和 BC 的 
积分 ,在 BC 段 的 积分 中 作 变 换 z 一 ad-2w'; 
Pa | ef 
| Tl ~ 2 = Fy ds， 


[ 。 La fe) 


アバ 時 Fr) 
fr 万 Cd 
92 Fe 
得 
1 リプ Ks 、 “fC 
上， + | (<) dz 一 2 | プ (g dx 


一 ~ De [Lin Fa 
了 (2) 的 数值 在 OA 的 两 端 相 等 , 记 以 InAz 的 改变 等 于 arg J (z) 的 
改变 ,这 等 于 整数 倍 2xi, 即 一 2x'xi, 7 
BC 的 值 之 和 等 上 2p oo , 问 样 , 沿 A4B 和 CO 的 积分 值 之 和 等 
2mw, 战 得 


> Cai Oo me 十 Zm a = ww, (5) 


同样 的 证 明 适 用 于 靖 数 fz) 一 局, 这 寺 (5) 式 的 gm 変 玉 tz) 
三 奉 周 期 平行 四辺 形 内 的 根 . 


83.4 图 数 V(z) 


在 十 节 定 理 2 的 推论 中 得 知 和 项 辐 画 数 的 阶 最 少 是 2. 现在 研 
究 二 阶 林 区 郴 数 ,这 可 以 有 两 种 情形 . 一 种 是 周期 平生 四边形 内 在 
丙 个 不 同 的 一 阶 权 点 ,这 是 雅 狼 糖 加 函数 ,将 在 上 后 第 十 章 中 详细 
讨论 , 这 种 情形 比较 复杂 ,内 为 两 个 不 同 的 极点 的 地 点 可 以 有 不 同 
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的 情况 . 第. :种 悖 形 是 周期 平行 四 过 形 由 只 有 一 个 二 阶 极点 ,这 个 
极点 可 以 选 为 z= 二 tw. 由 于 残 数 之 和 等 于 专 ; 所 以 函数 在 极点 附近 
的 下 部 是 4 を :ro 为 简单 起 见 , 下 以 取 4 一 1 这 样 ,就 造 出 外 
氏 酉 贺 匡 数 や Cz), 
1 1 
5 の = ジー 

Cw 一 Zn i dw ) 。 (1) 
其 中 >) 表示 在 对 整数 吕 和 于 玉 和 时 ,必须 删 去 着 一 天 一 0 一 
项 , 在 级 数 中 减 大 ww * -项 是 为 了 使 级 数 收 合 ,这 吕 证 明 如 下 . 


级 数 的 普遍 项 为 
1 1 Zw 一 x 
(< ーー だ a (a 


这 个 级 数 的 收效 性 取 诀 于 当 | 凤 | 从 
|=| 时 ,级 数 > le :的 收 钱 性 . 現 
在 证 明 级 数 > | 到 | 一 在 ae>2 时 收 
数 . 把 级 数 的 符 硕 按照 一 系列 平行 四 
搬形 Pt 一 1.2,… 排 列 ( 见 图 38) ， 
第 -个 平行 四 过 形 Pi 以 Zw + 2 ， 
-2 一 2 ー2g 一 2g「 20 一 2w' 为 顶 
点 ,在 边界 下 共有 六 个 包 点 ,包括 四 
个 顶点 和 边 的 中 心 点 土 2w,; 土 2w'. 第 
二 个 于 行 四 边 形 P。 以 圭 4w 土 4w 訪 頂 点 。 在 辺 界 上 上 共有 2X8 ニ 16 
條 ve 点. 普 刘 说 来 ;平行 四 边 形 P, 以 土 2ew 土 2ke 为 质点 ,让 边界 
上 F 共 有 如 个 避 点 . 令 5 为 从 中 心口 到 下 边界 上 节点 的 最 引号 
离 , 这 就 是 说 . 机 I2g 12g 土 2g 中 最小 的 数 - 有 


ーー 8 < ぐふ 1 
2 Te つう 3 アー か て 


右 方 级 数 在 e>2 时 收效 ,所 以 > | 加- 也 在 we>>2 时 收 敏 . 
经 过 对 () 式 有 方 级 数 项 的 重新 排列 ,可 以 证 明子 数 PCz) 具 
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有 周期 2w 和 2ow', 函数 ptz) 上 共有 三 个 特点 : 

> plz) 是 驱 周 期 汶 数 .以 ww 为 仅 有 的 极点 ; 

2. 太原 点 举 近 的 主 部 汶 x 5: 

3，htz)- = 在 = 一 0 处 等 于 起 . 

同时 ;这 二 个 特点 把 孙 数 PC) 完全 佛 定 ,因为 ,假如 男 夺取 
数 fiz) 具 有 这 三 个 特点 , 则 (z) 一 pCz) 将 是 一 个 没有 奇 点 的 双 
周期 函数 .根据 8.3 节 定 理 1, 它 是 常数 . 义 由 于 它 在 z 一 0 处 等 于 
二 :所 以 常数 等 于 有 址 ,而 六 z) 一 plz). 

有 从 人 11) 起 看 出 pz) 是 偶 蚁 数 : P( 一 z) = 一 Pz). 

対 ①) 取 懲 商 , 得 

P te) = 3 22 二 i 227 ーー が ・ 《2 ) 
其 中 求 和 切 沁 表 耿 对 一 - 切 mw 和 和 m' 求 和 . 这 是 一 个 二 阶 椭 剧 函数 ， 
是 - 不 知世 数 (一 2 一 一 P(tz).《2) 式 的 周期 性 很 世代, 有 

Ge 220) = Pt2), Plz 20) = CE. 

求 积 分 得 

ple 220) = pz) 0。 Pz 20) = te) CO"., 
侍 这 商 式 中 分 别 令 z 二 一 ga 和 一 w' ,因为 Pp(z) 是 物色 数 ,得 C=0， 
0 一 0. 这 层 ptz) 的 周期 标的 区 一 -证 明 . 

在 原点 的 附近 ,PC(z) 一 xz 可 展 汶 血 级 数 , 它 的 路 钱 半 各 为 5 


(分 为 从 原点 人 到 P 边界 上 ie 点 的 最 短 距 离 ). 由 
1 2 
(テー ew} el | er 


得 知 , 所 求知 级 数 的 奇 次 方才 等 于 二, 因为 >， ro *”! 一 (于 是 得 


1 
节 ( 一 ララ 十 to + を * 十 


> ez (3) 
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= Dw AF, (4) 
対 (33 式 取 徴 面 得 
pe 一- Cede キー 2c 十 
(5) 


8.5 pz) 和 cx) 之 问 的 代数 关系 


可 以 证 明 ( 凤 习题 1) ,县 有 相同 周期 和 相同 极点 的 两 个 燃 加 
丽 数 之 间 有 -代数 关系 ， 
为 了 研究 h(=) 和 和 (的 代数 关系 ,考虑 在 原点 附近 的 震级 
数 展开 . 由 上 和 节 (3) 式 和 (5) 式 得 
poー 二 填補 す 3 キツ 


8e。 


pf 一 全 一 人 一 16cs + 
bo EE 
其 中 没有 写 出 的 各 项 在 < 一 0 而 等 十 本 .把 这 两 个 展开 式 组 合 以 消 
去 xz“ 项 .得 
p22) 一 4p'Cz) 一 

次 回 画数 p(w) -4p3Cz} 与 一 20rs8Cz) 一 28c; 有 相同 的 周期 ,相同 
的 极点 .相同 的 让 部 ,而 且 它 们 的 差 在 x 二 0 时 等 于 霍 . 因此 这 两 个 
实 国 图 数 完 全 相等 ,得 

Pa) = le 一 gsD(z) 一 gi, £1]) 


Or 
ー Ps ーー 一 28c。 十 =». 
Ea 


長 中 
r= 200 = ODD wt gy = ges = 140 Dew *. (2) 
这 个 方程 (1) 是 pCz) 所 满足 的 微分 方程 ,常数 gg; 和 gs 岂 作 不 变 
量 、 
対 (」) 式 求 微 商用 2p で s) 除 , 得 


le) = BC) 一 ダ ・ (3) 
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另 ~ 方面 ,对 上 节 ( 引 ) 式 肥 微 商 , 得 PCz) 在 原点 附近 的 展开 
式 为 
pz) = 号 十 2cs 十 12csz2 十 
十 (24 一 2)(24 一 3)c6z2 十 (4) 
把 上 节 p(x) 的 展开 式 (3) 取 平方 ,代入 于 面 (3) 式 ,然后 与 (4) 趟 比 
较 . 得 
24 一 2)(24 一 De = oe. (AB 3). 
把 上 和 ec 之 秆 代入 ,这 式 化 为 
(24 十 DO Se = 35 4 (5》 


利用 这 个 会 式 可 以 把 所 有 的 St 用 c。 用 cs 表达 出 来 ,得 通 过 
(2⑫ 式 可 用 gs 和 gs 表达 出 来 . 结果 为 


に = EE c= ぎ 』 。 に お 
25 2 
ーー 3 …. 
ーー の <・5・7・11 (9) 
由 方程 5i) 得 知 下 列 微 分 方 称 
d 
| = 4 一 有 省 一 区 3 (?) 


的 解 为 AN a 为 积分 带 数 . 由 于 当 z= 二 0 轩 ,Pp(z) 赵 二 无 
穷 大 , 磷 由 人 7) 肥 积分 


一 | 一， (8) 
wy 4 一 gr — Fk; 
这 就 是 8.1 节 (10) 式 ， 
设 (7} 式 有 方 三 次 多 项 式 辽 注 个 考点 为 Ps 
ーー (9) 


比较 系数 ,得 
ei 十 ez。 十 e』 デ 9。 て 10) 
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お 2 B13 
er, 十 eyel 十 erez 一 eliesei 一 全 (11) 


4" 4 
雪 项 式 (9) 的 判别 式 为 
A= 16Ce, 一 ez)f(e」 一 ele — es = gi 一 2753 て (42) 
关于 三 次 方程 的 根 如 何 求 得 , 见 附 录 一 . 

有 其 人) 式 看 出 这 三 个 根 对 应 于 六 人 ?在 周期 平行 四 按 形 内 
的 三 个 零点 x 现在 证 明 zi 一 ww 为 半 周 期 ,是 名.w' 和 ww 十 w!' 三 
个 .所 Y) 的 周期 性 和 が Ge) 是 奇 画数 、 得 

eZ = Ve) = PC 2). 


令 x 一 一 ,得 
Pp (eg) ーー CoD. 

令 w 不 是 六 (Cz) 的 极点 ;PP' (tw) 不 等 于 无 限 大 , 故 得 Ptw) 二 0, 同样 
可 证 明 pW tae)=0, (ww 二 0. 这 样 就 证 明了 wi; 是 半 周期 , 
与 es 的 对 应 关系 是 ; 

pl = ey Dla = Fo Pl = es (13) 
为 了 使 得 ow 与 。 所 满足 的 条 人 忻 (C10) 相 适 应 ,我 们 稍稍 改变 w 的 
选择 , 令 


= = ww— (14) 
使 
ei 十 名 十 mi 一 《15) 
但 在 这 样 选择 之 下 ,wyws%wm 不 再 在 同一 周期 平行 四 边 形 之 内 ,而 
eigass ez て 2g 十 2 共同 -周期 平行 四 边 形 之 内 .为 什么 选 方 w」 
而 不 选 它 为 ws 昵 ? 这 是 内 为 在 这 样 选择 之 下 , 当 二 个 根 a 都 是 实 
数 时 ,习惯 上 所 要 求 的 ニシ es>e。 得 到 满足 ,这 一 点 在 成 塔 晃 数理 
论 里 串 以 明确 地 表现 出 来 { 见 9.7 节 55) 式 下 的 计 论 》. 


$8.6 画数 て cz) 


为 了 表 还 椭 图 函数 的 积分 ,需要 引进 Cs)( 六 不 是 3.14 节 的 
里 总 函数 ,对 pz) 一 xz 求 积分 ,说 着 从 原点 起 不 经 过 极点 的 任 
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le の ーー ジュ | 二 + 总 | 
恨 据 8.4 节 的 讨论 ,可 以 证 明 上 上 式 帮 六 的 级 数 收 敦 , 国 此 右上 六 刁 半 
纯 深 数 , 忆 z= 二 zw 为 一 阶 极点 . 令 X(z) 的 定义 为 


kg ニー エ ォ ジリ ーー テテ する (1) 
它 与 P33(z) 的 关系 为 
pe - de te + (2) 
到 微 商 ,得 
gz 0. (3) 


内 这 些 式 子 看 来 ,5 显然 是 胎 晴 数 ; 5 一 =) 一 一 5(z)， 
将 8.4 共 Kg) 前 展 井 式 (3) 供 入 上 面 ⑫) 式 . 求 邊 分 , 得 Stz) 
在 原点 附近 的 展开 式 : 


上 Co .. 
t= 了 ーー . (4) 


由 二 在 一 个 周期 平行 四 边 形 肉 fez} 内 有 一 个 一 阶 极点 , 它 不 

能 上 蝶 椭 时 着 数 , 不 具 丰 双 周 期 .得 Xz 十 wr) 科 之 (z3 有 相等 的 币 商 

pe ,所 以 黄 玲 内 能 差 一 常数 , 现 和 普米 求 这 个 常数 , 引进 基本 党 
数 了 利 了 

て ts Zw) = Ce Ll 27,. Cle + Zw) = C2 55) 


由 で て 后 奇 兄 圭 在 上 椅 在 式 子 中 分 別 今 zs ニーw 科 sz< ニ ニー ,得 
C(g) = Clw— 7. (る 
1(5) 可 灯 得 普 山 类 条 式 
を 
一 是 Cs 十 2 Zn. (7) 


四 个 常数 .ww 之 问 有 -简单 关系 ,这 可 沿 周 期 站 行 四 边 
形 对 0) 求 积分 而 得 到 , 在 周期 平行 四 边 形 内 &tz) 只 有 一 -个 一 芥 
极点 ;根据 恒 ) 得 知 它 的 残 数 等 于 1 很 设 Imtw'/w)2>0, 则 得 
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2ml =| . gz ds 
滞 04 和 BC 两 段 积 分 之 和 为 
ET 
| 「 て tx) 一 tle 十 2 ) Jdz 


Fu 
Tet Be 
一 一 | 2 ゲ 7dz ニー dw, 


滞 4 利 CO 两 段 积分 之 和 可 同样 证 明 等 于 tw'?, 于 是 得 4 が 一 
da = 2rt 。 即 


Ti 


Pes 一 の が 一 ラ ・ (8} 


这 个 结果 与 假设 Im(w'/w) 计 0 有关. 如果 1mtew jw) 之 0, 则 沿 
DABCO 方向 是 及 向 的 ,所 以 在 这 个 情形 下 必须 将 (8) 式 右 方 的 i 
改 为 一 i. 

对 应 于 也 有 六, 它 与 ww 的 关系 为 


Cg ) 一 が (た 一 1 ,2 3)。 {9) 
内 C6) 和 {7) 春 出 ,与 上 节 (15) 式 相应 的 关系 基 
六 一 了 加 二 ーー ‘£10) 


司 此 公式 68} 可 以 推广 为 


ーー wh 一 WT 1 一 っ ・ 11) 


8.7 国 数 cfz) 


晒 数 ctz) 足 对 te) 求 积分 之 后 得 到 的 函数 . 对 (zy 一 >-: 求 
积分 . 沿 着 从 原点 起 不 经 过 极点 的 任意 路 线 ,得 
“| | ュ , を | 」 = |， 2 1 
je | 下 > mh =| + te | | 《1 
为 了 不 使 多 值 函数 对 数 出 现 , 我们 令 (1) 式 的 有 有 方 等 了 In うう ， 


= 1 1」 1 te) 
| {se ーー ロス. (2) 
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代入 (1) 式 .得 


e = ュー |exp| 志 十 ー 


| ! 
1 2 | i (3) 


其 中 | 表示 对 疏 数 说 和 轩 求 乘积 时 ,必须 删 去 天 一 有 一 0 一 个 
因子 . 元 穷 科 积 433 的 收 笋 与 无 窑 级 数 人 1 的 收 痪 是 伴 的 (区 看 
1.6 和 节 定 理 2 和 5) 在 loe| 裤 |z: 时 , 展 并 (1) 式 右 方 的 对 数 . 应 用 
8.4 节 的 讨 驼 ,可 以 证 明 (1) 式 右 太 级 数 收 丝 . 

对 《23 式 取 徽 商 , 得 


ーー ーーtCe)- (4) 
由 (3) 看 出 oz) 是 奇闻 数 ; of 一 z) 二 一 o(z). 由 (3) 还 看 出 gs) 大 
整 画 数 ,在 有 限 区 域内 没有 奇 点 ,而 以 z=w 为 仅 有 的 二 点 ， 
将 下 节 50z}) 移 展 半 式 ( 人 代入 本 字 (2) 式 ; 求 积 分 ,得 


] tr) ty (3 1 

リー > ーー 3・ す 5・6 
a FE 
2X2A Ty : ‘8) 


志 捧 対 敷 . 皮 用 gs.5 节 公 寂 (61. 得 ofz) 的 第 级 数 : 


すっ Eu 
7 
2 1 
ー お - に - - C8) 


2 1 

册 <4) 式 收 上 再 (5) 式 得 
te + Zw Ft) 
le ew) < 


求 积分 . 行 


一 (十 2e) Ciz) = ?7., 


(< | ge か 


tz) 


ln = 29 を 一 Im で 。 


| 
ls 十 2 の) 一 人 es 人 人， 


C 为 积分 常数 , 令 = 一 一 w, 由 于 s(=) 荐 奇 画 数 ,得 
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ow) = — Colwe ™, 
到 和 二 ez" 由 此 得 
ts + Zu) ーー edCg), (7) 
同样 可 证 明 
ozs TT 2 の リー ニー ev olz), (8) 
在 ?) 式 中 把 = 换 为 = 一 = 得 到 较为 对 称 的 形式 ， 
e watw 2£) = eolw— 2). {9) 
同样 由 (8) 式 得 
eg + 2) = erola! — zx). て 10) 


在 (8) 式 中 把 = 换 为 = 十 2ow, 并 用 (7) 式 ,得 


tls 十 De 十 De ) 一 已 好 全 


雇用 上 市 (8) 式 ) 得 
le + Zw 十 2 一 一 ee は 1) 
把 z 换 为 x -ww 一 必 ,得 到 较为 对 称 的 形式 : 
cg 上 w ez) = eo ao ー タ ). (12) 


C9) ,C07,012) 三 个 公式 串 合并 为 
e Mote, c+ 2) 一 esafo — <) 1,2?,3), (133 
引導 員数 gz) 


(を うー で < 一 eu te = (143 
’ leah) 


很 虽然 ,这 些 晒 数 是 个 隔 数 ， ーー ts) nl Hm) 三 1, 
gg(em サ 一 O。 以 z= ww- ト ao; 三室 点 . 与 47) 和 《8 相当 绮 会 式 很 容易 证 
明 为 


ts 十 2 一 一 em tg tie, C15) 
te Za = Bg Fk {16) 
可 以 汗 明 (见习 般 2) 


> Zn 
ln ge) ニー SY pm) -人 17) 
2 gn 
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8.8 外 氏 棚 賠 頭数 前 章 次 性 


訪 丁 把 策 岡 画数 的 周期 . 惑 者 不変 量 gz 和 gi(8.5 全 ) 式 )， 
显 具 出 来 .有 上 时候 写 为 
DC を) = pis [lau = Pesg gs,), 
Cay = て (ego) go， 
Gls 一 oz Wa ) = Ge 
从 这 一 个 示 数 的 定 文 ( 即 8.1 节 (01) 式 ,8.6 节 (1) 式 ,8.7 节 
(3) 式 ) 开 即 订 以 看 市 ,对 于 任意 数 和 有 下 列 齐 深 关 系 ， 
PliAziAw Aw ) = A pile mw )。 
Cle [Aw A ) = A Cz! ), 
(4g |Aw, hw ) = Agtz |o、e' ), 
从 8.5 和 节 t2) 式 叮 以 春 出 对 J] gs 和 gs 相应 的 齐 次 关系 : 
pidzra ‘god HI) = A Plzsg ナド 


ie gad gg = A CEE 
le gad £1) = A(z gi). 
从 齐 深 关 系 看 出 ,外 到 概 圆 冰 数 晤 本 上 依 环 于 两 个 参数 ,例如 
可 以 表达 为 zw 与 ww 的 于 数 .这 一 点 将 在 后 面 要 进 的 屎 塔 梢 数 
中 实现 ， 


8.9 普 骨 袖 園 路 数 表 送 式 


任意 的 挫 較 芯 数 可以 通 辻 zz) 页 达 出 来 ,也 可 通 这 站 表达 
出来 : 也 可 通 計 ptz) 表 渤 出 来 . 現存 依 次 止 式 :种 胡 达 法 ， 

1. 用 5 函数 表达 . 设 具 有 双 周 期 (2u,2o 的 本 同 吨 数 .Fz ) 是 
# 芥 的 .a 和 B.Cr 二 ] 2. 3 分别 为 Cz 在 同期 平行 四 边 撒 内 的 
5 个 过 点 和 ;个 极点 ,pp 阶 的 宕 点 或 老 极 点 算 作 记 个 , 依 暖 8.3 节 
定理 4 公式 Gj, 有 


De 一 > 及 一 20， C1) 
ょ 上 


ょ ーー1 
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2 为 某 一 和 周期. 造 出 下 列 晒 数 
Te 一 如) 一 站) 


R20 
这 个 函数 跟 As 有 相同 的 专 点 和 极点 ,内 为 由 8.7 闻 (3) 式 知 0 
时 5cz) 的 一 阶 零 点 . 考察 oz》 的 双 癌 期 性 ,把 = 换 成 z 十 2m, 根 据 
8.7 竹 (7) 式 ,20 的 分 子 和 分 丰 将 分 别 乘 以 下 列 畏 个 因子 

(一 )'exDt2 が (ss + sw a 一 

(一 )exp!2 が (sz 十 让 一 癌 一 一 下 一 282))， 
出 41) 看 出 这 两 个 因子 相等 , 故 ws) 具有 周期 2w. 同样 可 证 明代 =) 
具有 周期 2 ,因此 ez) 与 re 是 有 相 阿 的 周期 ,相同 的 二 点 和 
相同 的 慨 点 的 棋 圆 函数 . 它们 的 比 tz)/g(z) 是 一 个 没有 奇 点 的 
站 局 期 业 数 ,根据 8.3 节 定 理 上 ,这 是 一 常 数 . 故 得 


cts 一 如) “(を ~ すう 


ge テー の De(s Bs 一 広一 2 の )" 
常数 局 可 以 用 某 非 才 点 非 极点 姓 f(z 的 信和 玉 确 定 ， 
从 otz) 的 零点 具有 周期 xw 的 性 质 丁 以 看 出 , 裤 点 & 利 极 点 
闻 不 必 -- 定 选 在 :个 向 期 平行 四 地形 册 ,我 们 可 以 任意 选 s 條 宝 
点 g 和 :个 极点 序 . 只 要 它们 加 上 周期 so 后 构成 全 部 志 点 和 根 
点 , 首 且 使 得 


Me = (2) 


Ya = > (3) 
这 时 候 As ) 的 表达 式 是 
gs 一 @) 
f(z) テ で 一 一 (1) 
上 1 


2. 用 七 数 表达 . 设 具有 周期 (2%,2w ) 的 椭 因 西数 /(=) 的 
个 要 点 BB 在 营 遍 情形 下 愉 p 阶 的 .在 极点 人 附近 花 主 部 已 知 为 
B,, BL Bp 
sp BY! | な 一 g 地 
造 出 下 列表 数 


(5 
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= DB — BB) Bt — A … 
» 


~» 号 。 1 ーー 
+ 
由 于 = 一 D 是 5C2) 的 一 阶 极 点 (8.6 节 ()7, 这 个 函数 跟 1(z) 有 相 


癌 的 极点 和 相同 的 二 部 . 督察 gtz}) 的 双 周 期 性 ,把 x 换 为 x 十 2w， 
efz) 将 增加 29> BD (参看 8.6 入 (5) 式 ), 但 3)B,, 是./(z) 的 极 
点 在 一 个 周期 半 行 四 边 形 内 约 残 数 之 和 (注意 这 里 并 不 一 定 要 选 
B 全 在 - 條 周期 平行 四辺 形 之 内 ), 根 据 8. 3 节 定 理 2, 这 等 于 鹤 ， 
因此 gx) 具有 周期 2w. 回 样 可 证 明 ws 具有 周期 2 ' 因 此 fe) 
与 9z) 之 差 是 一 个 没有 奇 点 的 双 周 期 沙 数 ,根据 8.3 葵 定理 1 是 
- 常数. 故 得 


上 上 A 

- B ) 

CD Se) (6) 
re | 


梯 固 函数 f(z) 的 阶 等 十 ;== や な 
这 种 表达 式 最 便于 用 来 洲 刁 贺 明 数 的 积分 .对 (67 式 求 积分 ， 
得 
ME Cz 十 (YY 十 の Bm ts — By 


; ぶ KS ーー ll りー. (7) 


= = 


3. 用 ぁゃ 牙 数 素直 手 r 数 昌信 大 我 们 必须 分 别 考 典 
個 員 数 科 奇 画数. 先 设 Acz) 为 侦 情 圆 冰 数 .为 了 表现 出 偶 函 数 或 
夫 奇 耳 数 的 特点 , 选 千 期 平行 四 边 形 的 次 点 4BCD 为 w 十 w 1w' 一 
一 外 一 一. 在 ABCD 内 前 本 点 ,除了 可 能 的 =*=0 点 外 :部 
是 自负 导 成 对 的 ; 十 的 :十 后 十 人 ,等 个 本 点 于 如 的 次 数 等 于 
它 的 阶 . 在 ABCDP 内 的 极点 .除了 可 能 的 = 一 0 点 外 ,也 是 成 对 的 ， 
二 及 , 士 让 ,一 及 ,每 个 极点 出 现 的 次 数 等 于 它 的 阶 ,根据 8.3 


470 特殊 函数 艇 论 [8. 9 


邓 竺 理 3. 在 ABCD 内 定点 的 数 日 等 于 极点 的 数目 ,所 以 若是 《< 
让 则 zz 一 0 里 直 点, 阶 等 上 20 一 让 ;若是 二 六 则 = 一 0 其 极点 , 阶 
等 2 を ーー の . 怖 図画 雪 方 e) 前 胃 s 等 十 2 机 27 中 的 较 大 的 一 
个 .应 用 证 明 公 式 (23 同 样 的 道理 .得 
cc LP) 一 pla) pls) — PC@ う LPC を ) 一 Pa) ] 
[pe) 一 pC) ptr) - pO) J] LP) 一 PAT 
(8) 

優 加 有 的 本 点 如 a, 是 半 周 期 , 则 a 和 一 a 都 在 ABCD 的 沁 
界 上 ,而 且 两 者 之 益 2g 等 于 周期 ,因此 = 的 阶 只 能 算 一平 , 这 个 
零点 的 阶 若 等 于 2p, 则 在 (8) 式 习 积 中 只 能 出 现 户 次 ,而 不 是 像 其 
他 在 48C 内 部 的 定点 出現 2 次 . 同 梯 的 结论 适用 于 等 于 半 周 
期 的 慨 点 . 

偶 丽 数 的 沙 点 如 果 是 半 周 期 ,或 者 是 周期 , 它 的 阶 只 能 是 避 
数 .被 点 也 是 如 此 . 因为 假如 不 然 , 设 半 周 期 @ 方 偶 琴 数 げ 〈s) 的 奇 
数 t27 十 悦 阶 零点 , 则 这 个 函数 的 C25 十 7 阶 微 南 /10D(z) 在 z= 
Ee 外 料 不 等 十 汰 . 由 fl Cz 二 2g) = Dz), 他 ァ ーー 呈 。 
得 が PP( の ニー デ ガ の PD て ーーg)。 但 Feigtz) 为 奇 范 数 , 所 以 
A 一 .从 这 两 个 等 式 看 出 ,既然 不 是 奇 点 ， 
必 有 六” 一 0 这 与 上 而 的 结论 了 tCw) 了 0 针 盾 ,所 以 作 
函数 的 半周 期 本 点 的 豚 具 能 呈 偶数 . 对 于 极点 说 ,中 于 产 s) 的 极 
点 十 1AAz) 的 堆 点 ;所 以 偶 汕 数 的 半 同 期 极点 的 阶 也 只 能 是 俩 
数 . 同样 的 道理 涪 明 奇 也 数 的 半 周 期 零点 或 者 极点 的 首 


(lz) = 


mn! 


了 上 

从 只 能 足 奇 

数 , 因 廊 周 期 的 一 信也 是 周期 .所 以 上 向 关 于 奇偶 的 结论 也 同样 迁 

用 了 于 二 点 或 首 钥 点 是 一 个 周期 的 情形 .也 就 是 说 ,= 一 0 是 二 点 或 

于 是 极点 的 情形 ， 
其 次 讨论 奇 查 园 末 数 六 (z) .时 然 (eZP' で うう 是 偶 南 毅 、 可 

以 启用 (8) 成, 得 


bz) 一 pia ep Dr 
' ーー pz). (9) 


(うー で * 
[pez) 一 が 所 う ]…[pe) 一 p( 9)] 
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一 个 普遍 的 椭圆 请 数 A(z) 9 以 如 下 分 为 偶 确 数 与 奇 了 数 之 


和 ， 
fz)— ラプ で ) 十 バー 一 3 fC FC - x) 
= 《10) 
記 用 8) 衝 (9) 可 以 提 f(z) 表达 办 
Fr) 一 下 [Ps | Rn) RT を)。 (11) 


其 中 二 」(p) 和 和志 (p) 庁 ゃ 的 有理 上 落 敷 . 
利用 公式 11) 可以 求 出 (xz) 的 积分 。 
esas = [Rnde 十 [Rtp)dp. 
右 方 第 二 个 积分 可 以 表达 为 Pts 的 初等 范 数 .关于 第 一 个 和 分 ， 
仿照 8.1 节 的 讨论 ;将 RCP) 表 达成 8.1 广 (6) 式 的 形式 ,可 以 看 
出 归结 为 两 种 类 型 的 积分 
dz 


r= J Tae, み ー] [es 一 nD 
对 于 了 说 ,有 与 8.1 节 (8) 式 相同 的 递 推 公式 (利用 8.5 入 4 人 1 和 
(3) 式 ): 


(12) 


を (rp (rp te = Chm + 6p yr 


| 1 
ーー 


1 2 
[ie Np try 一 《4 — 6)7,.s 


:PEs 了 一 Ee 13) 


在 这 公式 中 依次 仿 = 
一 zx) 表 这 . 
对 上 仿照 8.1 爾 (9) 式 、 取 ゃ 作 克 変数 . 井 用 8.5 和 邓 (D 趟 ， 


mm 一 - El. mgt, ;. (C14) 


有 


dd a) を た D (お) 


dz [psy 一 の ドド [pl — CD TE 
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4+ ロー2A)pTC の 0 12C1 — PC) 
[pe — PD Lee) 一 (の めす 
十 6 ーー 4 (15) 


[we) 一 (の) に だ 
D'(g) 
lp(*) — CD 


DS, 


十 12(] 一 を PC 十 (5 一 4 お) 
(16) 
ルート 2, 呈 ,可 把 小 (>1) 用 J 和 7 表 
达 . 在 B 为 半 周 期 时 ,Pp' C68) 二 0,J 本 身 也 可 用 石和 闷 表达. 关于 
J 的 计算 ,在 下 一 节 未 讲 { 见 下 节 避 9) 式 ). 


8. 10 加法 公式 


加 法 公式 是 fCz 十 #) 的 表达 式 ,f 是 ,5s,9 中 的 任 一 个 . 由 于 
公式 比较 复杂 ,不 容易 直接 求 出 ,我 们 特 采 用 间接 方法 推导 出 来 . 
首先 把 pz) 一 pa) 用 6 咀 数 表达 .F(z) 一 pCa) 作 为 z 的 函数 ,有 
两 个 零点 z 一 士 x, 极 点 仍然 是 >*=0, 根 据 上 节 (2) 式 .得 


CC 十 aekz 一 を ) 
F(z) 


Ps} 一 Pu) = 


用 〆(e) 乗 , 黙 后 念 * 一 0, 得 1 一 一 Cozkay ,而 有 


[ 十 az 一 g) 
la i 


D(*) 一 play 一 


送 是 g 黄 数 的 加法 公式 . 
对 = 取 対 数 微 商 , 得 
Pp' (Cz) 


(Cz) 一 PC 
将 = 与 zy 交换 ,得 
3 


两 个 方程 相 加 ,得 


二 Cz 二 ww) 二 Cz 一 gg) -- 2t(2). (2) 
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se 二 の ーK の 一 Ko の = ニー お ー D0. (4) 
这 是 《 区 数 的 扣 法 公式 ， 

从 (4) 式 灶 z 取 微 商 - 然 后 把 pz) 利 用 8.5 节 0433 式 帮 PC) 
表达 ,就 可 得 到 遂 数 的 加 法 公式 . 但 这 个 计算 步 又 较 党 , 今 采 用 
下面 同 接 的 方法 . 先 证 明 公 式 

Ps トト Pls) 十 Pre) 
= Ce Ta) ge) 一 Ko) 


(5) 
公式 的 両方 都 地 > 前 簡 岡 貢 数 , 以 > 王 0 和 * デ テーg 为 二 阶 极 点 .在 
原点 附近 有 有 

be の ー KK の + + a + 


[le + 一 KG) -Cay ドー エー 285 ) - 


有 ー Ze -| ーー、 
证 部 为 = 生 ⑤5) 式 充 方 的 相同 - 在 = テーg 附近 . 今 > デ ャ ーg、 有 
テー 7) ーー Ks) 一 (gr) 


= ta) — = 0 


[te + Ci OF = ーー26 の の 十 20o エー 
主 部 妨 ャ ドー( 十 て 右 (5) 式 計 方 的 相同 . (5) 式 両方 既 有 相同 
的 主 部 ,加 它们 只 能 相差 一 个 常数 , 但 是 堪 方 在 晨 点 附近 展 于 鸭 音 
数 項 海 20(gaーー2(gz). 旨 右 方 的 相同 , 同 此 (5) 式 成立 . 

把 CD 式 代 A 入 (45) 式 , 即 得 $3 子 数 的 加 法 公式 ; 


4 Piz) — PCa) 


Fu 7 2 
Diz -rm 十 Te 二 nt 一- P (2) | {h) 


っ 1 2 
J) | sr ぐー っ | 本 
DT a pa) — gay 
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这 是 函数 的 倍加 公式 . 
現在 首 ゃ 函数 的 如 法 公式 的 男 - -形式 . 发 


piz) = APEz) FA. DCg) = A 十 B. 8) 
这 两 个 方程 定 出 和 和 B.A 为 
p' C2) 一 Pn) 
A Pe) pe) の 


今 六 [为 三 阶 函 数 , 天 pv) APLv) 一 B=0 庶 该 有 三 个 根 , 这 
二 个 根 之 和 应 该 等 于 周期 (8. 3 节 定 理 4, 现 在 极点 是 w==0), 所 以 
这 二 个 根 是 一 z ,ww 二 wyv 二 一 zz- wW, 因此 有 


— P(e) = AP(zTw 二 +B. {10) 
拓く 8) 和 (10) 中 消 よ 4 和 戸 , 得 
Plz) p’ (2) ] 
PC(g ) PD Cg) 1 = 0D, 11) 
が (を 十 --PClz+ a) 1 


这 是 PP 函数 的 加 法 公式 的 另 一 形式 . 
加 法 公式 (6) 的 另 一 导出 法 居 ; 特 (8) 和 (10) 自 乗 , 得 
Pi) 一 [4p(p) 十 BJ = 0. (12) 
这 个 方程 ,作为 的 方程 ,应 该 有 6 个 根 : w= 二 土 z: 士 # ,十 《2 十 &). 
今 7 二 Pv 用 5.5 节 届 ) 式 .化 人 2) 为 
de 一 1477ー (2AB + ge) (CB: 二 + gy) = 0. (13) 
这 个 方程 ,作为 1 的 方程 ,有 三 个 根 ; 1 一 了 Cz) ,PCG ,P(g 十 #7) .这 二 
个 恨 的 和 等 于 4?/4. 用 (9); 即 得 (6) 式 ， 
在 (6) 式 中 令 w=om; 用 8.5 此 (13) 式 和 (9) 式 ,得 
Prizet tw Pls) el 


1 P(e) [pls) 一 epz) 一 es] 
plz) 一 四 于 PTC) 一 的 
(er 2(e」 一 es) 


一 Ditzl 一 6 十 2 一 fa 一 fa 十 一 一 pre) 一 aa 


用 8.5 节 (10) 式 ,得 
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《er 一 ee — ey 
Pz) oe " 
这 个 公式 给 出 DT 图 数 在 增加 半 个 周期 后 的 改 安 . 
在 41)? 式 中 令 一 用 8.7 节 (14) 式 ,并 注意 = 是 奇 函 数 ., 得 


pts 十 oo 一 El 十 


联想 区 ,得 
pe) 0 = 本 = ee: 0 (16) 
这 电 习 鼻 填 根 式 只 到 一 种 正人 负 守 . 阿 样 的 公式 天 用 于 vve.. 故 有 
VP) oD 12.3), (17) 


下 (id 和 和 (186 中信 > 一 -2 得 


. | ーーーー デ ーー El 
Ve oo(o = (18) 


{ff Cg )「 
最 后 诉 上 上 节 末 所 提 且 的 积分 J 的 计算 .对 (3) 式 求 积分 .得 
ds ] | ols 站 | 
一 ー 1 1 六 1 
i | ss 一 pl) Wen tl a tu) る bm i 


i 19 
8. 11 三 次 曲线 的 坐标 用 椭圆 函 教 表 达 
先 装 论 -个 特殊 的 平面 二 次 遇 线 :其 华 慰 rw 之 全 有 直列 关 


系 
= (1) 
车 判 别 式 妆 一 gi 一 27g7 关 D0, 则 王 次 曲线 没有 重点 .按照 85 节 (1) 
式 - 这 个 四 线 的 学 标 nf 以 用 椭圆 陋 数 表达 :; 
Tp, y= DD, (2) 
出 二 Pla,P ta 是 单 伍 商 数 , 对 应 于 个 4 的 值 ,只 能 要 -组 
cr; 的 秆 - 上 反 过 来 ,对 应 于 一 组 Cr, 的 值 .可 以 证 明 在 同期 平行 
四 这 形 内 也 只 能 有 一 个 # 的 值 .因为 了 = 一 nt 只 能 有 两 个 根 mw 
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一 一 机 ;而 由 于 PC(w) 是 谓 函数 ,相应 于 这 两 个 & 的 > 債 不同 , 所 以 
对 应 于 一 组 tr,y) 的 慎 , 只 能 有 一 个 的 是 . 
其 次 讨论 下 列 三 次 曲线 : 


二 (3) 
作 变 多 
ーー 4 キロ 
ーー (4) 
得 
y dr Ese E+ 


gz = の 一 あめ) 。 


gs 一 1 (32 の ーー 2 が ーー 55。). 
这 寺 x 和 yi PJ 以 用 (2}) 式 表达 ,代入 (4), 得 
月 」 
ェ ー Wo の ーッ ー と Cu). (6) 


现在 讨论 着 过 三 次 曲线 C3, 并 设 C 上 有 一 点 ta;) 为 已 知 . 
设 在 上 (ap8) 点 的 切线 变 C 十 另 一 点 人: 有) , 选 (ww ,PB') 为 诛 
点 ,并 把 Cs 的 方 程 写 成 下 列 形式 

ty 二名 ty) 二名 (リー 0 (7) 
其 中 みな,y) 妨 次 理 式 . 由 手 で 。 经 过 原点 ,所 以 (7} 式 中 没有 常 
数 項 . 任意 一 条 直线 y 一 tr 交 忆 于 二 点 . 队 原 点 外 的 其 他 两 点 的 
ェ 慎 由 下面 方 程 

TR 二 rR) 二 (= 0 
米 确定 , 由比 得 


一 二 YP 
ー 2aO ター MM 


其 中 


Pt = [mo 4 (9) 
这 是 一 个 :的 四 次 多 项 式 . 这 个 多 项 式 的 根 相 当 于 两 点 相 重 合 , 因 
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打 是 ご, 的 切线 的 余 率 ( 因 上 yo 但 蚌 我 们 已 经 知道 条 避 线 
的 斜率 , 那 就 是 在 开始 所 说 的 经 过 Ce 如 点 的 团 线 的 斜率 . 没 4 为 
个 立 率 - 它 是 了 (1)=0 的 一 个 根 , 用 8.1 池 变 换 (47. 基 /i= 


を , 可 待 到 アア (テー ツア (8) PE) 为 二 众多 硕 式 . 今 太 一 
P(e , 则 EE 和 可 以 分 别 像 (6) 式 中 的 2 相 那样 用 椭 和 饲 汕 数 表 
达 . 然后 通过 {8) 式 可 把 CC 的 华 标 Lr,3) 用 椭圆 函 数 表 达 . 


8.12 ”四 次 和 多项式 问题 


设 忆 PC 为 全 次 多 项 式 ， 【Try 为 曲线 で 」 的 内 株 : 
P= ai + Ga + da + a (1) 
假如 知道 多 项 式 的 一 个 要 a, 了 (6) 二 0， 见 用 8. 1 节 变 换 (4). 则 7 


ー タ ー1/ で . 得 ッ ー YP = VP PCe) 为 二 次 多 项 式 . 
再 用 変換 > テッ クツ 。 得 デー ア ,」( ア ). 根 据 上 苦 (6) 式 、 可 把 で 和 
表达 为 x= 二 sD(n) fey 一 2) [本 此 有 有 

1 bp' tw) 
pCu) Fe > pen) 十 < 


其 中 ゥ ーー1/6。 デ 4/ ア (ec デー あめ デー デア"Ce)/6 ア ey)6。 各 是 - 
Pr 的 系数 ( 见 上 节 (3) 式 ) 由 (2) 得 d ェ ニー ァ dz, 貢 


(2) 


工 王 如 十- 


“| -es (3) 


很 如 请)==0 的 根 一 个 也 不 知道 ,我 们 不 必 解 四 次 盯 程 而 求 
很 (关于 洒 深 方程 的 解法 见 附录), 以 采用 下 面 的 方法 . 把 
Pt 表达 为 下 列 形式 ， 


P= Pi} = a daft’ + fa + dayt iy 


— [GO ドー BP), (4) 
其 中 图 5 是 下 次 多 项 式 . 姐 然 这 种 表达 形式 有 无 究 多 个 叮 能 . 一- 


种 选择 和 人 6 的 方法 是 : 设 ta,B) 为 C， 上 一 点 的 坐标 ;可 任意 选 “， 
然后 得 8 一 Yo. 设 选中 (使 得 和 (的 一 8 这 显然 有 无 穷 多 个 
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可 能 . 这 时 候 :=a 特 是 方 程 (一 [ ぁ G う ドニ 0 的 根 , 因 此 可 令 
入 人 一 1 一 0 从 而 确定 了 名 让 名 以 }) 选 定之 后 ,; 造 -- 个 辅助 三 次 
曲线 C:, 其 方程 为 
デ |ー 2rp [| za = © (5) 
这 个 则 线 经 过 庶 点 , 它 与 直线 ?一 红 的 交点 , 除 原点 外 ,其 他 两 点 
的 > 值 满足 二 次 方程 : 
Tip) 十 278C 十 (の け 三 0。 


出 此 解 得 
ーー 
2 = a ， (5 
其 中 字 二 了 (2); 见 44) 趟 . 在 下 节 中 已 经 得 到 三 次 曲线 C; 的 坐标 
(x:y2 用 椭 贺 靖 数 表达 的 公式 ,然后 通过 y= 和 (C6) 式 可 把 : 和 # 
用 帆 贺 省 数 表达 . 这 样 就 解决 广 忆 的 坐标 (i, 办 用 椭 贺 画 数 表 达 
的 问题 ， 
现在 进行 演算 ,把 gt 有 具 征 化 . 对 (1) 式 先 作 变换 x 二 : ?2 消 
去 项 .因此 可以 今 (4) 式 中 的 a 二 0, 得 
a = a = Ca | Saas + diroust + grg。。 (7) 


今 
(2 テー 1 R= a 
Ant 一 Ga — done | gg っ (8) 

辅助 三 次 曲线 C; 的 方程 45) 化 为 

Gaary 十 digirfw nes Zaye 一 了 一 站 (9 
令 y 二 tx ,得 

- 一 Tr — (haat + danas | dory = 0. 

这 个 方程 的 解 足 


过 ーー る だ 二 Ya ア ( の . 
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出 此 可 将 z 和 7 一 Fe 用 三 次 节 线 6 的 挙 本 ( な ry) 表 送 加 下 : 
一半. a PD = エー 2。| |. (103 
了 | XT, 


-2 


另 一 方 而 ,从 人 9) 式 解 得 


一 eag。 tr 十 Ve? の メー (aa 一 13 (Bac 十 Za) 
Bra 十 Za, " 


ーー 


11) 
根 式 中 的 四 次 多項式 有一 根 ェ ー0, 可 以 信 テー1/ ほ (人参 者 8-1 节 (4) 
式 ), 得 


一 aad. 十 本 a a - (62。o。 十 rt) 
(a, 1 き ) 

得 今 2 二 24.7 ao, 则 根 式 内 的 多 戎 式 化 办 4 Cr 一 gy 一 pr )， 

其 中 


YY 二 


(12 


dud + 3a: Rt a a: 
大 > 一 ーー 万: 一 2 ーー : -!. {13) 
ば A 
因此 得 
_ _ aa) ば 。 
ー Sal — a + ーー [2g。p(g) ー a at 十 Dr, ,| 
(14) 
为 了 把 公式 总 达 得 更 简单 些 . 引 进 参 数 呈 使 得 
pe ニー 一 (15) 
a 


很 容易 验证 ,采用 (1 3) 安 所 给 的 g; 和 2 0L5) 臣 中 的 pc) 和 
Po 注 趾 于 竹 关系 趟 1 和 (2) ,由 此 是 问 时 成 芯 的 . 朋 了 之 
将 414) 二 代入 50 得 


i < 


一 和 . 
fT pa pey 「 の 
ター vw P(t) 
| 1 37 一 | | 
上 4 。 (17 
= Va 四 Pen 4 1 pg) pe) a | "の 
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应 用 8. 10 地 (6) 式 ,后 党 简化 为 


ター PUY ーー Wap) — pl — wv)), (18) 
由 8. 10 节 (4) 式 求 微 商 ,得 


1 d PCu) ー Co) 
2 dg Plu) ー Po) 


= Pu) 一 人 g v). て 193 


wt 一 Ve ニーーー。 (205 


8.13 亏 数 为 一 的 曲线 
-个 二 次 旧 线 CC 的 方程 可 以 写 为 
Fr.y) 一 や ん = 0, (1) 
guy) 为 风 次 齐 次 多 项 式 . 有 砚 十 1 下 奈 米 . 由 竹 (① 式 可以 乗 一 
任意 党 数 而 不 改变 曲线 , 熙 独 立 的 系数 总 数 为 > Cn+1D) 一 1 
や e+ や = すま zo 直っ 这 个 数目 也 就 是 确定 曲线 C, 所 需要 的 
点 数 . 
现在 证 明 一 个 不 能 分 解 的 曲线 ,最 多 有 广 (w 一 Cx 一 2) 个 
重点 《分解 是 指 曲 线 方程 Cr,y) 二 0 可 分 解 入 が ry クー が Cm) 
:zy 一 0, 即 分 解 为 两 条 曲线 : (ryy) 二 0; 了 (fy) 一 0). 设 
〆 为 C, 的 重点 数 . 作 一 曲线 C，, ,经 过 这 < 个 点 ， 另外 下 可 经 这， 
上 指定 的 ダーg 个 点 ,N 为 确定 C。 。 所 和 要 的 点数 ツー ュー1) 


(nr 十 2), 由 二 一 个 重点 算 作 黄 个 点 ,所 以 交 点 数 日 等 于 ペー 
24 二 N 十 4 但是, 种 一 キッ ァ 次 曲 袋 で 。 的 交 点 最 多 有 nm 全て, 


这 圭 凡 入 {Bezeut) 症 理 , 见 Fricke: Algebra I っ 。 123. 
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因此 NN 二 4 这 个 数 日 不 能 大 于 za 1), 面 有 
1 


杉下 ーー 1) 和 = 5 Cr tn 2). 


这 祥 就 证 明了 曲线 C, 最多 内 能 有 テテ (aD CO 一 2 个 重点 
设 d 为 C, 的 重点 数 日 , 令 
p= Dn 2)—d. (2) 
ぁ 叫 作 山 线 C, 的 号 数 . 亏 数 为 下 的 曲线 有 最 多 的 重点 , 叫 作 单行 
(unicursal) 曲线 , 它 的 坐标 可 以 用 基 一 和 参数 的 右 理 函 数 圾 达 . 而 且 
是 能 这 样 表 达 的 曲线 都 是 单行 曲线 . 亏 数 为 一 的 ”次 曲线 C, 有 
2 ニテ 1Dm 一 2 ュー ニテ za 3) 个 重点 . 当 4 二 3 时 ,4 一 0, 交 
比 没 有 重点 的 下 次 曲线 是 亏 数 为 1 的 曲线 ， 
现在 来 证 明 . 元 数 为 一 的 曲线 C, 的 级 标 可 以 用 属国 澳 数 表 


作 (ー タ 2) 話 天 和仁 て で 。 次 辻 て で 。 的 全体 っ 一 3 條 重点. 要 


完全 确定 C，， .还 需 此 六 Oo の の キリ ー ラ zzー3 ニタ ー1 不 点 . 
現在 再 在 で 。 上 当地 3 个 点 .还 洞 下 两 个 来 定 点 ,这 可 用 两 个 本 
定 .政和 gx 米 标志 . 因此 > 的 方 得 的 形 趟 是 
AF (roy Cr = 0, 3) 
由 于 一 个 重点 左 当 作 两 个 点 :所 以 局; 与 ,的 交点 数 已 经 确定 的 
是 tn 一 3) 填 n -3 二 nCn 一 2) 一 3, 但 是 交点 的 总 数 最 多 用 能 有 n(n 
一 2 个 ,因此 除了 已 经 确定 的 这 些 点 外 ,最 多 还 可 能 交工 一 点 . 
利用 (3) 式 中 的 多 项 式 ,引进 新 的 变数 x ,x 
i ry) 
TT Ft > Fy) 
十 Cry 点 让 过 项 线 時 (gy) 点 走 赴 一 相 記 的 曲 銭 CC 前 
疗程 由 《1) 砷 (4) 消 去 x 和 而 得 到 .从 C4) 式 痢 出 ,对 应 于 ,上 的 
一 点 tz yy) ;在 CC 二 只 能 有 一 点 (ry ). 反 坟 来 ;可 以 证 明 对 应 于 


(4) 
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"上 的 :点 :在 C 上 也 具 能 有 一 点 . 因 坊 優 如 対 庶 二 で 上 的 一 点 
Cr 在 人 上 和 两 点 (as 人 和 人 a の ) 的 造 由 ④) 式 得 
fab) Fla ty (9 が) 
三 (ay fa pb) fad) 「 
那 末 从 (3) 式 看 出 , 苦 使 如 :经 过 (Ca 区 点 : 它 必 然 也 经 过 (Ce 7) 
点 . 设 (a;y 让 和 (Ca, 六) 不 是 确定 C :曲线 族 503) 式 ) 的 那些 点 , 虽 
在 固定 了 (as 六 点 以 后 .在 4 和 两 个 参数 之 中 还 硼 :个 ,比如 说 
恒 4. 可以 仁 意 改 簡 . 抽 曲 袋 藤 で,_- 簡 化 方 一 條 参 数 的 曲 全 遷 , 送 
个 曲线 族 还 加 与 曲线 必 , 相交 于 一 个 变 点 Cry). 当 这 个 变 点 确定 
之 后 .参数 4 也 就 确定 : 反 过 来 , 当 会 数 4 确 定之 后 , 变 点 也 就 确 
定 .因此 蛮 点 的 华 株 必 是 参数 宗 的 有 理 转 数 . 变 点 可 以 人 林山 线 品 ， 
FF 连续 变 , 这 样 就 引 到 结 沦 ,的 坐标 可 以 用 一个 参数 的 有 理 函 
数 表 还 . 但 是 只 有 单行 由 线 的 坐标 二 能 用 :个 参数 的 有 埋 函 数 志 
还 ,而 我 们 的 曲线 C, 不 是 单行 曲线 ,这 涪 明 有 两 点 人 2、 DC が ) 
的 假设 不 对 , 畦 雍 对 应 于 上 的 一 点 ,在 CG 上 也 只 能 有 一 点 . 匠 
以前 挙 柄 一定 可 以 用 但 的 奴 标 的 有 理 虹 数 表 达 ， 
= (3) 

这 两 个 类 系 应 该 可 以 从 《1) 式 解 得 . 凡 基 (4) 式 种 (5) 式 同时 上 成 并 的 
变换 名 为 双 有 理 变 换 . 

现在 求 出 线 忆 的 次 数 , 这 等 于 (与 冯 线 a 于 By' 十 ec 二 0 相 作 
的 点 数 . 这 也 等 于 人 ;与 曲线 

ag ア (ry ft = 

相交 的 虚数 ， I 上 点 对 应 上 的 一 点 这 个 曲线 局 于 
,一 明 线 旅 .与 6 的 秋 下 随 mc 变 的 最 多 有 一 点 - 国 此 上 扩 是 二 
次 出 线 . が ツア 用 加 表 
达 , 代 和 45) 式 就 可 得 到 局 的 音标 的 椭 帮 了 郴 瓯 去 这 式 . 这 样 就 读 . 明 
了 全 数 为 “的 由 线 的 举 标 可 以 用 椭圆 冰 数 表达 . 

以 FF 是 在 } 下 则 解雇 了 豆 数 为 一 的 曲线 的 坐标 用 椭圆 函数 表 
达 的 问题 ,但 在 实际 具体 演算 所 确定 曲线 族 Co-: 芋 较 麻 烦 , 不 是 
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采用 效 有 理 变 挽 过 步 降低 曲线 次 数 的 办 法 . 这 样 作 的 时 候 ,; 短 一 步 
只 页 确定 一 个 重点 ,而 小 项 续 :次 把 所 有 的 重点 才 找 出 来 . 举 一 个 
例子 来 说 明 . 设 有 一 个 十 二 次 曲线 
w= Ctr ur Oo pir ce). {7 
这 个 曲线 的 三 点 (ay,0) ,5,0),(c10) 是 多 重点 . 第 一 步 作 变换 ， 
オー Cr CE, 


r= Az g Et 
这 是 一 个 上 萎 次 曲线 . 尝 标 是 4ry 扣 .第 一 步 作 变换 ，E 一 后 rr 一 a 十 
1 


4 テト [ーー が 7 土 1(e ーー cg 二 1 

这 是 -个 六 次 曲线 ,坐标 是 人 ,9 第 三 少 作 変換 = ,tau 一)7 
キュー ジー 旋 。 得 

(a Eo hE A 一) 
这 已 经 是 一 个 二 次 昔 线 . 第 四 步 作 变 棉 ; gp を ー Lo。 得 

Dr = ta ーー A 《7) 
这 已 接近 于 标准 形式 . 再 作 变 换 
0, 


{ : (8) 
“dt dO 
得 
ww 1 EE: = 让， 
A (9) 
人 16 ゅ ーc))  「 
这 是 标准 形式 . (3,y) 与 (0) 的 美 系 是 
gg 一 mm" 。 Ce ー OL ta -- ee be ye ew . 
が (7ー で う * | 
ニー ニーーー デー ーー 。 2 ー 
(ーー 2 Cr—ar — btr— cl) 
【10) 


用 桶 加 函数 表达 为 
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= Hp), vo Hp). (11) 
这 个 方法 可 应 用 于 解 微分 方程 ; 
[时 | = 4 一 arc De (12) 
用 上 述 方 法 , 令 y= 二 dz/dz ,得 
= = [ydz. 


这 个 积分 可 以 用 椭 图 函数 表达 出 来 . 
第 八 章 习 是 


1. 证 明 具 有 相间 阐 期 和 相同 极点 的 两 个 椭圆 函数 z= (2)， 
3 一 .六 (xz) 之 间 有 一 代数 关系 . [提示 ; 选 多 项 式 F(x,y) 的 系数 ,使 


在 每 个 极点 的 主 部 为 零 . ] 
2, 由 8.? 节 (4 中 两 式 相 乘 ,把 ln oCw 十 z) 展 开 为 东 勒 级 


数 , 相 如 ,证 明 8.7 节 (17) 式 ， 
in (=— Dp ”Co oni 


とう 
2 2 2 
Ek 所 (6e: て 一 41 


一 12e(6g 一 の ーーg- うー 


ー 36(6g 一 中 ーーgDG0ef — ei 


2 2 这 
es 一 Fa) 了 一 


3. 由 8.5 节 (56) 和 (1l) 式 证 明 


PFE 


] ,2 
Cr ey Tee) C= 3 PT 一 ー 
5 7 75 


4. 由 习题 2,3 和 8.7 节 (5) 式 证 明 
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本 (2 を" | 2 を 
zo Cz) ギュ 2 | (2g: + 3erez) 30 
1 3 を 2 き 
十 el es + の の | 15 十 | ce 十 ee (des 
a 
十 eliey)》 一 ーー 5 十 
de) を 人 を 
1 で の) {te の 1 > エイ 《ez 一 Ets) 15 
2 を 
十 (7 — 22ere。 う 280 | 
te) 2 を Ey 
ln テー ュー (の “| ee 


き 
2 2 ..。 
十 elf7ei 22e5e 286 | 


5. 由 8.10 节 (01) 式 和 (7) 式 推导 得 


(2) tr) Cs) 上 ye 
gd の (と) Cz) -一 3ptz)p (を 】 二 区 (を ). 


6. 由 8.10 节 人 d4) 式 证 明 


pte) = 


tat 5 
由 此 求 积分 ,导出 
po = 0. 
7. 用 8.10 节 (4) 式 证 明 
d 
《el — eo) le の | ゴー 。 デー tz 二 ww} ezt ci. 


8. 由 8.10 闻 (16) 和 (173 式 证 明 


erteg。) 
由 Be ~ 6 一 一 一 一 一 一 人 


gto ato) ’ 
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e "uoto,) 
ol ota 


ア e "27ag( ea.) 
ea ™ Pi 二 


Cea I Coy 


| , 基 中 wー2me 十 2m ;是 六 次 


9. 证 明 z=p[ 全 j++?p 
方程 
2 一 552t 一 408373 一 55832312 一 85sg3 工 一 583 = 0 
10. 证 明 三 次 曲线 有 九 个 拐点 ,其 坐标 由 椭圆 消 数 的 变数 x 
作 才 参 数 一 二 C2wo 二 yl), 基 中 和 " 各 取 (0,1,2) 中 任 一 
值 . 
11. 対 PC =aor + da 6a。 で 十 4gsr 十 g」 作 卒 換 z= 二 


一 元 * 化 为 


{ | Tp r 上 
アァ ーー テモ gs i! ar da 二 Ta， 
【 oy 
中 1 
1 : 3 1 っ Za 
A= Qa ‘a= a ーー ー デ ッ 
tn に 1 
2 4 
1 dad, Baas 3a; 
d= A a 十 7 
1 你 4 しれ 
由 此 得 出 太 』 デ 0 時 8.:2 著 (13)-<(18) 化 訪 
ang。 ~ da 十 Ba 
gs 一 2 + 
cn 
に 2 A 
ud の ンジ ンタ 
所 一 3 
Hn 
FF 了 
al tt2 三 3 aa: Za 
p= ニラ ーー, PCo)= > 上 一 
a は ez 2 


1 和 (一 了 (Co a 
2 Plu) 一 Po) «a 
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ッ ー VPS = Nasip Gu) — plu + 9}. 

12. 证 明 , 在 11 题 中 若 把 g2,g。 改 为 G。, で 。: 

G, = g6g。 = Aa 一 4aiai 十 3g5 ， 
CG, 一 ag 一 9oepg」 — Gla 十 Bal 一 gae 一 di 

则 x 将 改 为 一 oj 和 ,而 

ptV) a, Pp' (CV) = sls 一 + 和 ， 
PPV) 
2 a が か ( リ )ー POY) Ga 


y= VP = -py 一 p 十 了 
并 证 明 这 里 的 Gi,G; 与 3. 12 节 (2) 式 中 的 不 变量 - - 样 ,而 且 (2) 式 
中 的 xz 台 び 的 英 系 是 x 三 り 二 /2( 皮 用 8. 9 节 公 式 (9)). 
13. 把 下 列 曲 线 的 坐标 用 椭圆 耳 数 表达 ， 
> 」 of A! 44513 
トト Ary + Bx 一 条 第 = 
14. 把 下 烈 曲 雍和 欧 坐 标 用 椭圆 函数 表达 ; 


A So 


二 全 


ry 十 | Bx 一 再 4 
15. 由 8.3106 节 (17) 式 蕉 导 得 
Gz) 一 ite) (ee eDaily 一 0 k,l om 1.2,3), 


(e。 ーー EEA 十 《es 一 er て) 十 て 一 ez 2 な う 一 个 


第 記章 或 塔 函数 


9.4 国 数 有 pp) 


为 了 实用 的 目的 需要 把 椭 贺 函数 的 两 个 周期 之 一 选 为 实数 ， 
这 可 以 令 v 二 xz/2w 而 实现 .在 8. 8 节 末 曾 所 过 ,可 以 把 柄 加 函数 的 
关系 表达 为 z/w 和 w'/w 的 函数 . 令 


一 元 r= ー. (1) 
对 应 于 = 的 两 个 周期 2w 和 2w' ,wv 的 两 个 周期 是 1 和 ,我们 仍然 
假设 Im(r)>0. 由 于 -一 切 椭 辐 消 数 都 可 用 otx) 表 达 , 而 otzx) 叉 是 
整 函 数 , 它 的 零点 全 为 已 知 . 所 以 otx) 是 一 个 很 适宜 的 消 数 , 为 了 
突出 实 周 期 的 特点 ,我们 将 匀 o(z) 以 因子 e**+*, 而 适当 选择 a 和 


ぁ 使 員 有 周期 2w. 很 容易 证 明 a 一 9/2w,b=xi/2ew. 今 
<) 一 ee- 村 + 器 gx)， (2) 
席 用 8.7 节 (7) 和 (8}) 式 及 8.6 节 C8) 式 ,得 
plz 2@) = plz), plz 20) =— ee Fp(z). (3) 


rH 


周期 水 数 可 以 展开 为 情 里 叶 级 数 们 ， 
He) = > EE 一 >， Fa (4) 
其 中 z= 二 e™,z 二 2wvw. 在 (4) 中 把 zx 改 为 z 十 2 改 为 mn 十 rz* 并 令 
了 一 em gqg= et, (5) 


得 


全 ”关于 复 变 二 数 的 和 傅 里 时 导 并 ,参看 12.5 邓 . 
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z+ Zw') 一 や hr 
代入 3 的 第 二 式 , 得 


= 

1 mn ュー a 
> ca つう) orm ラ ーー > aE 
A 全 


两 方 的 "的 系 数 必 相 等 . 得 - 
atl] ~ i 
这 可 化 为 


cg der = Cg l=, 
C 为 -- 常 数 .于 是 得 
ws) 一 C 2 の (ー ア gt が. (6) 
为 了 保持 datz) 的 奇 画 数 性 质 , 我 们 木 用 上 喇 数 洋 sz 而 选 红 =z)7 
为 标准 ,3 引进 6 函数 ， 
6e) = i > (—)"gt en, (7) 
因子 ; 是 为 了 德 8 在 m 是 实数 时 用 sin(22 十 1)ro 表达 的 系数 没 


有 i 出 现 ( 见 (8) 式 )., 在 (7) 不 有 方 的 级 数 中 ,由 一 0 到 一 sc 的 求 
和 部 分 用 一 上 代替 ,由 n= 二 1 到 十 co 的 部 分 用 ww 十 1 代替 ,得 


bz) 一 2 VC) の (sin(2r 十 Dr 


f= 


ri 3 "4 


= 2qg'sin Te — Ag tsin 3ro 十 20 tsin SA — …-。 (8) 
这 个 表达 式 很 清楚 地 把 9fo) 的 奇 男 数 性 质 表 达 出 来 了 . 
由 (2).(6),(7) 得 
glz) ニー ice 生 | 去 |. 
常数 CC 让 以 由 > 一 0 而 定 ( 等 式 两 方 帮 册 > 除 过 ), 得 1= 
一 论 中 CO Ze 


2 の お | を 
Glz) 一 | 元 | ， (9) 
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其 中 9 是 如 (0) 的 简写 . 

f 通 数 的 好 处 一 方面 在 它 有 实数 周期 , 另 一 方面 在 它 是 由 一 
个 收 敏 非 沼 忆 的 级 数 48) 表达 .这 个 级 数 收 伍 之 抉 是 因为 了 的 绝对 
值 在 Im(r) 有 >0 的 条件 下 小 王 1, 而 相 令 项 的 方 次 相差 比较 大. 

注意 gz) 与 0(w) 的 关系 ,由 (3}) 可 得 

Br FF 一 一 bm 十 rr 一 一 ge he), (10) 

这 也 可 届 定 义 (7) 直 接 证 明 .8o) 的 零点 与 afz) 的 鹤 点 时 一 致 的 ， 
所 居る ーー と 大 徹 有 的 塞 吉 」 み 和 zm' 为 任意 整数 . 关于 (vw) 的 
零点 :可 以 不 必 和 用 stz) 的 结果 而 直接 求 沿 着 周期 个 行 四 边 形 图 


道 和 分 | de 之 值 ,证 明 积分 值 等 于 2xi, 也 可 得 到 . 


9. 2 盖 数 有 (p 1 


哉 塔 画 数 名 是 雅 可 毕 引进 的 ,共有 四 个 丽 数 ,一 1,2,3,4 ,而 
Do 一 0(z) 男 奸 二 个 旨 孙 数 对 应 于 三 个 go 函数 (8.7 节 (14)) 
Gs(2) 2 一 1.2,3. 约 当 (Jordan) 用 的 符号 是 6ce) 和 (で?), 面 (e) 
与 wz) 相对 应 . 雅 可 毕 用 的 是 比较 道 用 的 符 导 ,9 (6) 与 c。(z) 的 
对 应 关系 是 o4《z) 对 应 于 gasitol (6) 前 定 文 是 


t= Ou) = i 了 >， 一 )g( タリ et 1 amd 


n=— = 


L 


一 2 バー ql ailsin(2n ー lr 


= 2g Sin mo 一 2g sin 3mo 十 2 "sin 5mo 一 …。 (1) 


(tu) 三信) 一 外 | 如 + 5 | 一 | z 十 去 | 


- 


— > g し っ ee Um -一 = 2 >al ュ キ す | ‘eos (C2n Dv 
= 二 让 


ニーロ っ 


一 24 cos nv 十 2g79cos rv 十 29 cos 5rm ーー。 (2) 
Dy) to) 一 ID 十 テ 十 テ 一 a egal v 十 | 
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一 や 4 eee 一 ] 十 3 COS Zn 
ー 1 十 2g Cos 2nv 十 2q! cos dt + 2 の 7 cos arg + "(3) 


9( の = 9 の ーッ テニ ーー ime + 号 | 


ーー gei ター | 


| 


ge 一 工 十 2 一 )"g cos 2zmo 
中 a=1 


デュ ー 2 cos 2 + Do cos 4 テッ ーー Dp" cos 6rp 十 fd) 
所 数 名 (vw) 全 二 2,3,4) 静 是 vz 的 侦 浮 数 : 名 ( 一 四 一 名 Co) 只 有 
@(?) 基 奇 豆 数 . 公式 (1) 是 上 节 公 式 (7) 和 (8) 的 重 现 . 
这 些 沙 数 与 8. 7 节 范 数 clz) 和 oCx) 的 关系 可 以 根据 它们 定 
多 得 到 : 


oz) = Sed [を 站 | (5) 


ca) = EE 9 | Ck = 1,2,3), 《6) 


其 中 凡 为 生生 类 做 地 , 凡 一 市 (0). 公式 (5) 是 
上 节 公 式 (9) 的 重 现 . 
这 些 熙 数 的 周期 性 ,根据 上 节 (10) 式 和 本 节 的 定义 (1 一 (4)， 
表现 为 


ーー ーーー, 

Ov 1) =o dT = m9, Co) 。 

vd = dw) le mg Co の 
vd = dy F エ テー テー gq le m0, Cu), 


根据 上 节 末 的 绪 果 得 知 这 些 函 数 名 人 ?的 尘 点 (都 大 一 阶 的 ) 为 严 


十 AT os: 


v= —. (8) 
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出 定 义 求 得 .Cv) 在 半 周 期 处 的 值 为 


i 1 て ー エ 
| ー | ] = ig 09 すす |= 19,; 
1 1 i _1 1 r L 
9。 豆 一 0,8| 瑟 ,一 4 39 信二 ニー To 
] ， | , 1 可 《97 
9。 人 ーー 0,0 テト |ー 0 
1 1 _1 
。 テ 一 9 っ = 0, | テト 到 | = 了 19。 


9.3 椭 固 鸭 数 用 忒 塔 函数 表达 


通过 afz) 与 六 fo 的 关系 人 (9.2 节 (5) 式 ), 可 以 把 8.9 节 的 表 
达 式 52) ,或 者 (4), 改 用 b 居 ) 和 表达 , 设 椭圆 函数 f(x) 的 周期 为 za 
和 2g , 非 日 Imter jay0wyo=r 设 它 的 零点 为 w, 极 点 为 局 ,rr 


= 上 2 满足 (we 一 B) 一 0, 册 有 
t=cl fy /| -| 上. (1) 


曙 外 ,8.9 节 公式 (6) 也 可 用 总 (wj) 表达 .由 .7 9.2 
节 {5) 式 得 


_ oz) Ne 1 F(z/2m) 
Xe) 一 e(z) 。 @ ゅ + Za 9 (を /2o) 


代入 8.9 节 公 式 (6) ,得 
fa = C+ 5 う 人 Or (3) 
这 个 公式 比 8.9 节 公式 (6) 所 差 的 各 项 相当 于 (2) 式 右 方 第 一 项 
yz の ) 都 用 入 到 (3) 式 前 常 数 C 中 , 送 利用 丁 残 数 的 和 , > B,.1 一 


0. 


由 8.10 共 ( ロ 5) 式 和 人 て (は 7) 式 得 Ce 用 总 (w) 表 这 ， 
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と ) コ 5 ! 2 
ps) 一 eg = | ー 本 9.(e/o | . や 


Cz) Za, 19, Cr/ Zum) 
9 4 に 
ーー = F] 一 1 ,2， 33. 
ls 一 er [| 过- DCR foe) { (5) 


由 8.10 节 (17) 式 ,三 个 相 乘 ,得 到 知人) 用 si(z) 表 达 为 
タロ Cela, tial (Ce) 
tz 
右 方 的 货号 是 由 原点 附近 的 主 部 确定 的 . 用 &% am) 表达 为 


Cg (~ を 
da. Co) Se!” 


1 (6) 


P' (Cz) = 


Plz = (7) 


9.4 名 (wv) 的 平方 之 间 的 关系 


卷 虑 其 数 
adiCv) 十 pO Cv) 

Ds (Cv) 
这 是 双 周 期 函数 ,以 1 和 z 为 周期 ,这 可 用 9.2 节 (7) 式 证 明 . 殷 如 
选 常数 a 和 5 使 得 分 母 的 零点 与 分 于 的 消去 一 个 , 则 .Fw 将 是 一 
个 最 多 只 有 一 个 极点 的 固 回 函数 ,依照 8. 3 节 定 理 2 和 定理 1; 它 
只 能 是 一 个 常数 . 由 于 > 和 吕 还 可 乘 -一 任意 常数 ,可 使 常数 7) 
二 1 而 得 


fv} = 


lo) = g92(p) + の 9 (o). 

要 确定 系数 & 和 65, 可 恢 次 令 u=0 和 vv 二 xz/2, 利 用 9.2 节 (9) 式 ， 
得 一 9/92.g ニ ー8/9。 

02(o) = SC) 一 OD Cw). (1) 
闻 样 ,可 证 明 

Fu) = Fv) 一 Co), 《2) 
把 (4) 和 (C2) 式 中 的 vw 换 为 ャ エラ ・ 用 9.2 节 (2) 和 (4) 式 ,得 

Cv) = Co) 一 HE), (3) 
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gC) 一 9 の) 一 79). {4) 
在 C4} 中 令 v=0, 得 
:= 十 由 (5) 
用 了 这 个 英 系 之 后 ,我 们 看 到 3) 和 (C4) 式 可 以 从 忆 ) 和 (2) 中 人 努 别 
消去 咏 Cu 和 训 人 vw) 而 得到. 
值得 提出 ,本 节 的 关系 式 队 名 (v) 与 (z) 的 关系 很 容易 由 上 
节 (5) 式 求 得 , 见 第 八 章 习题 15. 


9.5 加 法 公式 
老虎 孙 数 


の FG 
与 上 和 节 的 理由 一 样 , 可 以 适当 地 选 a 和 上 5 使 它 是 一 个 最 多 只 有 一 
个 极点 的 椭圆 刚 数 ,而 必然 等 于 一 个 常数 . 所 以 有 
dv 十 wd tv 一 ww) = a tv) + pO Cw). 

依次 令 v=0 和 wv 二 1/2 十 r/2, 用 9.2 节 (9) 式 和 (3) 式 ,得 思 二 
Cw) /9 a = ww) /D3: 

dv Dv — vo) = N+ Rw (1) 
把 包 摸 为 vw 十 172 ,得 

0 o+ wd lr — w) = HW) Nw) (2) 
再 把 了 换 为 可 十 r/2 和 vw 十 112 十 tr/2, 可 以 得 到 高 B(vw 十 ww) 和 (vw 一 
tw)” 僻 二 1,2) 的 表达 式 . 同样 ,可 证 明 

Bd Co wd 0) = FN) 二 Pw. (3) 
由 这 个 会 式 也 可 得 到 89 Cv 十 w)B4Cv 一 w) 的 表达 式 ， 

在 (2 中 令 "一 0 即 得 刘 上 节 (2 式 ,所 以 上 节 各 式 是 本 节 各 
式 的 特殊 情形 . 现在 再 写 下 - -个 公式 

9.(o 十 ON 一 vo) = 一 I (4) 
把 v 改 为 v 十 1/2, 同 时 ww 改 为 尼 十 1/2, 得 
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の 9 ( み 十 wt w= nC 一 RR て (5) 
普 妃 交 来 , 毎 一 休 总 (v4 9 一 w) 都 有 両 衝 表 送 式 、 像 (4) 医 
(5) 欄 
同样 ,可 证 明 
ow, tv - we) 
= HD, Cd Nd rey 十 HI CID Cr rw), C6) 
和 在 61)， 2) (3) 6 中 令 "一 z, 得 倍 如 公式， 
9 (2u) 一 商人) 十 8(o)。 
の 054(2o) 一 十 Dv) , 
BI Zo = FR) NC) 、 
GD 920) = 29」 CD, CV CVI, Cv). 


9.6 起 塔 函数 所 满足 的 微分 方程 


现在 证 明 每 个 函数 eo) 都 満足 偽 微 分 方 程 
二 = 4xi ンク を = 1,2、3、4)- ①) 
为 了 证 明 这 个 结果 , 取 一 确定 的 不 值 ,例如 不 二 3, 由 9.2 节 的 定义 
(3) 得 


一 dx > Rg er 
99。 (Tw) tx | ng “ene 
or 全 
宙 此 可 见方 各 Ci 得 到 满 是 . 同 祥 的 证 明 适 用 于 不 一 1,2，4， 
其 次 证 搬 下 列 常 微分 方程 
dd i 2 2 (oD, Cu) 
Tl Ce OC) (の 
为 了 这 个 目的 ,考虑 国 数 
fa = Sv) (vw) 


Btw) 9K(o) 
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从 9.2 节 (7) 式 和 (8) 式 很 容易 看 出 ,fv) 是 双 周 期 函数 ,以 1 和 * 
为 周期 ,以 0 和 一 子 为 极点 ,以 去 和 一 广 一 三 为 零点 .由 9.3 节 (1) 
式 得 


| 1 1 T 
ーー CC) 
fo = し 二 = iC 9 て 
9 の |s 十 3 1 
由 于 wfto〕 在 mw*0 时 趋 于 ] ,得 
| iC9,9, 
9 


绷 用 下 面 要 证 明 的 结果 入 一 rs9:9,, 即 得 (2). 

方程 (2) 也 可 以 简单 地 从 9.3 节 (5) 式 和 (7) 式 得 到 ,在 (5) 式 
中 念 *= テ 3, 対 々 取 微 商 得 p'(z), 然 后 用 (7) 式 消去 P(x)，, 就 得 到 
( ぢ ) 式 、 


现在 来 证 明 
9 一 x。9.9.. 3) 
把 9.3 节 (5) 式 的 右 方 在 原点 附近 展开 为 = 的 苦 级 数 ,得 
2 2 
时 Bi 十 sm + 
Piz) 一 } 1 
gay 41 
Zo + 48 の 8 十 


其 中 用 了 3.tv) 为 奇 函 数 ,9i41 人 wv) 为 侦 熙 数 的 性 质 , 引 ,37 为 
(0) ,7 (0) 的 简写 . 进一步 演算 得 右 方 为 


1 ヒコ と し. 机 " 2 
3 


ド ・ 


ーー de | Der 3 が 
左 方 piz) 用 8.4 节 (3) 的 展开 式 表 达 , 由 两 方 的 常数 项 相等 得 
97 这 
39 Bl 


(を 一 1,2,3). (4) 


ーー 
ae = 


[9.7- 
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0(8.5 节 (10) 式 ) 给 出 
史 W - 
Du 3。 T 9 二 9 (5# 
另 一 方面 .在 微分 方程 641) 中 令 ゃ =0。 得 
是 on, 
= は 3 と (到 一 2.3: 4). (5) 
关于 不 二 1 ,需要 对 ( 习 ) 式 再 求 一 议 对 wv 的 仿 微 座 , 然 后 令 wv 二 0 
87 = dn FF・ (7) 
拒 (6) 和 (7) 江 入 5), 得 
1 39 ap。、189. 1 0%, 
gz Haldart da 8) 


9 = CH,0,0,, 
积分 常数 忆 由 g>0. 利 用 9.2 节 01) 一 《4) 式 ,确定 为 ,因而 证 明 
了 (3) 式 ， 


9.7 


一 些 常数 的 什 
在 9.2 匠 吉 (v2) 的 定义 中 令 忆 = 二 0, 得 
9。 一 gi 一 20 1 十 20 十 2 1 十 Aq" 二 
mt 
= 29 トキ 
で ョ ーー rt 9 | 
224 1 十 2 十 2 二 24 十， | 
> -ep a 二 f _。 9 な ト 2p* 回 227 十 PT 
三 个 常数 之 间 有 


一 关系 (9.4 节 (5) 式 )，; 


{1) 
;二 全 十 站 1， 
由 8.19 节 (C17) 式 和 9.3 节 (5}) 式 得 
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下 。 
YP) — es = C0) ・ (2) 


Bud Cu) ,” ー Ze " 
仿 让 一 25 二 ;有 周 9.2 节 C9) 式 和 和 和 9.6 节 (3) 式 ,得 


ーーーー 2 
Vo em C3) 


2 の 


令 * 王 3, ヶ 王 w。 得 

wel 一 es。 一 To (4) 
令 记 二 3;z 二 由 十 wi' ;得 

ve {5) 
所 这 几 个 公式 着 出 ,在 a4 是 实数 的 情形 下 ,可 以 选 w 和 g 都 是 实 
数 以 使 ee 假如 在 8.5 节 中 我 们 不 选 ww 二 局, 而 选 ーッ 
如 Ea 和 es 就 要 对 调 , 而 不 能 满足 セン デビ s 的 要求 . 

叉 舎 * ニ 1 ヶ >ーg 十 gw ,得 


Ne プー1 ュ ザ er 一 ea £6) 
癌 样 得 
ei3— eC—=—iVe—e, < 
= Me, — 8. 


在 送 葛 会 式 中 对 应 于 = 一 中 十 志 = 一 ae 要 姓 采 用 = 一 :出 儿 
是 有 ;在 第 一 项 的 根 式 都 变 正 负 号 ,i 改 为 一 i. 
取 (3) 和 和 (9) 的 平 六 : 相 加 ,应 用 关系 十 ei 十 es 二 0, 得 
12are, = (9 + Hi), (8) 


问 样 得 
lJ2ee, = Ti 一 中。 12ee。 ニー rt 十 34), (9) 
由 下 列 关 系 式 
(ee 一 だ ー テ (mgーg 二 (ローee ゲ デーE2(g」 士 ez 十 es) 
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デー Glee, ee es} 一 3 


虑 8 二 deeat:( 册 8.5 节 (11) 式 ), 得 


g> 一 3 | 这 | (9 ト 名 十 部 )， (10) 
ーー 二 OY CO! 9 の 09 — Di), 11) 
判别 式 Ac8.S 节 (012) 式 ?的 四 深 根 为 

A :1 

A 一 2 © (900) = Ta (12) 
现在 求 了 和 有 的 表达 式 .对 9 (⑫) 式 取 微 商 得 

が 

pl = ニ =— Ut{z) = 了 -1 dP (13} 


ta (2m)3 dy MM Cy) 


Site 在 原点 的 展开 是 


r 全 
A) = Vio + キー t= 2 テー 
Go) 1 の 
BQ) て) ーー 39 


代入 (513) 式 ,与 (zy 的 展开 式 比 较 ( 见 8.4 节 (3) 式 ), 令 常数 项 等 
于 冷 , 得 


7 一 一 % (14) 
12w9 
再 用 8.6 节 (8) 式 .得 
Cu 2 
が ーー Dw Zag {15) 


关于 这 和 97 的 展开 式 可 以 从 9.2 菅 ) 式 求 徴 商 得 到 : 
0 2mg0 (ユー 3 の + 5 テー 7g ブ ゴー (16) 


9 ーー 2g (0 一 270 二 1259" . - 3439 二 … う 。 (17) 
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9.8 勒 让 德 第 一 种 椭圆 积分 


在 9.6 节 f2) 式 中 今 


Co De 四 
:一 5 で )" ー ま " gw 一 TT, (1 ) 
最 平方 ,应 用 9.4 节 (和 (2) 式 ,得 
上 四 
[号 テロ ー ア 2)(1 一 だ だ う 。 (2) 
wt 


由 此 有 


" dr 
g = =, (3) 
| ゾー お)(1ー だ の) 


这 个 结果 符合 g 一 0 困 計 テ 0 和 dz/dg 一 1 的 要 求 ,这 些 要 求 从 (1) 
式 可 以 得 到 . 

积分 (3) 是 勒 让 德 的 第 一 种 梢 圆 积分 ,& 名 为 模 数 . 通常 设 を ご 
1 ,因此 趟 一 v1 一 起 也 是 小 于 1 的 实数 , 才 务 为 余 横 数 , 由 (1) 式 及 
9. 4 节 C(5} 式 得 


.9 


を = 《4) 
全 桶 图 积 分 K 和 KK' 的 定义 是 
K 一 [ 4 
ns アロ ロー の /)①1 RI) 
(5) 


, ! dr 
~ -| ーー 
根据 9.2 节 (7) 式 得 知 i 是 双 周 期 晴 数 ,对 于 vv 的 周期 是 (2， 
= ,对 于 w 的 周期 是 (2r8i,xr95). 这 个 通 数 古雅 氏 彬 贺 函 数 1= 
sn z(8.1 节 (11)), 它 将 在 下 章 着 细 讨 论 . 当 w=1/2 时 .由 9.2 市 
《9) 式 得 1 二 1; 因此 由 (5) 式 得 知 相应 的 为 氏 , 故 由 6 人 1) 元 得 


TT os 
K = と MC て 6) 
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应 用 此 (1) 式 ,得 
: 112 テー 
[到 1 十 2 一 1 十 2 十 2 十 209 十 … (7) 


x | 所 
当 vw 一 方 十 元 时 ,由 (1) 式 ,用 9.2 节 (9) 趟 ,得 t=1/ 同时 有 有 
"1 FI 站 _ di _- 
了 (3 + l=«=| | — うす] ー あお ) 
1 ] 
=| 地 +i | ロ 出 + 
A DG だ だ ) 
其 中 当 积 分 路 线 绕 过 1 二 1 时 .Im (で >0. 在 第 二 个 要 分 中 作 变 搁 
一 1 得 


| dr ーー ーー i RT .Ki 
1 VE DO RD) fo A DG RD 
因此 有 

3%) =K—iK'. 
用 (6) 式 , 得 

iK' 一 っ 5 ・ テ 。 T= を (8) 
故 得 

の ーー irr = ln = (9) 


由 公式 Ci, 4) 07) 9 可 以 从 给 定 的 9 值 计算 ,KK,K'. 反 
过 来 也 可 利用 (4 式 . 从 给 定 的 站 值 计算 9?: 具 体 计 他 步 晴 如 下 , 令 


2E = -一 《10) 
由 (4) 式 彼 9.7 节 (1) 式 得 


9 一 9。 2 二 の ーg“ 十 …) 


12295 1D 


2e 


反対 来 可 求 得 
9 二 二 26 十 1556? 十 150e” 
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十 17078 十 2091088 十 …. (12) 
由 《10) 式 看 出 es 二 172. 级 数 (12) 收 伍 很 快 , 适 十 用 来 由 给 定 的 天 
值 求 c 即 惠 上 大 到 ”0.8704 一 0. 933, 这 讨 = 1/8, 28’ 一 
- 0000609,15g" 王 0.0000002 ,也 只 要 级 数 的 头 三 项 就 可 算 到 七 位 
小 数 . 站 下 小 :也 越 小 , 吹 敏 就 越 快 . 假 如 吉 二 E 在 计算 时 可 颁 换 
有 与 及 ,这 相当 于 一 种 变换 ,将 在 下 节 详 细 讨 沦 . 
由 上 节 (3) 一 (5? 式 和 本 节 (1) 和 (4) 式 ,得 天 与 eyeaoes 的 共 
系 : 


下 一 ユー (13) 


在 e 为 实数 而 满足 ーーe。 的 条件 下 , 可 以 度 用 上 迷 方 法 求 得 
9. 积分 
dz 


-=| = = {14) 
了 ata — er etr — rs) 


el 一 63 円 


を 一 > (て 15) 


を We ュー Ee: 
可 变 为 勤 让 德 标准 形式 437?, 其 中 六 由 (13) 式 确定 . 这 时 w Nee 


一 区 ,ar Ye 一 6; 一 iK' (参看 习题 10). 
在 e 只有 一 个 是 实数 的 情形 下 , 令 
二 ei, テー292。 a= (B00),. (16) 
送 時 要 把 4) 化 方 勤 赴 徳 酸 准 形式 , 先 作 変換 ェ -* ニ みな 、 使 根 式 
内 多 项 式 变 为 四 次 的 ,得 


> 二 「 dr 
ーー が tz 十 2a) 
E 
= | ーー 1?) 
v2 ア (] 十 どう (お 一 3eg) ま 


再 作 变 换 使 并 出 现 平 方 项 . 为 了 保持 因子 1 十 ぎ 使 给 出 平 右 项 , 作 
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ター4 メ 及 十 三 

WI ツー ュー 項 " 

这 时 参数 多 还 未 确定 , 选 使 得 根 式 内 其 他 上 药 个 因 了 给 出 デー ポジ 
这 就 要 求 当 二 一 一 有 /3a 町 7 A 一 73a 一 24 バ ペー 求 出 解 
为 


ーー 


A の 也 3 ュー 9ez 十 闸 
变换 后 517) 式 化 为 
PR ds 
x* 一 = ー 中 (18) 
y 序 (ダダ 十 ダ ー め ) 
再 作 变 换 
。 』 1 1 」 3e 
タニ ュー ター ダー ニュ キャ ネー 5 to 
得 


2x = | dt ーー = . 
e (1 一 が )(1 一 EE) 

这 桩 就 变换 成 为 惑 让 德 的 标准 形式 了 .通过 以 上 的 交换 公式 ,可 以 
oy yan 用 K 和 天 :表达 出 来 (所 习题 llh. 与 x 的 美 系 为 


(19) 


2g ママ 十 2 。 2 の ーー 
ーー ,x | 2a 十 = 人 1 十 wT 一 在 (207 
9.9 雅 氏 虚 变 的 


在 外 氏 椭 贺 函 数 中 交换 % 和 ww 不 引起 什么 改变 ;为 了 保持 
Imto /wo) 记 0, 需 要 把 %,w' 依 次 换 为 w' ,一 w. 但 是 在 (wv) 孙 数 
中 ,由 于 两 个 周期 不 对 称 , 相 应 的 变换 是 vw 变 为 v= 二 z/2w' 二 vw/Y， 
同时 7 工 变 为 r= 一 177, 因 为 + 是 虚数 ,所 以 这 种 变换 称 为 虚 变 换 , 
为了 标明 周期 +z, 把 名 Cv) 写 为 外 v1). 在 变换 (Cw,w) 一 (ew, 一 外 ) 
中 akz) 不 变 ,而 el 一 eyer 一 evez 不 变 . 上 庄 9.2 节 (5) 式 得 


sod 特殊 洱 数 概论 [9. 9] 


Se! Yi 
ーー ピー ーー 9, 7 一 
2 = bu 0 の ylr) = ダ (ole) | 


用 8.6 节 (8) 式 及 xz 一 2wv, 得 

= FG — Ta = 

又 由 于 e, 只 是 互相 交换 , 故 4 不 变 , 因 而 由 39.7 节 (12) 式 得 知 
9.01 マ ) 07) 


7 一 + 
et 六 2 


im 


其 中 8 为 与 + 无 闫 的 因子 , 为 了 定 这 个 因子 , 令 f 一 rt 一 i, 得 e 二 
i 人 ,因此 得 


A ー テ |ー (一 ir)Y2W (0 |r)、 3) 


一 一 并 一 ij142ein Ab og て). (2 


依次 把 如 改 为 ッ ト テ ウト テー テウ や ー ラ > 用 9. 2 节 定 义 (2) 一 (4)， 
得 


9, | = ine coin, (3) 
て tT 
| |= Cie ng, col), (4 
TT 〒 
tv i 


て 


= Cir em re (olir). (5) 


这 个 变换 在 数值 计算 上 很 重要 ,因为 它 把 一 个 收 敏 较 香 的 级 
数 (r 芍 绝对 值 较 小 的 馆 形 ) 变 为 收敛 较 快 的 级 数 (r = 一 1/r 的 绝 
对 值 较 天 的 情形 )- 

令 r=ic, 用 9.2 节 (3) 式 可 把 本 节 公 式 (C4) 写 为 


や < 一 rp- 上 za gv? ぶ 已 一 ma + wm 6) 


村 二 一 上 


这 公式 也 可 用 傅 里 叶 级 数 展开 法 证 明 . 左 方 显然 是 前 周期 病 数 , 
以 二 为 周期 ， 因此 可 展 为 傅 里 叶 级 数 ce*" 1, 系 数 。。 等 于 
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) 
c= | ee eg dy 


n= me 


| 


= mi ュ 
> ， | e -me nm dy 
二 二 一 下 下 
ーー | E ピー2rma ーー 05! er 


这 样 就 证 明了 (6) 式 . 


39,0| ー | ー(ー iz79.(O 1r)。 


ゅ | ol - 二 | = (oir) C07. (?) 
这 表达 “常数 名 的 变换 关系 . 
从 9.8 节 (1)? 式 和 (人 4) 式 所 给 的 吉 和 才 的 表达 式 看 出 ,上 商 公 
式 (7}) 说 明 ,r 到 二 的 变换 引导 到 庆 安海 .因此 由 9.8 节 (6; 式 作 
变换 テマ ,得 
K = oo FD GD = grK、 


即 r 一 并 "VK. 这 个 结果 与 9.8 节 (8) 式 相 河 ， 

普遍 的 变换 ( 见 8.3 和 节 ,p.gsp 0 方 上 整数} 

ND= peaow, = pot ga po — fg=l, (8) 
计 以 化 为 琴 个 基本 变换 相继 作用 的 组 合 . 这 两 个 基本 变换 中 的 一 
个 是 雅 可 毕 的 虚 变 换 , 相 当 于 p 一 0,g 一 11 三 一 1 一 0; 另 一 个 
是 


=w, 人 一 十 ww, (9 
相当 于 (rT) 一 (Ti): 
zf 一 工 十 工 . {10) 
对 于 这 个 变换 说 ,从 9.2 节 定妆 得 到 
dvr 13 = eg, Cuir) 89,tolr 1) = eg Con, | 
alt = G+ D= GD J 
{11) 
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[9.10 1 


9.10 朗 登 (Lanaen) 型 次 換 


变换 世 一 2 一 2r 是 参 登 型 变换 . 現在 天明 
(vl の 9 Col DirtDlzr) 


2r) 


9.(0 


12z) 


这 个 方程 的 左 方 有 两 个 周期 ,u= 工 和 w 一 rz 分 子 的 索 点 为 “一 


2 


く 1) 


て 
2 


(家 点 二 十 工 出 于 周期 也 而 重复 ) ,分 母 的 害 点 为 b 一 三 ,与 分 子 的 
相 导 而 相 消 去 . 根据 8. 3 节 定理 1,G1) 式 的 左 方 必 是 一 常数 ,这 个 
常数 的 数值 由 v 一 0 而 得 到 ,这 就 是 (1) 式 右 方 的 数值 . 因此 (1) 式 


战 并. 
把 w 变 为 v 十 到 ,用 9.2 节 各 式 ,化 (1) 为 
9.(y |r)9(y |r) (001rBC0|z) 
9.(2o12r) COl2r) 
同样 ,可 证 明 
[tel キキ [wn (0|r) + PO)r) 
此 (2r | 27) 94(0 |27) " 
[coln + Le (Oz) 
9.(2r| 2r) ー 間 (O|2z)* 
把 ッ 政 妨 o+ キテ ・ 得 
[9. lp ドー Bl S07 + clr) 
D, Cor |2r) 9。(012r) 
tolrnm¥ ー LCelrn 2t0 |) 
8.(2o 27) ,C0|2r) 


艾 由 9.2 订 定 义 得 


Bwrdd,v|r) = 2 > et = 2 Crd4rn). 


(2) 


(3) 


(3) 


(7) 
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1 ]: 


9.Cyrlc) ーー DCv テ ) 一 人 > gl oem 一 29, C2 |dr), 
C8) 
9.11 坏 塔 函数 用 无 穷 冬 积 表示 


先 考 虚 六 (vw) 用 无 窍 乘 积 表 示 . 由 9.2 节 t8) 式 得 知 总 (vw) 的 零 
点 为 由 十 mw 了 十 2， 把 产 写 成 了 一 1. 利 用 es 科 的 周期 性 ,这 些 稚 点 
将 只 与 一 个 上 整数 有 闫 , 侧 贡 了 献 因子 Ce 一 ew), 为 了 保证 无 
穷 乘 积 收效 .rz 的 系数 (2 1) 必须 是 于 的 (因为 IJmCry2D) ,因此 
得 


dw) = GG | {1 一 の" emD(1 - qlee™)}. 1) 
= | 


因 于 是 否 与 如 有 基本 以 从 3 对 避 的 周期 性 质 (9, 2 节 57) 式 ) 
来 判断 . 当 ” 变 为 + 时 ,1) 式 石 方 滋 积 不 变 ; 当 二 变 为 十 


ae DG 一 ge 


一 i ge qe ~ ye™) 


ーー ge tan 1 (1 eC te PJ 」 

所 乗 的 回 子 王 9) 所 乗 前 相同 . 因此 ,六 个 无 穷 苹 积 与 号 (的 

比例 是 没有 奇 点 的 双 周 期 省 数 , 根 据 8.3 节 定 理 |, 必 是 常数 ,所 

以 与 vz 无关 .的 数值 等 一 会 旦 确定 . 这 个 无 穷 悦 积 比 8.7 季 

otz) 的 无 穿 飞 积 简 单 些 . 财 为 现 证 只 有 一 个 整数 n., 
依次 把 = 换 为 训 以 十 于 ww 十 记 十 三 ,得 


oo= Ga te ew) ge my, 《2) 
rw 1 


1 て の ) ーー 2Cg' "sim zo | | 《1 9"e (1 ーー Pe ) ， (3) 


ロー 
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9.(g) 一 2Ga "teos w]lG 十 re CL 十 gme 7 の). (4) 


把 乘积 中 的 两 个 因子 乘 开 ， 化 为 
Co 一 209134 sin Tl 一 202 Cos 287 + g")。 《5》 


二 1 


lu) = 20091" cos ro | 于 (1 + 2gP cos 2rz 十 ag") ， (5) 


dC0) = GT (1 十 292 cos Zo + 9" 2) 。 (7) 
n=1 
0 = Gada— 2 7! eos 2m + gy” の ). (8) 


hw 


为 了 确定 因子 局, 我 们 利用 9.6 节 (3) 式 , 即 ーー ィ 9。9。9,. 由 
《C17 一 《4) 求 得 


ぎー arGov] (1 一 の の 5。 {9) 
9。 一 2Cg* jl (1 十 ga, 《10) 
9。 一 elo+ 9 つう 2 。 11) 
9。 一 el {1 — g"ー リ 7 (12) 


代入 9 二 9。9。 ゆ 。 ,得 


Hay 1 [Og FU gy 
n= 


a 


= 


| 
1 コー i 


| 
A 


ti 十 [人 一 DC 一 的 一 
取 平 方 很 ,应 用 g 一 0 時 9, 一 1 的 性 质 ( 见 9.7 著 1) 式 ), 得 
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i 


G= [a- an. 13) 
+ 一 了 
应 用 这 些 公式 求 得 
05800 = a dt DG — gq” 7 
n=1 


ーー [| (1 ーー gl ーー gq 7)* 
1 


n= 


1 


ーー da 
即 
D0 Col = [300127) 了 (14) 
又 由 上 剖 (?) 和 (8) 式 相乗 , 信 ャ =0, 得 
(ol 一 が (Oz) = 49.(0|14z29。(014r) 


sgllu 一 の の gm) 十 go- 


| 


8gl ローg2G1 + gr 
r=1 


= 8g [] a 十 Go 

ーー 

9 が て 0|z) 一 OF) = 292(012z)、 (15) 

由 く 14) 和 (15) 西 式 得 
[9Olr) 十 全 (Or 了 
一 HOI) 一 OID + 4900|r8C0]z) 

4[9XO12r) 十 が (OH2r)]、 
应 用 9.4 节 (5) 式 ,并 注意 当 9 一 0 时 的 性 质 , 得 

(0 十 新 (0|r) = 2 0|27). 《16) 
把 415? 和 (16) 两 式 相 乘 ,应 用 9.4 节 (5) 式 , 取 平 方 根 , 得 

(0lr) 一 29:0012r)80012r). (17) 
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用 了 这 些 基 系 之 后 ,上 和 节 朗 登 型 变换 公式 可 简化 为 
tv TD, col) 
D0l2r)y 『 
col — wl) 
20。(012r) 
ーー (el 一 六 人 | 
29。(012r) “ 
(cul 十 Colz) 
294(012r) 
ーー 9 の telz) 十 el?) 
294(012r) ’ 
dv | rd Cw | rr) 
9,(0 |27) 
公式 C18) 和 C21) 以 及 公式 (19) 的 第 一 式 , 可 以 利用 本 节 公 式 (1) 一 
(4) 和 相 上 节 公 式 t7),《8) 来 证 明 . 公式 19 ぅ 前 第 二 式 可以 利用 9.4 
节 欧 (2) 和 (4) 式 及 本 节 的 忆 6) 和 (7) 式 来 证 朋 . 公式 (390) 可 以 从 
《19) 式 中 把 vw 政 为 vw 十 ci2 而 得 到 . 


9.12 匡 塔 函数 的 对 数 微 商 用 传 里 叶 级 数 蝴 开 


武 塔 函 数 的 对 数 徽 商 也 具有 周期 "= 王 1. 所 以 也 果 以 展开 为 博 
里 时 级 数 . 先 考 虚 名 (vw) /9,(v) 的 展开 . 这 是 奇 函 数 , 所 以 展开 为 正 
弦 级 数 ; 


dit2v127) 一 (18) 


2 | Pr}= 


(19) 


き 。 て 2 の | 27)= 


(20) 


DC2p |2r) = (21) 


dv) 。 ぐ 、 - 
9. で ) 一 De SIN ArnTT, 


其 中 
ーー 3 1 oe Sin 27mrz * dv. 


由 于 ako) 的 周期 性 ， 这 个 积分 可 以 用 图 道 站 积分 方 0 力道 


选 为 得 形 ,顶点 ABCD 依次 为 一 テテ Fr, 5 キテ 以 


L9.12 」 第 九 章 式 塔 出 数 51] 
em Cv) 79,(v) 为 被 积 函 数 , 它 在 4BCD 内 有 … 个 惟一 的 极点 了 
= 三 ,在 这 个 极点 的 残 数 为 em9.| 于 | /3| 卫 | 一 q". 洛 BC 和 DA 
两 段 的 积分 相互 抵消 . 滑 4B 和 CD 的 积分 各 为 


(の) a f OV) so 
EE 9, Co dz 一 -+ 9。Co)「 9 
1 上 
> 
一 下， 3 sin Sn * do, 
9 Co) Bt + 9, Cv 十 <) emty lm 
i De du 二 1 5 エマ で“ dg 


ーー 2ri erray 
] 『 

a Dd Cv) . ， 1 

ーー ig | 3 5 Sin Zn * du, 


更 个 积分 相 加 , 除 以 27i. 应 等 于 残 数 让 , 极 得 g' 一 (1 一 ges/4n 
因此 有 


C0) 一 14 > qsin Zn 


Dn) " : 1 一 gm (1 
把 器 改 为 十 172, 利 用 9.2 节 (d4) 式 ,得 
9' 1 -一 1 
0) dx 3 (一 )g7sin 2 (2) 


9 i og 


在 (2 式 中 把 tw 改 为 一 zo2, 把 古方 的 正 攻 畏 数 用 指数 卫 数 表达 
并 假设 Imtw) 计 ,利用 9.2 (8) 式 , 得 


9 Cv Bn i pr 
r=] 
再 把 v 改 妨 ャ エト 1/2、 得 
9 Et 
5 て の = 一 tan rv 十 ax や (一 の" sin nT の 


对 i 1 ーg" 
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《32 和 人 4) 中 的 级 数 在 z 是 实数 时 收 意 ,所 以 可 以 把 假设 Im(e) テ 9 
取 请 . 级 数 (1) 和 (2 收 合 的 条 件 是 |Imtv) |< 人 Ime) ,级 数 (3) 和 
(4) 收 仇 的 条 件 是 |Imgkoy|< 拓 Im(zr). 

9.13 画数 @C) 和 HG) 


雅 可 毕 最 初 引 进 臣 塔 函数 时 用 了 符号 @ta 和 Ha, 它们 和 
は 。 tw} 的 关系 是 


@(z) = Yl, He = lo), «= 2Kv. (1) 
对 应 于 mm 的 两 个 周期 1 和 r,z 的 两 个 周期 是 2K 和 2K'i, 而 
r=iK/K, gog=e *™, (2) 
Ht(w) 与 日 (w) 的 关系 ,根据 93.2 节 (4) 式 ,是 
HlG) ニー igiewixQe + iK'). (3) 
此 外 还 引进 函数 Z(w)， 
A (4) 


这 些 符号 在 文献 中 有 时 候 还 会 遇 到 . 在 下 一 章 讲 雅 氏 椭圆 函数 , 讲 
到 燃 圆 积分 时 将 要 谈 到 它们 . 


第 九 章 习 題 
1 令 M=gvtem ,证 明 
B,C0)— だ ょ | = iM9le キキ エ 
= iM9 lo + , 
eo mle + Me + すす + 


= 8 十 到]， 
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第 九 章 “ 式 塔 函数 
oo 一 ge 十 二 = | ッ キ テオ | 
上 上 
本 
= ms, + | 


2. 证 明 
dav 十 wd, Cv 一 w= 5 る )93(ep) ーー HoH Co) 
DRE) 一 YC) Cw , 
960 十 w)92(0 — w= Go)98Go) 一 HOI Cw) 
= RF) 一 が (oto) 。 
DI, Cv sp)0。(o CO) 
= RV) 一 Co て to) 。 
939.o + ww) — w)= FI Cw) 一 FIN Cy 
一 FHC) 一 Wo Cw) , 
,wT DD Oo w= FDC 一 HY Ce) 
= Rv) 一 Co)WCte) 。 
939,(o 十 o)9.(? 一 w= の (の 8) + Wo Ca) 
一 FC Co) 十 900 Cie), 


3， 证 明 
GD Co 十 Dt — se) 
= OO Gd, Cw 一 HOD, Cu lw, Caw) , 
トー ゃ 0) 
= FI CY, (Yo ) び tg) + Oo)9 CID ID Cm) 。 
t,t 一 ro) 
= HAD Cu Ow) 一 DIO (rp)9. (rp) ， 
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DD wD {tv ーー we) 
ON OAD de ), 
D9 4 td, 一 vg) 
= OD CV IND) 一 ODI DINO (xp)9。 (rp ) 
4. 证明 
Cr 二 20), 
由 此 得 
929 て 2o) = の (る ) 十 Cw}, 
因而 导出 
ee) 十 の (rm) 三世 to) 十 Cx). 
5. 利用 习 定 2 的 结果 ,证 及 
9。979。(2o) 王 HN — Fw) Ev), 
DDL = FN) 一 NCH), 
OQ (20) = (Co) 一 Hv) = HV) 一 Fu). 
6， 设 Ge yr me う 三 (rei テ ュ * ャ ーッ) 的 共 系 訪 
2ee 一 十 二 十 十 sz， 2 アデ ーー テオ キマ 十 . 


2y = wt vz， 2z 二 机 十 了 一 一 2， 


] 简单 符 寻 [rr] 表达 (ro99, C779 Cy (=)、[ gs] 表 拓 9 tw) 


.ri9 (yD Cr) Tr] 表 壕 六 (DD D(z [pgrs! 表达 


ea) 正明 


2[L3 一 一 [了 十 2] 二 [3 
2[4]= [1] ーー 2 十 .3 十 [4 
2[1]= [十 2 2- [3 十 [4]， 
2[2]- [十 2 2 了 十 [3 一 [4]， 


[1 十 21 二 [1 十， [1 十 [3j] 一 142] 十 L4F， 

[二 j= 二 [1 十 fF ，[2j 十 [3] = 二 2 了 十 [31， 

[2] キ [ 引 テロ ド 十 18 ず , [3]+141=[3] 十 [4]. 
L3344」 十 [2211] テニ [4433J 十 [1122 了 。 
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2[12341= テ [3412T 二 L2143 | — [1234 十 [4321]", 
2[1122] 一 [1122] 十 L2211] 一 L4433】 了 十 [3344 
2L1133] = [011337 十 [3311] 一 -4422] 十 [2244『 ， 
2[1144] 二 [L1144J' 十 [44117 一 - 3322 十 [2233】， 
2[2233] = [22331 -十 [3322] 一. 4411 + [11441]'， 
2[2244] 一 [2244] 十 [4414221 一 [3311] 十 [1133]J'， 
2[3344j] = [3344 了 十 [4433】] 一 [2211] 十 [11221. 
7. 正明 


Co Dv) ge DY) 
wv) to) Cu Cw) 


之 は 
Dv) lr) 2 C0) 
. x 


Dv Co) Cr)9sCo 
SCoy to) pe 9i(o)9.(?) 
9(v) 9) 1 9 (g)9。( ゃ ) 
EAA NC 
D.C) DC) ーー 3 9。 (oy, (Co) ” 
Nn ぎく ) 2 9,(p)9。( ゅ ) 


DC) 9 で ) Ts 0 CO Cw) 
[提示 : 利用 征明 9.6 节 {2) 式 的 方法 ,并 利用 9.4 节 各 式 , 或 者 应 
用 9.3 节 c5) 和 (6) 式 .] 
8. 利用 9.6 共 3) 式 和 9.7 节 63) 一 05) 式 证 明 


87 の . 

可 一 车 一 dae’te, 一 ea) 一 5 ， 
1 5 

7 本 

ee の ーee 
4 2 

8 の 

Ee eo — m0 
总 加 


9. 利用 9.8 节 00 ,C4 ,C6; 式 和 9.7 节 (1) 式 证 明 
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站 172 人 
[到 | 一 9。 = 2 gt 
元 n= 
= トト 
ri i デ 加 
[2 = + 2g 


一 1 一 2 中 十 2 一 2 十 全 
10. 在 笑 根 満足 tg es 的 条 件 下 有 
dr 


Fo 
Ze = | + 
1 (ro ed)(r— ee) — ee) 
Za 一 [| dr ーー ュ 
店 Vr -一 gg バ ティ テー)( ァ 一 ea》 
第 二 个 积分 路 线 当 化 过 e 和 ei 点 时 在 上 半 平 面 . 作 变 换 使 如 点 
(es es ,eso9) 依 次 全 为 Ce, ,co ,es ses); 


《el 一 es) (es 一 2 


r= es Fe , 
正明 
dz 
Le 
| cr ーー テー ed CT — es) 
エー 
ME の うと ーー ey) 
由 此 得 


dr 


| Ve ーー 
2 
再 作 变 换 一 6 十 (ez 一 el ;证明 w we 一 全 一 多 ,而 下 一 (es 一 c)7 
te 一 es う , 
在 中 作 变 换 


gi ーー ta Je esr 
(el 一 ea) 一 (el 一 eID! 


交 一 一 
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正明 ダマ ョ ーーiKK7. 


11. 在 有 虚 根 的 情形 下 , 依 9.8 节 (16) 式 的 选择 ,证 明 在 积分 


路 线 适当 选择 之 下 有 
2gg」 一 一 下 一 | 下 ， Zow, = ZK, oe = ニー K+ EK, 
相应 的 模 数 为 


二 (1 二 ギ ) 「 光 . 

[ 任 ょ 平面 上 的 邊 分 路 袋 力 : 1 是 出 a 十 ic 到 P] ls 是 由 2 到 
十 是 由 一 io 到 で 在 ?平面 上 的 积分 路 线 为 : いり | 是 由 一 i 
到 一 ico. 天 由 十 oc 到 4,ws 是 由 外 到 十 ce 于 由 一 到 一 和 os 是 由 1 
到 icc ,再 由 十 ce 到 4 ] 

12， 利 用 9. 11 节 (20) 一 (12) 式 证 明 

£ = Tl I 十 と | ， 页” 一 [| 1 | 。 
13. 利用 9.1 全 下 各 9.11 节 (5) 式 证 明 


Da | Ne) ,| Ne 
oz) = ェ FXP| zo | sin| 7 | 


| gm Te 4n 2 
xn 2g s+eG すう | 
14. 由 9.12 节 (3) 式 证 明 
ko= ぞ 」 Cot かう sin デー。 


Za 。 2 ルー の 
ニニ TT 2 下 全 
PC を = 本 十 { 乞 CS で 2 の 


15. 延 明 . 当 IIm(o) | mr) TIm(rg)1 で Imm(r 5 時 
Co + ww) to 上 rcot 
す ,(o)9,(w) — To Ty COt Tt 


十 二 っ CSint 272TU 十 ZrTu). 


mem 一 
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16. 证 明 


了。 = 
2 a 一 Fa 十 2 な CDS Pn; 


cn = 2 Cl m+ すま mm 
17. 成 9.11 苦 CG5) (8) 式 求 微 商 ， 证 明 


Fo gq sin 2mv 

re 一 Tn eot Tu 十 n> 1 一 2g cos ZT + gq 

9 Cw) sin Dv 

eo パー あう 1 cos oo 直す 
BY (o) ql sin Pn 

Fa = = TT ro gre Tg 

oO: Co) = qr sin 2mv 


9.o) 4 2 ] 一 2g” 1cos 2xp om? 


#1 


18. 利用 9.6 帯 (7) 式 和 9.11 节 (9) 式 证 明 ( 并 利用 17 题 ) 


一 一 二 | 
1 一 24 5 ュー Ty |. 
19. 由 习题 17 的 结 し 0 证明 


9 | ご 

で ニー 十 

5) Tl 遇 に +) | 
人 。 ge 
2 二 

の 。 3 1 

BD, 一 Bx ズン (1 一 gg 


又 ;用 18 题 和 本 是 的 结果 验证 9.6 节 (5) 式 . 
20. 证 明 
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Weg) EC) Pte + w) 


DT wo) 
9. Cad Cod, tv + tw) 


= rd, DC Cg, Co 十 ve) 


第 十 章 ”有 雅 氏 椭 略 函数 


10.1 和 雅 氏 椭圆 国 数 sn wcn wdn a 


雅 氏 椭圆 函数 是 在 周期 平行 外边 形 内 有 两 个 一 阶 极 点 的 函 
数 , 而 且 两 个 周期 一 个 是 实数 ,一 个 是 纯 虚 数 . 由 于 这 个 特点 , 雅 开 
椭圆 孙 数 与 上 章 所 讲 的 忒 塔 函 数 有 很 密切 的 关系 ,因而 雅 氏 椭 图 
通 数 的 理论 可 以 完全 建筑 在 起 塔 函数 理论 之 上 . 另 一 方面 , 雅 氏 椭 
避 沙 数 与 三 角 函 数 很 相似 ,从 勒 让 德 第 一 种 椭 贺 积分 的 反 演 来 讨 
论 比较 直接 而 容易 懂 . 在 本 章 中 这 两 种 理论 都 讲 , 先 讲 用 权 略 积分 
的 反 演 的 理论 ,后 齐 和 用 式 塔 函数 的 理论 ， 

函 救 sn x 的 定义 是 勒 让 德 第 一 种 椭圆 积分 的 反 演 : 


de 
t=snw g -| J 《1) 
常 引进 变数 ぁ : 
‘Tn “| A 
这 人 积分 的 反 演 常 写 为 
多 一 amn ai， (3) 
因此 而 有 
ょ 一 sinamg = Sn. (4 
函数 cn x 和 dn a 的 定义 是 
cn g = アツ 1 一 sn dm = v1— kisnin, (5) 
其 中 根 式 的 正 负 号 的 选择 使 得 当 w 一 0 时 cn 一 1,dn wr1. 这 两 
个 函数 有 时 又 写成 下 列 形式 ， 


cng 王 cosameg。 dnw = Aam a, C6) 
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(5) 式 常常 写 为 
sn ena 一 1， dniw + kisniw 一 1. (7?) 
由 (1) 式 取 微 商 , 得 
全 = vl 一 末 )(] 一 だ お ), 
由 此 得 
Esn gg 王 Cm g dnui, CB 


正 负 导 由 wu 一 0 而 确定 . 
对 (7) 取 微 商 然后 用 8) ,得 


Conia= sn dng。 (9) 
dr 
d 2 
dm テー が sn gcu it. (19) 
中 
在 较 复 杂 的 公式 中 常用 格 菜 区 和 尔 CGlaisher? 符 号 ， 
ns な ケー ーーー g = -一 | 
na sn ch a 
seu= i dna du dn (11) 
cu 一 ca ds 一 dx 4 _ dm g 
Sh sh gt nu 


在 最 后 两 行 公式 中 符号 的 前 一 字母 表 汞 分子 ,后 一 字母 表 东 分 挟 . 
及 积分 (01) 看 出 sn w 是 奇 国 数 : sn (一 ww) 二 一 sn 4; 从 定义 
{5) 春 出 cn gz 和 dzz 基 偶 赦 数 : cm( 一 g) 王 cn wrdn( 一 uw) =dn a. 


10. 2 和 雅 氏 棋 画 函数 的 几何 表示 法 


1. 第 一 种 几何 表示 法 雅 兵 钴 国 录 数 有 两 种 几何 表示 法 . 
在 第 一 种 几何 表 承 法 中 ,以 所 为 心 作 - -个 半径 等 于 1 的 珊 ( 见 图 
39) ,在 直 径 4'04 上 送 - -点 口 , 令 CO 一 se 与 如 一 w 一 在 的 关系 
是 
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图 39 


ニュ ー を 

工 十 六 
经 过 人 C 点 作 一 任意 攻 MM ,在 MM 上 取 两 点 ,N 和 NN', 令 CN 一 
N'Coc (MM). 由 OO 向 M'M 作 垂 直线 交 MM 于 万 点 . 令 
HM= 避 则 MM=2m. 设 OCN=98,AAAM= gp, 则 用 ADOM 
一 24, AOMC=2g 一 9. 由 于 OM=1, 得 


毛 


(1) 


m= cos(29— 0)， (2) 
を sin サー sing2o — 9). (3) 
由 (3) 式 解 得 86 与 pg 的 关系 为 ， 
_ _sin 2 の 
tan@ 一 ET cos2 を (4) 


选 CM 与 Cad -22 的 比例 常数 为 1 2(1 十 )。 ぇ 4 区 一 任意 常 数 
因子 : 


-CN = AAA 十。 (5) 
nt 
出 <2) 和 3) 得 

mi = 1 一 esin:8, (5} 


代入 (5) 式 ,得 


[10. 2] 第 十 章 “” 雅 氏 焕 吏 前 数 523 


が (1 sn 一 上 (1 十 上 六. (7) 
这 是 N 点 轨迹 的 极 坐 标 方 程 , 是 - :个 四 次 曲线 , 它 的 形状 有 点 像 
椭圆 . 设 已 点 为 这 个 曲线 与 44 线 的 交点 ,用 LPCN 表示 这 个 曲 
线 的 -个 扇形 PC 的 面积 ,有 


。 1 。 だ (1 ef de 
[PCN] = > | de 一 二 全 | 誠 
用 5《2 和 44) 式 站 得 
jp 1 Ecos29 


Yl1 寺 十 2ecos2g 
dp ー (1 十 tcos29) 
dp 1+ e+ 2ecos2@ 

用 (1) 式 中 :与 的 关系 ,有 

1 十 总 十 2ecos298 二 (1 Ee 一 desin:g 
一 《1 十 El 一 ksin’:g), 


PCN] = | dp 《8) 
IN 


这 个 公式 给 出 了 zz 的 几何 意 六 为 户 形 PC 的 面积 (4 是 任意 的 ， 
图 于 选 了 2 之 过 1172; 假如 选 4=1, 则 [PCN ] 一 xz)， 
現在 巳 移 由 (8) 式 礁 定 了 =am a; 国 而 得 到 


ST g = sing = スー LAM. 
Fn gw = CO = = 5 AM, 『 (9) 
cg CM | 

CA 1 十 s 1 


关于 最 后 一 个 公式 的 证 明基 : 
CM= CA AM -20CA. AMcos プロ 4 
二 (] 十 2 十 dsin*gp — 4(1 十 eysingcos(tr/2 一 
二 (1 二 6)? 4esing = Cl 二 6):(1 — kisin:g) 
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= (1 二 ed 一 だ snfg) = (+ gdn7g. 
2. 第 二 种 几何 表示 法 . 在 第 二 种 表示 法 中 , 作 一 半径 为 1 
的 球 , 选 地 一 9 为 纬度 ,2 为 经 度 , 则 在 球面 上 一 点 的 坐标 为 
= singpcosd, ッ ーsin の sin り 。 と 一 cosfp， (C10) 
现在 的 g,8 正好 与 通常 的 交换 ,目的 是 为 了 使 9 一 am w 的 关系 得 
到 满足 . 令 


1 = Sin の 。 (11) 

则 (2 是 柱 坐 标 . 在 球面 上 的 线 元 平方 为 
ds* = dg + sinepd ア ーー ビー dg. G2 

在 球面 上 作 一 螺旋 线 , 由 下 列 方程 表示 
= ks, {13) 


其 中 :为 由 极 轴 y=0( 避 := 二 0) 算 起 的 曲线 长 . 将 (3) 代 入 (2) ,得 
{1 一 kisin:pyds: 一 dg, 
由 此 得 x 二 s; 即 等 于 晶 线 长 .于 是 这 某 曲 线 的 柱 华 标 为 


1 一 shy d= ks, m=chs (= tt). 14) 
这 条 曲线 与 子午 线 的 交角 的 余弦 为 
9 = /I Rsing = dn s 5) 
10.3 ”全民 图 积分 
K 争 为 全 椭圆 积分 : 
1 dt ド _ dg < 


oe ロー お 一 だ だ) の VI ing 
出 此 得 
mn =1l, cm 人 氏 テ Q、 dnk = Ey. (2) 
当 ま <1 时 ,把 (1) 中 的 被 积 函 数 展开 为 上 的 究 级 数 , 计 令 15, 得 
ed - 1 1 dt 
K= > 2 | 一 | ーー 一 
ご + 


p 1 一 だ 
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1 | と | を 人 -ae 


站 “| 六 本 エエ 
= 去 > 放生 | 


TT Fr 1 ? Rk 
ー 人 3| | (ri) 


即 
TE 1 
Kー テ F| か うい | (3) 
对 应 于 余 模 数 的 全 横 園生 分 KK 为 
di i 1 1 
一 一 二 Fl 二 ,全 ,1 各 
0 y(1 一 の お (1 一 7 2 | 2 2 
TFL ー 8 
ー | ララ 1 を | - (4) 
在 9.8 节 中 兽 经 通过 变换 だ だ ニュ ュー が 2 年 明子 下 列 公式 : 
+ dr 1 dr 
(1 一 (1 — Er) sp WE FC 一 RY 
但 dr 
i = K+ikK', 
+ | vo eT — Rr 
因此 有 
sntK 十 iK") 一 +. chtK iK'} =— ey 
を (5) 
dn( 氏 TiK’) = 0. 


第 二 个 公式 的 正 负 号 是 根据 积分 路 线 在 绕 过 z==1 点 时 处 于 上 半 
平面 (Im(f) 守 0) 而 确定 的 (参看 9.8 节 (7) 式 之 后 的 一 段 ). 

再 考虑 由 :=0 到 :一 ce 的 积分 , 绕 过 上 1 和 1 一 1/% 两 点 时 者 
在 上 半 平 而 ,得 


上 dr 
o アマ A — ki) 
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上 di 
Fv CR — 1 
在 最 后 的 积分 中 作 变 换 在 ==1/&, 得 


二 开 十 IK' 


[ ーー dr = | dé Kk, 
EAT A 
敵 得 
テ dz i 
| VU i 
因此 有 
snliK') = co. (C6) 
应 用 10.1 节 cntz 和 dnz 的 定 尽 (5) ,得 
cniK' = co。 dmK’ = co. (7) 


所 以 w=iK' 是 这 三 个 函数 的 极点 . 
10.4 加法 公式 
加 法 公式 是 指 sn(x 十 v) 等 的 表达 式 . 为 书写 简单 起 见 , 今 


1 Sn g,」5。 一 svur = ehu, c= CN UE 
dl =dnw, d;= dn ow. 1 
假设 十 v=c 为 一 常数 , 求 dz/dz ニ ーー1 的 解 .用 一 点 代表 对 zx 的 
微 商 ,由 于 ?一 一 1, 有 (10, 1 节 (8) 式 ) 
= ks), R= (1 — 5s) — ksi). 
再 求 微 商 , 得 


(1) 


テー ニー コト が 十 283s1， る ニー バ (1 十 どう 5 十 2755。 
于 是 得 
F152 一 お 5 ー の Ta Cs 一 35) ーー 2R25192 
5 一 《1 一 和 58) 1 一 sf 
逆 
so L 5 ss 5251) 一 1 一 gd を q k2s1s2) — 0. 
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其 积分 是 
133 一 S28 时 
ラー で 
1 一 が YYs5 
用 10. - 节 公 式 (8). 得 
Cs, + rss — 


1 一 ER:s1sz 
个 结果 应 当 与 x 二 v= 二。 - 致 ,都 是 微分 方程 dx 十 d= 二 0 的 积分 、 
故 随 个 常数 之 间 必 有 -二 数 关 系 : 
risz + Caddos, 
1 ー Risisz 
令 5= 一 0, 得 Fo 一 sn us 而 有 
Sea 4 Sec 


EE 
1 一 ES 


テア Cg 十 ゃ ). 


snta + Vv} = 
snaucnvdnv+ snvucna dn wt 
ー 1 一 ESR SN ] 《21 
这 就 是 所 求 的 加 法 公式 . 
从 这 个 公式 出 发 ,可 求 cntgz 十 sp) 和 dn(g 十 ) 。 
(1 一 si en + vw) 一 《1 — が sm わし 一 sn2(g + v))} 
= (ロー ss — (seeds T+ Cd 0° 
デー ュー 2ksisi + R'slss — sitl — 52) (1 — ktss) 
ー (1 一 (1 一 Risl) 508201C24 ds 
テバ (1ー 9)(]ー 8) — iss) 
一 25rsyCTCo ツ 1 の 。 
= {cs 一 ss du 
取 平 方 根 ,用 w= 二 0 定 正久 号 、 得 


CICs 一 Fad: 
1 一 Risisz 


En(g -+ v= 


~ mcno 一 SnwSnodngdng 


一 (3) 


1 一 ま SN HSN SY 
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同样 ,由 
(1 一 adn Ca = i Cad 十 szcig」)" 
= ーー ーー 51) 
— 2kisistiCad 1 


得 
dd, ーー Rk’ DU 
dnte + %) = 1 一 
_dnxudnv~ kisn usnvcnucnwv 
3 . (4) 
1 一 だ Sn"a snmiv 
在 加 法 公式 中 令 v=4, 得 倍加 公式 . 引进 简写 符号 : 
5 = sh, と ーー Cm gu, d= dm ts ] (5) 
} 
S = sn(2g),。(C ーcn(2z)、 りー am(2z). 」 
得 
2scg 、 1 2:7 十 ‘st! ーー ュー 24:s: 十 :5' 
= 1 ュー Res' 
(8} 
芭 过 来 求 得 
2 1 ユー zs ロワ + 2 De 
ニュ エー タ ) で で ュ イキ 5) ダー ニュイ で (の 
10.5 雅 民 椭 圆 洲 数 的 周期 性 
由 上 节 的 加 法 公式 和 10. 3 节 (C2) 式 得 
chudnu cnu 
ーー (1) 
同样 ,得 
cn(g cK) = Eisdu, dmg K} だ nd g. (る) 
再 加 玫 ， 
sntu 二 2K) = sn us: enw 十 2K) 一 一 cnize， <3) 


dnte + 2K) = ds g. 
再 加 2K: 
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sn(g 十 4K) 三 sng」 cntz 十 48) 一 en uw. (4) 
因 此 sng 和 cng 前 周期 是 4K. 面 dn g 的 周期 是 2K. 
同样 ,由 加 法 公式 和 10. 3 节 (5) 式 得 
sntg 小 长 十 ji 开 和 一 下 dc g. 


cnta + KiK'") = 于 'E-inc x, 
dn(g + KiK') = ik'scan. (5) 
加 一 倍 ; 
Sni 十 2 了 十 2 一 -shi cn{tr tt 2K+ 2K = cena, 
dn(g + 2K + 2K') =— dn #. {6) 
因此 4 区 十 4Ki 是 sn a 和 dnw 的 周期 ,2K 十 2 是 enw 的 
周期 . 


名 Kii、 用 10.3 秆 公式 (6) 不 好 计算 . 改 用 下 面 的 方法 ， 
snta ct Ki)= sn — KK+ Ki) 


を dc(g — K) = kins gz. {7) 
问 样 ,得 
cntg -Ki = it dsa, dn Ki = ics uw, (8) 
再 加 一 決 : 
sn(g + 2 民 ロ )ーsng、。 cnte +2Ki =— enw, 
dnte + 2K'i) 一 一 qdn a. (9) 


因此 ,2Ki 是 sn 的 周期 ,4K 和 i 是 cn x 和 和 dn 的 周 贿 . 

总 结 凡 上 .由 于 4 二 2t2K 十 2K') 一 的, 有 志 下 结论 ， 

(4K、2K) 是 sn 4 的 周期 ; (4K.2K 十 2K'i}) 是 cn 4 的 周期 
{2 所 .4K'1) 是 dn 前 周期 . 


10.6 雅 氏 椭圆 函数 的 极点 和 零点 


从 10.3 吕 最 后 积分 的 计算 看 出 sn gz 的 极点 zw 为 
六 
下 负 号 取决 于 积分 路 线 在 绕 过 :一 1,1 二 1/& 点 时 是 在 上 半 平 面 ， 


一 上 十 这 士 玫 ， 
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还 是 在 下 二 平面 .从 10.1 广 cn&w 和 dn 的 定居 (35) 看 出 ,sn 的 
极点 也 就 是 cn 和 dnax 的 极点 .和 根据 上 节 关 于 这 些 函 数 的 周期 
的 具体 数 伸 ,得 知 在 让 期 平行 四 过 形 内 每 个 函数 只 有 两 个 极点 . 因 
此 有 

在 周期 平行 四 边 形 内 ,sn z 和 cn 4 的 两 个 极点 是 KK'i 和 2K 十 
Kiidn & 的 两 个 极点 是 Ki 和 3K'i. 

根据 8. 3 节 的 普 访 理论 ,这 些 耳 数 在 周期 平行 四 边 形 内 世 只 
有 随 个 过 点 .从 10.1 语 sn 的 定 久 看 出 ,xw 二 0 是 sn 的 一 个 零 
点 ;从 上 字 C3) 式 看 出 .x 一 2K 是 sn gw 的 另 一 零点 .从 上 节 公 式 (2) 
看 出 cnx 的 两 个 零点 是 x 二 KK 和 一 3K. 从 上 节 公 式 (5) 看 出 dn a 
的 丙 个 誉 点 是 w= 二 KK 十 Ki 和 ww 一 一 KK 一 K'i, 或 者 是 = 二 KK 十 Ki 和 
# 二 KK 十 3K'i; 后 者 等 于 2 及 十 4K'i 一 (K 十 Ki). 总 结 起 来 是 ， 

在 周期 平行 四 边 形 内 ,(0.2K) 是 sn xw 的 两 个 零点 , (K ,3K) 是 
cn g 的 两 个 零点 ,( 氏 十 K'i,K 十 3K' 裤 是 dn w 的 两 个 零点 . 

现在 来 求 在 专 点 和 极点 的 展开 式 . 先 求 sn w 在 a 二 0 处 的 窜 
级 数 展开 ,好 泰 勒 展开 . 用 10. 1 节 公 式 (8) 一 (10)u 求 得 sn z 的 
各 级 微 商 ,代入 泰勒 展开 公式 ,得 


sn Cw (] ) 
代入 10.1 节 和 定义 (5) ,可 求 得 cn 和 qdnz 在 原点 附近 的 展开 式 : 
各 ， 
cn gー ti 2 十 《LE 十 4) 1 
し 
ー (] 十 448: 十 168) 加 十 …， (21 


2 4 
d i EY 
ng 1 点 十 由 (4 を うー 


ー 216 -| 44 だ 十 如) と 十 (3) 
代入 10.5 节 (2) 式 ,得 enz 在 专 点 玫 处 的 展开 式 ， 
に まそ (4) 
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代入 .0.5 节 (5) 式 ,得 dna 在 下 所 区 :RE 处 的 展开 式 ， 


dnca | RI Ki) = ki ーー 5 エー (5) 

代入 10.5 节 人 7 和 (8) 式 ,得 在 极点 K'i 处 的 展开 式 : 
sn(g 十 K'i} = 二 | ! 二 | 了 一 2 二 人 二 (6) 
cert(g KS) = と | ーー D, ュ (7) 
dpe Ft KD (8) 


以 这 儿 个 展开 式 看 出 .sn gz.cng,dng 在 概 点 Ki 引 的 婚 数 分 列 
为 1 7 -i 一 i. 


10.7 椭圆 函数 的 变换 


这 里 不 准备 全 面 地 讨论 椭 关 函数 的 变换 ,只 讲 三 种 ,第 -种 是 
雅 可 毕 的 虚 变 换 , 第 二 种 诗风 登 型 变换 .第 -种 是 虚 模 数 变换 . 

为 了 进 释 换 ,必须 将 模 数 和 标明 ,内 为 在 变换 中 模 数 要 释 . 册 
此 把 sn xz 写 为 sn Cu. 

1， 雅 拓 虚 变换 . 牙 氏 虚 变 换 是 求 sn0ix ,AD): 当 2“ 变 为 ix 時. 
在 积分 中 上 了 物 変 訪 穂 虚数 iv: 


w=| 
1 5 


dy 
i (1 ぅ 
| VI 十 * Cl Ry) 


dy 
J A RI RY 
因此 有 ?=sn(w,#') ,而 得 


{= sntiwk) = = T= i sc kk, (2) 
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cnGe。 め ーッ 9 を ニー ロー ゲ )ー neg を)。 《3) 
dn(iz, を ) 王 (1 十 想う 
ーー が ーー が) = detu,k'). (4) 
2. 朗 登 型 变换 . 在 不 塔 阔 数 理论 中 ,我 们 在 9. 10 节 讨 论 了 
朗 登 型 变 挠 ,是 变 为 一 2r. 相应 的 不 变 为 二: 二 的 数值 可 以 从 
9.11 节 (15) 和 (16) 式 得 到 (关于 部 见 9.8 节 (1) 式 }》， 
02r) 93colr) 一 世 OlFr) 1 一 kk 


し WOI2r) WoOlr) 十 GOlr) 1 二 A 
所 以 朗 登 变换 是 求 sn(g」, ま ) : 


站 一 nC t= | ーー ーーーーー・ 
- Vc — 12) (1 — R22) 
ーー ュー だ FE 
由 | 一 1 十 Fa 5) 
作 变 按 
二 (@ 
C1] = Rite)s 
得 
.,[ dz 。 
| CC 二 ku (7) 
o vl 一 7)(] -~ だ ば) 
因 紫 用 」 モ (1 上 ど が)g) 
sn ek コート sn Ca kd nk, (8 
CAE 3 一 {1 一 【十 sn Ca 二 ) Ind (gr を) 。 (9) 


dn = {1 — (1 — kysn:(u,k) nd (ag た). C103 
变换 (6) 不 容易 直接 香 出 ,及 武 塔 呆 数 理论 排 导 较 方 使 . 
周期 Ki 和 2Kiji 可 以 从 sn wi 的 二 点 和 极点 得 到 .由 (8) 式 春 
出 sn 的 西條 本 点 太 9 生 ー2Ki、 対 度 手 sn g 前 空 点 g 王 0 
和 cn ez 的 雷 点 & 一 氏 . 因 此 由 (7) 式 得 
2RK = (1 二"')K. {11) 
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由 (8) 式 得 知 sn m 的 极点 wi 一 Ki 就 是 sn 的 极点 w= 二 Kii, 因 此 
出 (7) 式 得 

K! = (1 + を DK (12》 
也 (117 和 [12 得 KI/K」 テ 2K KK, 这 就 是 mm 一 2r. 公式 (11) 和 (12) 
也 可 从 (7) 式 积分 证 明 . 当 * 由 0 变 到 C1 十 如 7 二 时 ,由 0 变 到 1 
当 持 由 は 二 る) 全 変 到 1 時, 叉 由 1 変 回 到 0 因此 由 + 一 0 到 。 
三 1 的 积分 等 于 2K, ,这 样 就 得 到 了 C11) 式 . 当 : 由 1 塞 到 1/ 多 时 ， 


4 由 0 沿 负 虚 困 变 到 ,但 在 上 =0 处 Vi- 一 一 1, 因 此 得 到 
Gt2) 式 . 
3， 成 模 数 鹰 换 . 这 相当 于 不 塔 硼 数 由 fr 到 5;==r 十 1 的 变 
换 , 相 应 的 模 数 由 点 变 为 总 ( 见 9.9 节 (11) 式 ): 
9(O|r 十 1) 901r) 过 
全 一 BO 十 1》 Solr を " (13) 


这 是 纯 虚数 . 这 个 变换 悬 求 sn を) : 


fs = snCe, es) 


Pe 中 i 
ws = | 2 、 ね = (14) 
DG — 8) 
必 謎 換 
R'E 
Oo 15) 
v1 が だ 
得 
' E'dr 
ーー が 16) 
"ソロー ロー だ の 
因此 有 
sn (ue + ks) = sn wik/k’ う 
ーー psd,k), (17) 


ソー gg 
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CT (が nkk = ccd, kD, 

dn ラー nd を). 
由 cn 2 的 室 点 和 dm xs 的 极点 可 以 求 出 周期 2K。 和 2Ksi; 

K。 が K, iK’ = kK KD, (19) 

由 此 得 iK,/Ks 一 14 KK 一 zr 十 1. 公式 (19) 中 的 第 -: 式 K 的 系数 
是 正 还 是 负 ; 从 dn w 的 被 点 来 看 不 好 确定 ,由 咏 用 (16) 式 积分 比 
较 容 易 确定 . 当 /! 从 0 挛 到 1 时 .015) 式 指出 #, 也 从 0 恋 到 1, 因 此 
《16) 式 积分 给 出 以 9) 的 第 一 式 . 当 堪 由 1 变 到 1 一 一 计时 1t 
由 1 变 到 ,而 在 t>178 时 必须 取 (15) 中 根 式 为 十 i, 用 10.3 节 最 
后 的 算法 ,得 至 (19) 的 第 二 式 . 


10.8 椭 贺 积分 的 演算 


普遍 的 椭圆 积分 是 |RCz,y)dz, 其 中 R(x,y) 是 xz 和 y 的 有 

理 画 敷 , 面 
y= P(r} = ga アー da 十 6gzrf 二 doa + ts. (1) 

在 8.1 节 中 证 明了 三 次 儿 项 式 PCr) (Cao 二 0) 的 情形 可 以 化 为 四 次 
客 项 式 的 情形 .四 次 多 项 式 的 情形 在 已 知 一 个 起 时 可 以 化 为 三 次 
多 项 式 的 情形 . 在 三 次 多 项 式 的 情形 下 ,证 上 明了 普遍 椭圆 积分 可 以 
归结 为 三 个 基本 检 圆 积分 5 の 

在 8.11 节 讨 论 卫 如何 把 -任意 三 次 多 项 式 化 为 外 氏 的 标准 
形式 : 


y= dr gt — Es. (2) 
在 8.9 节 讨论 人 在 外 氏 标 准 形式 下 如 何 把 超 回 积分 归结 为 二 
个 其 本 积分 ,了 ,J , 计 且 得 到 了 芽 一 2z, 卫 二 一 Ctx). 在 8.10 节 中 
得 外 了 J 的 表达 式 . 
在 8.12 节 讨 论 了 在 四 次 多 项 式 的 根 不 知道 的 情形 下 如 何 把 
它 用 外 氏 情 圆 也 数 表 这, 这 也 等 于 把 它 化 为 三 次 多 项 式 的 情形 . 
因此 椭圆 积分 问题 已 经 在 理论 上 完全 解决 了 . 
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但 是 在 实用 上 ,特别 是 在 数值 计算 上 ,有 - “个 周期 是 实数 比较 
方便 ,因此 勒 让 德 的 本 圆 积 分 标准 形式 比较 适用 . 盟 然 在 9.8 再 中 
讨论 了 如 何 把 外 开标 准 形式 化 为 勒 让 德 的 标准 形式 : 

y テル の) (エー デバ (1ー を だ どう), を < 1 (3) 
但 是 在 实用 上 的 重要 性 要 求 能 够 直接 从 四 次 多 项 式 41) 化 为 勒 让 
德 的 标准 形式 (3) ,不 必 通 过 外 下 标准 形 式 (2) 的 中 间 这 程 . 

现在 这 论 如 何 从 一般 的 四 次 多 项 式 (1) 化 为 勒 让 德 的 标准 形 
式 (3. 我 们 假设 PCr)==0 的 根 已 知 ( 关 二 四 次 方程 的 解法 见 附录 
.二 ) ,并 表达 为 

Plr)= iS, Si= pr 29 二 Tr f= 1,2, (4) 
或 者 是 把 四 个 根 a を rd 写 明 : 

Si= pr atr—b), Ss= ptr Or— ad). 5) 
选 A4 使 5S, 一 4S, 化 为 完整 于 方 ; 

Si 一 ASs= Cp Apidrt + 20 ~ gy) Cr Cm Wr,) 


= (pi — 4 うー が 《6) 
要 使 得 (6) 式 成 立 ,4 必须 满足 下 列 条 件 
(gi 一 47277ー バ (カー ハケ ュー ルー 0, (7) 
这 个 方程 有 两 个 根 4 和 六 岂 蒋 66) 式 2z 的 系数 ,得 
(あぁ 」 一 ApzJg 一 一 人 — Ag2), (8) 
由 此 解 得 
A 和 (9) 
代入 方程 (7), 得 
(pg2 一 の 2 の 一 (あー の mn)e 二 (9 一 gz うー0. 
(10) 


这 个 方程 的 两 个 根 < 和 户 与 方程 (7) 的 两 个 根 4 和 相对 应 . 

当 P(z) 的 系数 是 实数 时 ,四 个 根 5 ycyd 中 如 果 有 复数 ,一 
定 成 对 出 现 , 故 可 使 p,,gi,r 全 其 实数 . 这 时 候 可 以 使 方程 (10) 的 
两 个 根 是 实数 . 实 根 的 条 件 古 
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D= pirs — の 7 ブー Ch 一 Pq tr 一 gar > 0. 
(11) 
这 个 淆 系 可 以 用 PCr)= 一 0 的 根 表达 出 来 . 比較 (4) 和 (5) 中 的 系 
数 , 得 


pte = Dg prab = ri; 
pt 二 d= 29 pacd = re, (12) 
代入 (10) ,得 
fa 十 ち ーー と ーー)e2 ?ea — ab)e 
二 apte +d —cata + = 0. (13) 
代入 (11) ,得 


D= pp {lcd — a —(a 二 sc — 
[ascc 二 g)ーrcg(z by]) 
=aitta mo DR od) > 0. {14) 
假如 四 个 根 全 是 实数 ,可 选 Prce>c 使 (14) 满 足 . 一 般 说 来 ,只 
要 区 间 避 , 纪 与 避 , 鸭 不 重 亚 .就 可 以 使 CQ4)? 注 号. 假如 有 一 对 复数 
根 Cd,c 和 过 是 共 辑 复数 ;假如 四 个 根 全 是 复数 根 ,a 和 二 也 是 
共 斩 复 数 ; 在 这 两 种 情形 下 ,14) 显然 都 成 立 . 
设 piqs 一 pag1 关 0, 这 时 方程 (10) 有 两 个 实 根 a 和 PB; 设 4 和 jx 
为 方程 (7) 对 应 于 a 种 户 的 两 个 根 , 由 (6) 式 得 
AS = (py ~ 2 う ( テ ーー 0)!, 
Si 一 p82 = Cp 一 の の 2)( テ ーー BBY’, 


解 得 
Si oro a talr— の うら 
き 。 一 を (一 @)* 十 estr 一 By, (15) 
Pi kh — 4 な の 。 一 あお 十 a 
1 太一 A 让 -一 8 本 


Mp — Mps あな 土 の 


fl 一 一 一 一 一 


な 一 4 rf" 
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bh, 一 hi 一 Aps — pb + qs 
2 * 


应 一 大 如 一 并 
ーー ああ a a ha gs 
Fa ァ ー 4 rf- 
作 变 换 
ーー テー 
5s テー ニー 3’ 
Plr)= (Cr — Qt 
一 《一 及) 十 (ps 十 cs (16) 
得 
ds 1 ds 


ーー ー-. (17) 
(の ターク プ 。 こ ee + 

若 あみ gm 王 0, 財 方 程 (10 具 有一 和合 解 * ニ ーッ アデ ーgg/ 
pp: 男 一 个 解 8 二 20. 这 时 候 显 然 有 

rh 

18) 

作 变 换 7 一 a 二 s 就 可 使 PCs 十 x} 只 含 8 的 侦 次 六 ,成 为 (16) 式 中 

QQ(5) 的 形式 .注意 ,由 (13) 式 看 出 这 种 情形 出 现在 4 十 # 一 :二 4 时 ， 

所 以 这 只 能 出 现在 有 复数 根 的 情形 下 :这 时 z= (4 十 一 一 gn/ 

hl: 


下列 椭圆 积分 
ド ds ds 
= (19) 
| Ox | VQ 


可 以 归 缚 为 二 个 基本 积分 去, 天 , 太 * 证 明 的 方法 与 8.1 节 一 - 样 . 依 
丈 于 下 面 两 个 关系 式 


d 一 - 1 1 
Es” RE) = 


“van 
2 て (の jr。 + ei ーー(2 一 Decca} , (20) 


2 十 1) あ ps の i 
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「。/Q(s) | 1 VC 2 1 
, OO ns i) 
ds | cs | (Oh vs) 日 


-+ (2 一 2 ちあ c。 bb 一 而 并 
十 《1 24)| cec。 十 26ea 十 站 ci 中 十 3 一 下) 
一 Zaktel + AA) Cs 十 の)1. ‘21) 
现在 进一步 计 沦 如 何 由 @(s) 化 为 鞭 让 德 标准 形式 LC ,这 分 
为 下 面 几 种 不 同 的 情形 讨论 
(一 ) CD デー (ダード (だ 一 デビ )」。 yg で か 
全う ーgf, 得 QG) 王 eg が し LC)。 ka/b， 
ds 1 dz dz 
ED 。 4 yTO の 
(て -) QU) sas) abs, 
今 ュー の ち 得 OCG う ニ (67) 人 LLC(D、 メーg/ の , 
ds dt 
VO LA 
(QD= I ash. 
令 * 一 区， 《1 一 你, 得 


OQ) ERE 一 区 ds dt 
: (一 At ad) bp マ L(D 


或 者 用 变换 ;一 所 (1 一 如 Pr)、 だ ー1 -入 ,得 
ds dr 
QA = PT — の ), = 
GS Bb LD 
让 数 了 与 上 的 关系 二 ーー) 者 量 1 一 が だ デー ロー 
AC 上 ;这 网 者 之 间 的 关系 是 0 与 1 对 换 ， 
(DY Qe ae sda. 


a 一 下》 ,得 


[16.8」] 第 十 章 ” 雅 氏 炳 图 函数 539 


_ds dr ー dr 
VQ VE LD Var Fb vy 
= sa) ot) oa. 


の わり 
人 : 7 
今 由 一 zi， ーー 刺 ， 得 


ds tt 
VQG) EE VL 
CN) QI Gta) (stb) a< で か 


2 2 
今后， 如 =1 一生 ,得 
ds _ dr 
“QD YL 
例 号 {r) 一 二 十 1. 
mm LL Fl 


而 Fl ml ™ J さま 
四 个 根 是 zーet, カ ーeT テーe3 ーーe ce テーe ュ どー 


1 二 et- 一 ee- 于 代入 (13)。 得 〆ー1、 即 e 王 1.g ニ 一 1. 今 ェ ー 


ーー キナ ロー 2 十 6 十 1 
(1 -- s)* ロー 


dx 2 ds 
vPtr) v6 Tl 
現在 @G) 二 s+ 81 二 1 二 Ca 十 3 一 8 一 (2 十 3 一 Zs ) 
2 二 381 8 ), 送 昨 美 型 ( 六 ). 今 
3 787 。 」 8 ニー マ 8 _ 2Y8 
lo 3 二 ツ 8 34+ vB 


£&' = 3 一 8 _ 1 
3 V8 3+w8 

dx ー 2 中 
wa 十 1 3 二 8 マロ ー お ロー が 
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在 四 个 根 全 是 实数 时 ,可 以 不 必 通 过 由 工 变 到 ,然后 再 变 到 
t 的 过 程 ,而 真 接 变 到 +. 步骤 如 下 : 
《七 》 天 (一 (一 引 ) 人 一 可 人 一定 一 过 )， 
De 人 
这 有 两 种 情形 使 已 (z) 空 9， 
( 皿 う テー 或 者 TEd. 令 


エーg ター ダッ (g 一 の) 人 (6 一 と ) 


一 人 一 区 


并 一 百 而 一 过 


dr ー 2 中 
PUI VG IG BD LD 
由 (@ 一 あて 一 の 十 g 一 g)( っ ーー) デー(gーc)( ゅ 一 g の 得 知 だ < ご 1. 
(うみ テ ェ ィ ン c- 今 
ェ ーc _ クー Ca £2 = QB 
ka 一 cf 一 人 


dr 2 de 
ED la OGD viey 
CAY PT} — (Cradtr—p) (retro, 


好 CD 
这 也 有 两 种 情形 使 已 Cr) 六 0: 
[ g 学 ェ デ ら . 今 
Tb db ale —d) 
ァ ー< g 一 と (4 ー B-day’ 
得 
dz 2 de 


Pl aI LE 
(の う ェ ティ ーg. 今 


<x—d cd, boa) 
ャ ーg ca ’ Ca — cp— a" 
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dr 2 di 
PUY /aNd LE 
情形 5 七 ?相当 于 (三 ) 情形 ( 八 ) 之 (里 ?相当 于 ( 一 2) 八 ) 之 

《 己 ) 相 当 于 (二 ); 因 为 根据 (15) 式 可 以 证 明 ( 一 ),( 二 ), (三 ) 中 的 
eg 和 如 分 别 等 于 一 ey, 一 caf6z. 经 过 演算 可 以 证 明 ( 一 )，( 一 )， 
《二 ) 中 的 模 数 点 与 (七 1，( 八 ) 中 的 不 相同 ,而 两 者 之 间 的 关系 相 
当 于 朗 登 型 变换 (10.7 节 (5) 式 ). 
10.9 第 二 种 椭圆 积分 


勒 让 德 的 第 二 种 椭圆 积分 的 标准 形式 是 


(1 一 Rit)dr 一 ュー タビ 
so VA 一 だ )(1 一 の) 
= | VT- Psp dg (f = sn x = sing). C1) 
站 
丸 可 表达 为 


Fe) = [dans du. (2) 


第 二 种 全 椭圆 积分 为 (参看 10. 3 节 (3) 式 ) 


ビー E(K) = | Yd = 引 


pr > 二 
ー テ の | Gs 2 


ーー 大 rd a 


即 


を | (3) 
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为 了 求 出 52), 我 们 应 用 趟 塔 画 数 的 表达 式 (9. 3 节 (3) 式 ). 
dnsz 的 周期 为 2K 和 2KiC 見 10.5 节 ), 拟 点 为 K'i, 在 极点 的 主 部 
カー(e 一 Ki 人 (見 10.6 节 ) ,加 此 有 


= で mece) +c 
da * 
其 中 BC) =igie- 補 9, “3R | ーー | 浓 一 也 
这 个 符号 与 9. 13 节 的 一 铬 .代入 (2) , 求 积 分 ,得 
OC) 
的 Ce) 
在 Be 十 2K)=@G う 中 今 x ニーK、, 注 意 Bo) 是 * 的 奇 函数 ,得 
BOK)=0, 故 有 


-4 副 


El 一 十 Cu. 


E=CK, 
这 确定 了 常数 CC, 而 有 
E(z) ー ダ (g) 十 を (4) 
其 中 
_ Q(x)y ad a 
Zu) 一 By 一 9] 区 上 | (5 


10.10 第 三 种 椭圆 积分 
勒 让 德 的 第 三 囊 椭 贺 积 分 现在 常用 的 定义 是 


下 dg 
na = 
uc) sng 1) 
这 站 可 表达 为 ( 令 上 一 sn w= 二 sin の ) 
me の = ーー - 一 dt 
v(] ee) (ユー だ )(] 一 AA:) 
=| ー 4 ーー (2) 
et(i c sing) wl ~ Esin:g 


[10. 101 第 十 章 ” 雅 氏 椭 贺 函数 543 


令 1 二 11 或 4 二 KK 得 第 二 全 椭圆 积分 为 
da 

。 1 十 ce sn 
1 dz 

一 ーー - . (3) 

9 (1 上 c だ ) Z て 1 一 お)( ま ミー だ う ” 
为 了 方便 地 用 柳 阅 函数 表达 第 三 种 椭 同 积分 ,引进 常数 a 使 
1 


£ = 一 一 一 mszd. 【 生 》 
ST*g 


(1} 中 被 积 序数 的 周期 是 2K 和 2K'i 援 点 是 z 王 エ g, 相 度 的 
城 数 赴 千 sn a/2 cn agdng. 用 9.8 革 て (1) 式 ,sm ww 二 四 (る )/ 
dv) 一 2Ko 一 r92p ,又 可 把 残 数 表达 为 


干 E 2 (In; | 衣 me Ba 
应 用 9. 3 节 (3) 式 得 


Cc) 一 


1 St 人 | | 9 | 
1+esnw | I 去 3 区 | 


-ma a 去 中 |+c|. 
d a - 
C= -- daln 9 水 | 一 tay 
于 是 得 第 三 种 屈 贺 积分 的 表达 式 
| 1 | 
,Sn 1 し 2K | dd 。j gi _ 
TECg yc) ー dn a 2 人 ー ュ am (| . て (5) 
t | 2K | 
令 二 KK ,得 第 二 种 全 燃 圆 积分 的 表达 式 
te) — Ea 一 KE(Ce)1. (8) 
cna dna 


从 这 个 结果 看 出 ,第 三 种 全 椭 国 积分 可 用 第 - :种 和 第 二 种 酉 贺 积 
分 表达 . 
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关于 a 的 数值 ,从 定义 (4) 式 看 出 , 若 "所 一 1, 则 有 0<g <K- 
这 时 ,如 w<e, 则 (5 中旬 | 福 | 应 必 负 导 , 这 从 椎 导 (5) 的 过 程 
中 可 以 看 出 ,所 以 (5) 要 改 为 


站 a YY 
9 | 一 | 
- sh a 1 "2 孜 d a 
Hc) = cna dna | 2 " 9 | 一 «| * jal 隶 | | (72 
し 2K | 


车 一 1 之 c 达 一 站 ,加 的 值 要 改 为 民 十 ia' ;由 10.5 节 人 17? 式 和 
10.7 著 (3) 和 (4) 式 得 


ーーazftg lk) {a= Kia'), (8) 
同时 <7) 式 化 为 
9.「 十 ja! 
IICg ce) 一 i dnta’ ,k') jn 2K | 
’ kisntea! enta 并 | 9 {< — ig" 
し < 2K 
iin 名 | 过 (9) 
a [ 家 ) ・ 
在 区 同一 が ご < ご 0 要 用 变换 一 2 二 Ki, 使 
f 一 一 天 np (a = Ki', (10) 
9 | | 
、 sn あぁ ] (2K d 「 あい 
Hts,c) cn dn 1 2 "9 xb 下 
二 


若 c>0, 可 用 10.7 节 虚 变换 , 今 8 一 这 ,得 
c = set( の アジ ) 一 nt RO/ 一 nt sky}, (12) 
这 时 g= テ (の 十 KK' う i, 面 11) 式 化 訪 


1 ft Er rb! 
Lc ニー sntpb を cnt を) 


dn( が どう 
| 」 
1 4 2K ,gd ij の 
2 を を コ | 上 ja 入 In [水 | 13) 


_10.11] 第 十 音 雅 氏 欄 園 画数 545 


在 不 同 区 间 第 三 种 全 椭圆 积分 的 相应 表达 式 是 


deta', 
ーー rr pr 
HC dn Ca = K + FE 
x 3 (E— Ka’ KEce'.) |. (14) 
nD) SC か ー 
He ksn:b) 一 天 十 dr ヵ LKE( の ) EE ぁ (15) 


I Ca sc RK cn が が) う 十 sn の ed ,k') 
x Em RK KE DL (16) 

10. 11 函数 Eue) 的 性 质 

在 10.9 节 所 3 引进 的 第 二 种 椭圆 积分 EEtw) 是 奇 岗 数 , 因 为 
Za 是 坷 罗 数 , 它 在 周期 平行 四 边 形 内 有 -个 零点 # 一 0, 有 一 个 
极点 一 多, 残 数 等于 1 这 一 点 很 容易 证 明 , 因 为 残 数 等 于 
KD/ 0 | = ュ 

Exa) 不 是 局 期 殴 数 . 从 10.9 季 (2) 式 定义 得 

Ez 十 2K) = ana 


zk + 
=| dnzuda + | dn du. 
站 2 
第 一 个 积分 可 化 为 
2K EK 
| don’ da + | dm dz 一 | [dre 十 dn (2K 一 g) du 
1 K 1 


eK 
一 2| dn dz 一 2E, 


即 
E(2K) = 2E(K) = 2E. (1) 
第 二 个 积分 可 化 为 


| da + 2K ds 一 | aw dz = FE(g). 
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匠 此 得 
Elx + 2K) = FE(g) 十 2E. (2) 
同样 可 得 
Et 十 2 = En) + EGEKD. (3) 


为 了 求 EC2K'D) ,我 们 研究 Elw) 的 虚 变 摸 ,把 EC 写成 Etx， 
ょ ). 在 10.7 节 讨 论 虚 变换 妈 一 ia 时 ,我 们 把 1 变 为 if. 用 10.7 节 
(4) 式 , 得 

EGu, ょ ) 一 ans Cu, dd = i de Cee, dy. 
nh 

用 10.1 节 公 式 求 得 
A + dn we se ul 
ut 


kisnucnau chudna snudnu) 
dn x sh x cn g 


三 1 十 dng sc ーー 
1 


を Sm g Cm g dn a 1 


| 
1 十 dngscg 
dn a Sn ut EN 1 


dns 
Cn 


因此 得 Eee) 的 虚 变 换 公 式 
EGGg k= は Tdn(g ysctu.k')y 一 iE( を ). 【 1) 
令 # 二 2K' ,应 用 (1) 刘 模 数 为 万 的 情形, 有 EC2K ,六 ) 二 2F' ,得 
ECKL — 2(K' — Ei (5 ) 


デュー kisnin 十 


一 dn*g 十 deg、 


代入 (3)7 ,得 
Ec + Ki = EC) + KKR Ei 《个 
选 短 形 的 硕 点 为 一 KK ,KK 十 2K'i, 一 KK 十 2K5i1i, 蒜 中 包含 Etw) 
的 一 个 极点 Ki, 沿 外形 求 积分 [EGOgu, 等 9 2mi 乗 上 Ee) 的 残 
数 . 故 得 


kK 
yr = | FE(g) 一 Ez + 2K'i) ]dg 
J -k 
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十 三 "TE(e — EG 一 2K)]dz 
ーー 4KCK E+ 4KEL 
即 
KE’ + KE— KK'— 3 《7) 
这 个 嫩 果 叫 作 勒 让 德 关 系 式 ， 
关于 2 的 周期 性 可 以 从 武 塔 画 数 的 周期 性 得 到 . 由 9.2 节 
《7) 式 得 


Bvt ie) or 。 芝 (②) 2 
HOT Bo’ dvir)” dv) ・ 
由 此 得 
Zu 十 2K) = Zu), ZG + LK) = ZC) 一 去 . C8) 


由 16.9 节 (4) 式 和 本 节 (2) 式 立刻 得 到 8) 中 第 一 式 . 由 10.9 节 
(4) 式 和 本 节 (6) 式 得 
K'E' 


Zl + 2KD = Zl 2K —E' 一 


把 这 个 结果 与 (8) 式 中 的 第 二 式 比 较 , 就 得 到 (7) 式 ,这 是 (7) 式 的 
多 一 证 明 . 
由 10.9 节 (4) 式 和 本 节 (4) 式 得 
Zr k= lu 十 1dm(g sect, ke) 


一 这 (sw) 一 这 | 长 十 Er 
应 用 (7), 得 
アロ g た ) i dnc, acety, 
. r,s irw 
— 1 te aK (9) 
这 是 Z(w) 户 数 的 虚 变 换 关 系 . 


现在 证 明 匡 (ze) 的 加 法 公式 : 


548 特殊 函数 概论 [10. 12] 


Et + Et) — EG ct ov)= ZH) + Zu) — Zte vv) 

— Aisna snv sn wy). {10) 

根据 公式 (2) 和 (06) 得 知 这 个 方程 的 左 方 是 的 双 周 期 刻 数 ,以 经 

和 2K'i 为 周期 ,以 Ki 和 开 一 a 为 极点 , 残 数 分 别 为 1 和 一 1, 右 

方 也 是 这 样 , 而 且 两 方 都 在 4 二 0 时 等 于 零 , 因 此 等 式 成 立 . 利用 这 

个 公式 ,加 上 10.4 节 C2) 式 ,也 可 推导 出 10. 10 节 (131) 式 .在 (10) 
中 今 ャ ーx, 得 倍加 公式 

2E(g) — EZu) = 2Z(g) 一 (2z) = snYg sn(2z). (11) 


10.12 K 和 下 对 上 的 微分 方程 和 对 上 的 展开 式 


dK dr dz 
dk ロー の 3ー だ の ) 
1 kd 
Je (1ー DE — DE 
ーー | di 
本 


| dr 
kjo VO — FT — Ry 


4 | 1— 2 [ya | 1 ュー ど 
a Lt 1 一 だ 


だ を だ ミー デ 
十 3 
ーー だ が ) (1 一 だ うす 
ー だ マ 1ー デ ど だ 
(1 一 が) 
(1 一 ど ) だ だ 


di VAD Re 
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{19.12] 
ーー ルーン 1ー だ が 
ュー ザー ロー お うま (1 ー の うす 


求 积分 ,得 
天 di 


1 
| (ュー HEC 一 の) を 
1) 


因此 有 
dK 
dE 。 を を 2 kk. 


まだ dz 


再 求 dE/d ぇ 。 
中 ュー 一 ロラ 
dk ,元 ーー — だ) 
1 


ー ー だ だ だ 一 1)d: 
4 フー で 二 
(2) 


即 
dE EK 
dk A 
当 を <1 時 ,K 的 展开 式 已 经 在 10. 3 节 (3) 式 给 出 了 ， 
x を * ge" 
K 一 也 上 1 十 全 | (3) 


E 的 展开 式 已 经 在 10. 9 节 (3) 式 给 出 了 ， 
TK Rk: 3 
E = 一 6 … ト (4) 
关于 KK" 和  , 用 超 則 何 路 敷 的 変換 4.9 节 (8) 式 ) ,得 
1 , 
ピコ > 1 だ ne 
YI + の | 


+ 


[12. 127 


= + 证 且 十 到 

(ba) Tr bo AR 
+ [ws) 一 中 二 | 咯 十 下 ⑤ 
用 4.95 节 (9) 式 ,得 


FE 一 SF 1 1 
2 2 2” 


ニュー テ ャ すう 2 ln を 
。 (外人 
Sl 
エ 引 エッ |ー タ ma キ の ー%2 す の | 
1 一 和 [1+ nk 
二- -aa 
¥en o 


用 3.11 节 (2) 式 ,有 
42 十 站 一 由 到 十 可 一 wa + 
1 


ull 1 1. 
中 キリ キュ キッ 1 
可 十 三 
2 
一 一 『 ーー 1 | 1 
ユキ ワー テト リー チロ 


2 


ゅ ui 十 の 中 ナー= 1) | 
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。 っ チ 1 1 ー 1 
+ > {3s Fo 72)= hn4 2 pap 一 


pa pa 
得 
KF 二 ,1 好 jn 是 
一 [| | で 一 D・ 2 
E' 一 十 每 P| まな の]p 地 
3 | 2 re Di 2 の わす 


1 
Cr 十 Dr 」 ‘8) 
10.13 雅 氏 欄 園 画数 与 覧 塔 画数 的 英 共 


在 讲 棋 贺 积分 时 已 经 用 到 蒜 塔 函数 . 现在 更 多面 地 从 起 塔 函 
数理 论 来 建立 雅 氏 椭圆 函数 的 理论 ,从 不 塔 函 数 来 给 雅 氏 椭 圆 函 
数 下 定义 ， 

在 38 节 0) 式 中 已 经 找到 了 sn xz 与 成 塔 孙 数 的 关系 为 


9.9,(w) _ 
nt = Toy u = 2Kv, を (1) 
2K 一 2。 Ki=Kr. (2) 
现在 把 (1) 作 为 sn x 的 定义 . 同样 给 予 en 和 dn 的 定 义 为 
ー 9: (Cv) 949。(p) 
nt I N= Bc) 3) 


利用 9.2 节 C7) 式 ,得 知 sn a 的 周期 为 (4K,2K'i) ,cn xz 的 周期 为 
(4K ,2K 十 2K') ,dn g 的 周期 为 (2K,4K'i) ,与 10. 5 节 相 同 . 从 
9.2 节 (8) 式 得 知 sn wen wydn & 的 零点 和 极点 与 10.6 节 的 结果 
相同 .利用 9.4 节 (1)? 式 ,得 snsz 十 ent 一 1, 利 用 9.4 节 (2)? 式 得 
snw 十 dnYg テ 1, 井 是 符合 cn 9 三 1,dn 0 一 1 的 条 件 . 
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从 sn uw 的 已 知 零 点 和 极点 出 发 ,应 用 9.3 节 (1) 式 也 可 得 到 
本 や 1) 式 . 由 于 sns 的 周期 是 (2K,2K'i), 零 点 是 0, 极 点 是 
二 Ki, 故 9.3 节 (1) 式 给 出 


2 
[9 杂 | | ,| 六 未 
sn = C の ーー ー Cg 
oa) “| 9| 衣 | 
2K * 2K 4 2K 
由 紫 取 平方根 得 
(0) 
mu = 


要 确定 常数 人 ,用 i 除 , 令 x 一 0 ,得 
CC Bd CY 
Rr 
这 样 就 得 到 了 (1) 式 . 
假如 要 把 sa w 用 otaw) 表 达 , 可 以 应 用 8.9 节 (2) 式 ,得 
ie(g) | 
glu 一 长 iefz + KD 
ーー Cu) * 
ーー C| rer | ’ 
最 后 一 歩 用 了 8.7 节 (14) 式 种 ws 一 w' 一 K'i. 取 平 方 根 , 得 


1 


sn = COC 


tu) 
sn = Ta te) 
要 确定 常数 上 ,用 站 除 , 令 ne0, 得 C 一 1 
tr) ー rn: 
gl FR RD. (4) 
这 个 结果 也 可 从 9.2 节 (5) 和 (6) 式 得 到 ,同时 这 两 个 公式 给 出 
ou) 9。 (g) 
cn g 一 TD’ dn = TCD’ 5) 


天 二 更 普遍 的 公式 ,不 假设 w= っ 7 = Ki, 见习 题 8. 
10. 6 节 的 震级 数 展开 式 可 以 从 (4 和 (5),. 利 用 8.7 节 (6) 式 
而 得 到 ， 
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sn g 的 徴 商 (10.1 著 (8) 式 ) 可 以 誰 9.6 节 微分 方程 (23 得 到 ， 

10、4 节 的 加 法 公式 可 以 从 9.5 节 的 加 法 公式 (2) 和 6) 得到. 

10、3 节 的 公式 可 以 从 9.2 节 式 塔 攻 数 的 定义 得 到 ， 

10.7 节 的 雅 氏 虚 变 换 可 以 队 9.9 车 的 公式 得 到 .10,7 节 的 翩 
登 型 变换 可 以 队 9.10 节 的 公式 得 到 ,具体 演 证 如 下 . 把 9. 10 节 
(1) 和 (2) 相 除 , 得 


9.(2g |2r) _ bv)d Colr) 
9.(2o 12) 9。(p lr)9.(|z) 


即 
fsn(4K,p ,ki) = を sn(2Ko。 を )cd(2Ko。 る ). 
在 10.7 首 已 经 应 用 武 载 芽 数理 论证 明了 而 一 人 一 卢 )7 (i 十 )= 
ER 十 ET 故 得 
Sn(4K jo) = C1 十 玉 )Sn(2Ko kcd(2Kyv ,BR). 
这 已 经 是 10.7 节 (8) 式 ,但 还 需要 证 明 2Ki 王 人 十 &)K, 即 10.7 
节 511) 式 .这 可 由 9.11 节 516? 式 得 到 证 明 ， 


2K, = 98¢0|27) = BCColr) + HCOlD] = 4 十 各)K， 


文 个 结果 也 可 在 上 面 得 到 的 sn (4Kiy,*」) 表 送 式 中 用 ? 除 , 然 后 
令 xz-r0 而 得 到 . 

10.7 节 的 虚 横 数 变换 相当 于 9.9 节 的 变换 (11) 式 ,这 已 经 在 
10.7 节 提 到 了 .由 9.8 节 (11) 式 得 


gtolr + 1) em て | て) 
tlr 1) 9,Cv |r)" 


即 
kysn (OK iD ks) 一 er CER う を Sc(2K。 た ). 
在 10.7 节 已 经 应 用 不 塔 晃 数理 沦 讶 明 て を 王 迄 が , 故 得 
sn(2K,v ks) = ksc cK まう 
以 vv 除 丙 边 , 然 后 令 vw-*0, 即 得 区 ,二 KK ,这 又 可 应 用 9.9 节 (11) 
式 证 明 如 下 : 
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2K,/r = Olr + DD = HOD = HOD = 2h Kx. 
由 z= 二 rt 十 1 立刻 得 到 
iKs = (r+ KR = (rT DER= ECR+ Ki), 
这 就 是 10.7 节 (19) 中 的 第 二 式 . 
在 10. 9 上 节 中 第 二 种 椭 兽 积分 E(w) 已 经 用 不 塔 函 数 8 (vw) 表 
达 , 关于 常数 EE, 可 以 在 下 面 公式 


OD) di E 
dmz 一 CS | ー 所 hh94() 十 下 


中 今 x 一 2Kv ャ 0 得 到 . 令 vw 一 0, 得 
1 x 9 


下 一 了 ‘8 
由 9.6 节 C4) 式 和 9.7 节 (4) 式 得 
a 
de (el 一 es) = 3。 あご gl, (7) 
代入 (6) 式 , 得 
_ の 
2x29. (8) 
由 9.6 节 (6) 式 及 9.7 著 C1) 式 得 
の ーー Sp 十 去 | 1 
? 目 和 位 2 
ーー 2xigt (1 二 992 十 25g9° 十 49912 十 -…)， 《9) 
9 ーー 8 > ng" 
n=] 
一 一 Sretq 十 49 十 9899 十 16gq 十 10) 
ツーー 8 うつ (一 )r942g” 
-二 1 
一 gr:(g 一 49 の 9 十 99 の 9 一 169『 二 …). 11) 


把 (9) 和 9.7 节 (1) 式 代入 (8) ,可 得 到 三 接 g 的 每 次 展开 式 . 
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应 用 9. 9 节 虚 变换 的 公式 可 以 证 明 开 ' 与 外 的 关系 入 与 
的 关系 - 样 .这 表现 于 


2K' ニー jrxO|r) = CO (Cr ーー 1/r). 

在 虚 变 换 中 上 与 二 的 关系 表现 于 ， 
Ol CO Colr) _ 2 
0 で ) Ol (Or) ・ 


10.11 节 {9) 式 关于 Z(t) 的 虚 变 换 可 以 从 93.3 节 的 公式 得 证 
证 明 如 下 : 从 9.9 节 (5) 式 令 w 二 wv/rT,T 二 一]/r; 得 


1 rT) 2roi Cdn 
て tr) = Cw | て) 


2rei  d」 Sv1r) tolr) 
nD 


用 未 押 二 2Kw ,得 
| 全 に 時 の 一 如 +i を In cn, を ) 十 iZ{u,k), 


ZK 一 ix,k'y = RE ー i dn を )scCg。 を ) + iZ (ek). 


把 i 改 为 一 ,就 得 到 10.11 节 (9) 式 . 
上 面 已 经 由 9.9 节 (5) 式 求 得 意 Cw' lr ), 再 求 一 次 微 商 ,得 
Owe) 2524| 
9 (の | re) Bf im 
By {ulir) 全 ry ， 
7 芭 GO ー [| rm 
其 中 二 wiz 念 一 0) 得 


9.(0[ ア ) 2 9 (9!) . 
Ol ol TN (12) 
用 除 , 然 后 把 r+ 疏 为 v ,得 
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eole) ,cofr) 


ETE 5 て ol の 十 2rri. (13) 
在 (⑱) 式 中 揚 ェ 牙 入 で) 得 
FE ニー 9%(01 マ ) ー 9%(01) | 
4R okOjr > 4K'9, COlr) 2K’ 
-KE K) + ーー KS 」 和 ， 
由 此 即 得 勒 让 德 关 系 式 (10.11 节 (7))， 
nt 


KE'+KE— KK' = っ * 
这 又 可 写 为 下 面 的 形式 ， 
E’ E x 


关于 K' 按 忆 的 餐 级 数 展 开 式 ;可 利用 9.8 节 (9) 式 ;而 点 与 g 
的 关系 由 9.8 节 (1) 式 和 9.7 节 届 ) 式 得 出 为 


k: = 16g(] — Bg 二 449* 一 19293 十 | 
让 下 2 1 (15) 
= ロト 


10. 14 雅 氏 椭 加 范 数 用 无 穷 莱 积 和 傅 里 叶 级 数 表达 


由 上 节 习 ?和 3), 应 用 9.11 节 忒 塔 国 数 的 无 穷 滋 积 表达 式 
(15) 一 (8), 得 


。 ll Pr ーー ュー 2gPeos2mr 十 人 
sn(2K ッ ) — 2gT TSIn mo | | Dm leos2eo gm (1 ) 
， 1 ~ 1 十 2gPeos2o 十 go 
cn(2Ky) 一 24| テ cospl | Tg co | gm 3 C2) 
Zn—1 dr—£ 
dnc2Kv) = 二 1 十 2 cos ぢ ro 十 9 剛 (3) 


1 一 2g77 cos2ny + gq 


tl 


对 (1) 取 对 数 , 得 
In sn{2Ku) = Inc2gt) 一 ln 大 十 Im sin fr 
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2 (nd — gre™)}(l 一 の em ™) 
ョ ー ト 


— ln ー gq ie™ il — ge )}, 


展开 对 数 为 e+ 撕 的 等 级 数 ,得 
ln sn(2Ku) 一 In 地 lg 十 ln sin rg 十 > i 
{4) 
同样 ,由 (2) 和 3) 求 得 
+2 
jn cn(2Kv) = hn Le 十 ln cos ru 
"29"cos (2mmv) 
+ 二 站 全， 0 
1」 テッ da"ticost2m 十 1 )2ru 
in dn(2Ko) = slink 十 > (了 TD (の 


过 三 是 全 里 中级 数 展开 式 , 它 它 站 的 收 伍 条 件 是 
[mt | < Im). 
sng 本身 也 可 用 情 里 时 组 数 展 开 , 由 于 sama 是 奇 国 数 , 可 以 
设 
sn{2Kv) 一 2 9in (zz の) ， 
这 里 相应 于 sn x 的 周期 4K,y 的 周期 是 2 ,而 系数 名 由 下 列 积分 
bh, = | sn(2KeOsin(ozww う de 


确定 . 这 个 积分 的 计算 方法 与 9.12 节 的 一 样 , 求 |snczKo)errda 
沿 平行 四 按 形 的 围 道 积分 ,平行 四 边 形 以 一 1, -1,2 十 rir 为 顶 
点 ;在 平行 四 边 形 内 sn (2Kvw) 有 两 个 极点 v= 二 tr/2 和 1 十 r/2., 由 
10.6 节 (6) 式 ,得 知 被 积 晃 数 在 这 两 个 极点 的 残 数 分 别 为 

oF el rd) mg 

2 まま 2Kk' 2Ks 2KEk 
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因此 得 
ロー = a | jekoyewds 
= | (eneKoeew — sn 2KG@ + 1 + 0 + eT) dp 
= 忘 ta 上 て 一)=9")snC2Ko)eedo 


一 去 {1 十 Cg | sn(2Kvlsin Cmrv)do. 


_ Nl ("Ts 
Kl1 寺 ( 一 g)7 十 


只 有 m 为 奇数 加 十 1 时 bb。 才 不 等 于 专 - 于 是 sn 4 的 展开 式 为 


Bs 


‘= rt 
sn(2Kw) 一 全 > te, 《7) 
r= 
回 样 可 求 得 
= ュ ユ 
cn(2Ko) = に 于 ンー ンプ (8) 
2r て て gq"cosZnTY 
dn(2Kz) 一 水 十 K フン co (9) 
由 (9) 式 求 积分 ,得 
PR こ 20"sIn 27nme 
am (2Kw) =| dn gdg エア ゴイ 之 nT gy (103 


关于 sn g 的 倒数 的 侍 里 叶 级 数 , 可 以 从 10. 5 节 (7? 式 求 得 如 
下 : 


ns(2Kvu)= ま sn| 2K| vu 十 | | 


ox grisinCon 十 Daly 一 r/2) 
一 > 1 一 3r+] 


7 
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Tt 1 FE na 本 i2n + Da a 
= Or Fe ーg "ge ™} 
ェ ー ロ 
2 了 一 了 = (9 ダ 1[eY2e Fl ーー etnt Dm ] 
ーー { ] ーー te 《er 1 mn 
这 个 级 数 的 收 伍 条 件 是 一 imkr)<Imco)< 一 0. 在 这 个 条 件 下 有 
ye “Brt li 一 e ™ -一 1 
4 1 一 を 2isinre 
于 是 得 
EE 十 lv 
ns(2Ks) = He を > っ . (11) 


由 于 在 方 级 数 在 mv) | 之 Im (下 收 化 前 而 牙 证 明 过 各 中 所 加 
的 条件 Im (Cw) 之 0 可以 取消 . 


同样 求 得 
(—)"g” ‘cos(2n + Daw 
nc(2ZEKv) 一 2K 和 cosrw 总 之 1 于 了 Er 
(12) 
nd(2Ky) = あう 长 一 YYg “cos2mro 3) 
5 が - 1 十 9" 3 
第 十 章 3 题 
1. 用 10.4 节 (5 下 的 符号 ,证 明 
ー w+ 
SS 
2 ニュ エー ビー 1 一 の 
ユナ カー 时 人 十) 
ロー ki D—C 
ーー 
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D+C D+RC— gk"? 
DD 1) 
aA DY (1 十 で ) 
4 の 一 C) ーー RC 
D+ Die 


T= ニュ Fe 
が 1 一 CO) だ 2(1 + Dy 
ーー りー ビー キロ リー を 
2. 证 明 
K _ K ~ た を K 。 ュ 
Sn っ 一 C1] 十) cn 六 一 TE 
3. 由 第 九 章 习题 20 的 结果 推导 由 10.11 节 (10) 式 关于 ZCu) 
的 加 法 公式 ， 
4. 证 明 
iK’ _ ま KY 1 ni 
ny 二 这 ,cn 二 1 キテ dm テモ 1 十 k， 
。K 十 Ki マツ 1 十 ま 十 1 マー を 
2 vk 
RK ローD マダ 
2 マ 2 
区 十 Ki Y を (ロダ ーi マ イーダ 
2 v2 
5. 让 上 明 
1 1—kcedu 
Jsnu du = Ned 


fan udu = larc tantg sd g), 


lan z du 一 htn gg 
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je g dg = 
Jas we du 1 n 


ES x dg = in ュ Lsn 


把 # 换 为 w 十 K, 还 可 得 吧 另 外 六 个 公式 . 


I 
小 


6. 証明 
- Ky) _ 1 sng 十 cngdng 
snlg 十 ーー ビエ ーー We 


“十 区 | 一 1 1 十 め sma 十 icngdng 


Sn 2 | EE ] sn 
7. 证 明 
< ag Kimr 
| eos ln sn x dx 一 sth っ ・ 
8. 由 9.8 节 公式 (15)? 得 
p(s) = 2; 十 ーーーーーーーー 
sm 。 Ve 一 | 
由 此 证 明 
ーッ ダー 
mu Ve Ne a [el 
ay Ve 一 
ーー ュー) 


wl ツー le es) 


9. 证 明 在 KK 一 w 的 情形 下 


el 一 6 一， el 一 


1 — 2 を 


3 + ーー 一 


es 一 
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并 有 [从 第 信 意 习题 4 的 结果 推导 出 


10. 6 节 展 开 式 (1).(2),(3). 


10. 证 明 ( 用 10.3 节 (8) 式 和 9.6 市 (3 式 ) 


FE 2 の ei Dr nd’ + Dd,) Ea 
”x Gm 6 6r9%9' 
K or 
二 だ . 
a? ) 12KWi 
11. 正明 


EK = eo + ove = 0 + 


E 2 一 可 ie 


を (9 十 9 


2 iy w 


K 3 KK" 
12. 证 是 
Ftlu) = 


RK | 3 KE 


13. 证 明 
sc(2kKv) 一 


{— gsin の gm 


1 十 全" 


n -1 
1 


Tsint2rn -十 Dae 


sd(2Kv) = 


cs(ZKv) = 


中 a ョ ョ + 


a B 


cd(2Ko) 一 


2 > qsin2nme 


性 


1 + 


cos(2rn 十 lwo 


dst(2Kv) = 工 csc Ty 一 を g 


2K 


dc(2Ev) = 


rt | 1 


ゴゴ 


"tlsin(2?n 十 1) rv 


1 十 gd 


ki 十 Dre 


14. 证 明 


Kー )"g gm 上 1 
洲 e 宮 す 多 2 ri 
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E(g 十 KK)ーE(g) 一 史 sn gedg 十 E, 

Et + iK’) = EC -+ chgdsg -1- itK’ ED 

Eg + ナド KR = En — snudew +E Fi(K' — ED. 
15. 在 朗 登 型 变换 中 由 -0.13 节 公 式 (8 证 明 变 换 后 的 玉 为 


E 2- &'K 
ハート だ 


16. 正明 10.10 補 第 三 柿 岳史 和食 的 共 系 
ic 
| 


Hae} oc 一 Un ~ ve) 
_ sn み n 1 一 ki:sn bsnwsn tut ro wb) 
2cnpdne 1 二 +Risnbpsnausnvsn (xdi t+ bh)’ 
其 中 .5 一 a 一 K'i. [提示 : 应 用 九 章 习 问 6 中 关系 式 [1j 十 [4j= 
[1 二 [4 取 : yg = 二 php: ngtvtp. ] 
17. 用 10.8 や 変換 て 四 ) 自 明 
1 ds 1 | dr 
マエ ユー ゼー /206 ロー ィ 51ー ダ g) 
= ニー デビ, だ =1/2. 


Ge.c.&) ーー > - T 开 kz， 1 ト 2 


并 证 明 


1 rl afn 111? 
lu 本 

18. 研究 二 个 特殊 下 值 : (1) 一 2 一 1, 沐 证 民 ' =K v2， 

(2) ま =—sin 证, 求证 K'=K Y 3 ;03) k=tan’ 部 ,求证 K'=2ZK. 

[1) 相当 于 并 登 变 换 中 二 二 ゾ タ ター: (2) 相当 于 PCz)= デ 


一 1 用 9.8 节 (16) 式 有 ーー =cos 3 相当 于 并 
1 2 一 1 
ょ ニーーー ーーー ニーーーtan* 一 . 
登 变换 用 于 3 テコ tan’ = ] 
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19. 在 《一 sin 芒 的 情形 下 证 明 
3 +. 2K 3-1. 2K’ 
， . 
一 3 让 $01 一 门 -tdt 一 マエ | | /| 二 | ， 
I 1 i 


3 6 

x - kie- i 
4 v3 2 3 
3 w 3 一 1 

ー EE! 一 KU 

-KE 2v3 } 


20， 加 法 公式 的 另 一 推导 法 . 考慮 三 全 画数, sn w sntu 十 v)， 
cn gcCn(g 十 pg)idn gz dnCn+v) ;它们 对 说 ,周期 都 是 2K,?K'i， 
极点 都 是 Ki 和 Ki 一 uz. 这 是 两 个 一 阶 极点 .因此 任何 两 个 函数 的 
线性 组 合 可 消去 -个 极点 :同时 根据 8. 3 节 定 理 2, 也 必然 消去 了 
第 .个 极点 ,因而 是 -常数 .这样 可 以 有 两 个 线性 组 合 等 于 常数 ， 
每 个 包 会 项 个 常数 ,这 两 个 常数 可 以 从 线 性 组 合 本 身 和 它 对 的 
微 商 令 x 一 0 而 确定 , 结果 是 

cnwcn(g 十 ゃ ) 士 dnsngrsm(g t+ vu) = env, 
dn a dn + tw) Ren wv sn a ST(g ov) — dn v. 
把 & 换 为 一 4,w 换 为 u 十 vw 得 


cnuchnv— dnt usnasnwr= cntr vu}, 


dn aw dn zw — gicntw + wisna snv = dnte vu). 
从 该 两 个 方程 可 解 得 cntw 十 和 dn Ca 一 ,代入 前 面 的 方程 得 
sn(g 十 z)。 


第 十 一 章 拉 梅 函数 


ig 检 球 坐标 


拉 梅 (Lamé) 遂 数量 在 桶 球 坐 标 中 解 拉 普 拉 斯 方程 市 产生 的 ， 
在 直角 坐标 tz,y;z) 中 椭 球 的 方程 是 


に 
PP 


2 Ee 
十 寺 ナオ テル 《1) 


其 中 心 ,5sc 为 椭 球 的 三 个 半 轴 长 . 我 们 将 选择 堂 标的 次 序 使 得 < 全 
pe 并 日 暂时 先 不 讨论 三 个 轴 长 中 有 相等 的 情形 ， 
与 (1) 共 焦 的 二 次 则 面 为 


コー イィ デイ 9 ッ ナ ラコ ィ タート 
当 9 テーc" 時 2) 代表 楠 球 : 当 一 ゲ ご 9 ズー 时 ,(2) 代 表单 叶 双 
曲面 ; 当 一 2 之 8 之 一 疡 时 , (2) 代 表 双 叶 双 更 面 .对 应 于 三 个 不 同 
的 8 值 有 三 个 曲面 ,它们 在 空 何 的 交点 其 有 惟一 确定 的 一 组 Cx， 
:2z2) 值 ,这 相应 于 室 间 的 八 个 点 . 反 过 来 ,经 过 空间 的 任 一 点 {x， 
ys 2) ,有 二 个 曲面 (2) ,对 应 于 二 个 8 值 . 为 了 进 -- 步 讨论 三 个 
值 , 令 


2 


{2) 


十 


RD) = ta + DE + WE + の. 《3) 
于 是 (2) 式 可 写 为 


== RO 1 


之 


a 
oe +o +e 
和 二 人 
二 一 0. (4) 
六 从 是 86 的 三 次 多 项 式 , 有 三 个 根 A ev: 
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(9) = 0 — 0 — (5) 
当 9 依 次 取 舗 一 @、ーg ラ ーー が っ c 十 co 時, 根 据 (4),/ バ の ) 依 
次 取 值 ”中 ， ーーー a- HYCO) ,zi (a 
(ゲー ィ う 、 十 eco. 由 紫 可児. が の 前 三重 根 分 多 女 在 区 同 ( 一 記 。 
中 因此 是 三 个 也 不 相等 的 实 根 . 
把 一 个 根 的 大 小 次 序 选 为 メー ルー ュ ッ 揚 
下 一 
这 说 明 , 经 过 空间 一 点 的 三 个 曲面 (2) ,其 中 对 应 于 9=4 的 个 是 
椭 球 ,对 应 于 0=y 的 - 條 恒 単 叶 双 曲面 , 対 庶子 9 ニッ 的 一 全 基 双 
叶 双 曲面 . 
我 们 可 以 选 2,p@v 为 坐标 ,这 就 尾 椭 球 誉 标 ; 而 把 x,y.z 用 
4 表达 ,在 {4) 和 (C3) 中 依次 令 5= 一 a: ,一 扬 , 一 0, 得 
二 
{a 一 が (ge 一 人 


わび + ce 
(が 一 < の D( ゲ 一 g?) 1 
(二 二 JO 十 外 
(ce 一 ac ~ “i 
> 屋 正 交 曲面 坐标 . 曲面 C(x.y zz) 二 0 他国 (テッ yg) 点 的 法 装 方 
向 (mn) 与 | 竹 , 针 , 伟 | 成 正比 ,因此 曲面 9 二 2 的 法 线 方向 


Cf LE :7142 的 比例 为 


+ 


x" — 


+ ツ 4 


ms A が すえ さえ 7) 

把 9 一 4 和 9ー ァ 两 个 时 面 的 方程 (427 机 减 ， 消去 因子 4- ;得 
7 Ea 、 
ーー お (の の tt De Fy Te De Lo 
C8) 


这 就 是 Ed Parnes ranp 0。 所 以 已 一 外 和 ウー な 阿 个 曲 面 互相 正 
変 , 同 梓 可 証明 9 一 ぇ 和 8 一 "两 个 曲面 互相 正 变 :0 一 上 和 0 一， 两 
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个 曲面 互相 正 交 . 
現在 求 dz 与 d4 之 间 的 关系 . 由 (6) 式 取 对 数 微 分 ,得 
2 da 十 de 二 ーー (9) 


rz tA pr 十 
a 换 为 5 和 c, 即 得 dy 和 dz 的 公式 . 利用 这 些 公式 .下 把 止 交 条 
全 


ATAr Oy 人 Ay 十 Oz を 


tt aa a <10) 
线 元 的 平方 是 
ds = dr: + dy — dz’: = HdAY + Hi + Ht , 
(11) 


其 中 没有 dadpsdjyxdyv,dvd2 各 项 是 用 了 正 交 条 件 (10) 的 结果 .关于 
《dx 的 系数 有 


Hi 問 + EN + 人 


A (oA 
- キー キー 
(g* A A) A 
应 用 16) 式 ,得 
4 二 A 十 


ar PC — CE + a) 
| ("+ が)( が + vl 
a +a) 
4 Cc* 十 Ce 十 vw) 
(Ce ee 一 下 Je 十 和 
(A CA— ») 
tC キキ 4” 
其 中 最 后 -一 步 可 以 通过 把 最 后 的 式 子 表 过 为 部 分 分 式 亨 证 明 . 拒 
4 が 作 循环 和 的 ,就 可 由 五, 得 到 1; 和 戸 。. 把 一 者 相 飛 取 平 方 
根 , 得 


C125 


HHHH, = (Nw 
8 Vv POP PY) 


(13) 
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其 中 多 国 数 由 53)? 式 确定 . 


在 椭 球 坐标 中 拉 普 拉 斯 方程 的 表达 式 是 ( 见 附 承 二 ) 
4 
v= 


(メー FA VR — ») 
x fr vA 如 | “RD | 


oo RV 


十 tA) py ぁ | の (て う | = 0, (14) 


11.2 財 酸 用 棚 藻 画数 表 送 

在 上 节 中 ,直角 坐标 变换 为 顶 球 坐标 的 表达 式 ( 上 节 (6) 式 ) 不 
是 单 值 的 . 利用 撒 阅 函数 可 以 把 对 应 关系 变 为 单 值 的 . 把 椭 球 堂 标 
表 为 椭 辐 尔 数 : 


pln) ニー ス se に だ 十 ea)， 
pe) = る CG 二 が 十 の 、 d) 
pCe) ニー ルー (の + +. 


不 变量 gs 和 gs 由 下 式 确 定 
A CH) 一 gb 一 站 一 一 do TAB AICe2 dd- 4) (C2) 


则 一 个 根 为 (参看 8.5 节 (9) 式 ) 
ei 一 a 一 きど 十 の 。 ーー ター すす + が + の | 


a +. | 
(3) 


这 三 个 根 满 足 条 件 ey 之 es 之 e;, 
将 (1) 式 代入 上 节 56) 式 ,得 
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PO — eno) — eyiplw) — et 
(ey 一 er) te ~ es) 


应 用 8.10 芝 (17) 和 18) 式 , 得 
1 * 
1 [ * LD sca) | 


エ 


4 一 


ou)otv)olw) 
取 平 方 根 , 得 
ーー gu)o (vo (TO) 
Te Doo) ・ (4) 
同样 得 


Oz (Cg 29。 CV) Gre) 


eo)eCeo) 


5j 
TF ld te (Yo ) 
z= 1e 9 Ca) law) ・ 
这 些 会 式 把 直角 坐标 用 ぁゃ sy 的 单 值 函数 表达 出 有 米 了 . 
利用 9.2 节 公 式 65) 和 (6) 可 把 坐标 用 戒 塔 函数 表达 如 下 : 
a w | sg | 
と i9 2 32 も 2 
ーー Zo, a w tp し" 
TIP 
計り te 
MT a | , 
マー 2 の 。 3 | g 9 | 9 ww 1 (6 
2 9 ! pe | 
EE ?| て の 
i 3 | の 2 zo, | 
a9, of る wi 
| 3 | 2 | za | 


尝 标 也 可 用 雅 氏 椭 苛 末 数 表达 ,这 种 硼 达 形式 便于 数值 计算 ， 


念 


2 
が 二 スー ロー の が 。 だ ーー テ , (7) 


得 
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4) 一 (一 可 (一 CC 一 が)(1 ・ お)、 (8) 


ーー 
トマ ロー ロー を の の ) 2 EA 


令 i 一 sn ,并 今 sn 户 对 说 J porsny 村 应 于 v. 将 (7) 式 代入 上 节 
(6) 式 , 取 平方 根 , 得 


。 一 一 -= 
デール gn 一 esn sn psnYy, | 


まく = 
ーー ローー ccR cn Henry, 


(19) 
= 一 三 wa ednadngdny. 


由 (7⑦) 式 和 106.3 节 (5),t6) 两 式 看 出 , 妾 2 由 一 司 到 十 2 時, 
士 a 由 下 十 Ki 到 Kii, 或 者 是 a 由 一 KK 十 Ki 到 Ki, 内 由 Ki 到 KK 
土 Kiig 一 土 K す Ki 相当 テテ 0 平面 = 退化 前 焦 面 棚 球 重 旨 一 
刀 . 当 由 一 ゲ 到 一 cc 时 , 土 8 由 下 到 K 十 K'i;8== 土 KK 相当 于 还 
化 到 y= 二 0 平面 上 的 双 曲 面 含 原点 的 区 域 ;而 一 士 K 十 Ki 相当 
于 x 一 0 和 面 上 退化 的 焦 血 椭 球 之 状 的 区 域 . 当 v 由 一 和 到 一 如 
于 ,七 yY 由 0 到 开 , 或 者 是 > 由 一 氏 既 过 0 到 区 :7 一 0 相当 二 退化 
到 ェ ー0 平面 上 的 双 叶 双 曲 面 重合 :7 二 土 K 相当 于 退化 到 y 一 0 
平面 上 的 双 曲 面 不 含 原点 的 区 域 . 


11.3 拉 梅 (Lame) 方 程 


在 椭 球 坐标 中 用 分 离 变 数 法 解 拉 普 拉 斯 方程 , 今 11.1 节 方 程 
(14) 的 解 为 于 = 二 ACDMUA)N (0)， 


让 一 dj dA' 
4 VP 而 | “KD | 


4 メール d dM 
tr WD | 


十 と YP | CO た 0. 
与 下 列 恒 等 式 比 较 ， 
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Cp KA OF OG— Kk + OC 
FA OKIC)==0, 
其 中 下 和 CC 为 常数 ,得 


4 VP 到 | ソン 4 ー KAT COA. 1) 
这 个 方程 名 为 拉 梅 (Lame 方程 . 通常 将 常数 民 写 为 aa+l) 
4 VR | “RD 中] nr DA CA (2) 


当 n 为 非 儿 整数 时 ,这 个 微分 方程 的 解 称 为 拉 梅 函数 . 
对 于 MU 各 Nt) 也 有 与 (32) 完全 相同 的 方程 ， 


di ed 
4 アー pO) dal vO— pu) 可 


= {n(n Dae+ CM, (3) 
pr {nn + Dv + CIN. C4) 
详细 生出 后 ,方程 (2)? 取 下 列 形式 : 
5 トラ キス) テオス トマ オス | aA 
za 十 14 十 站 A (5) 


4 + DOB + A + a) 
这 个 微分 方程 是 健 克 斯 型 方程 (2. 7 节 ), 有 四 个 正则 奇 点 : 4 二 
ーーec*)oo: 在 前 三 介 奇 点 前 指 醒 基 0 和 1/2. 在 ce 点 的 指 
标 是 一 忌 ラッ ーー 
应 用 上 节 变 换 人 17 和 (27 


4 一 一 户 一 二 (他 十 区 十 c， (6) 


a EG RD, mR t+, 


ea 一 ct 一 FC 二 十 ce), 
(7) 
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方程 (5) 化 为 
dA ll 」 1 | 1 id4 
dg t+ ss ts か 一 es dg 
za 十 1) ぁ 十 戸 


I 8) 


其 中 如 与 的 关系 是 


B+C= nn + DC T+. (9) 
再 作 変 換 p 二 P(x), 拉 梅 微分 方程 化 为 
オー fa + Dp + B}A. (10) 
这 是 拉 梅 方程 的 外 氏 形 式 . 


利用 雅 氏 椭 辑 攻 数 把 拉 梅 方程 表达 为 牙 氏 形式 .应 用 上 节 变 
撞 (7) : 


2 2 
a 二 A= (a の が の )snfa。 R= 二 2 1 (11) 
az ー と 
得 
9 人 一 {rxtn 十 1 うま ne 寺 A}A, (12) 
a 
其 中 思 与 C 的 关系 是 
Cn ae = (og 一 の う 4. 《13) 


在 研究 搁 梅 方程 的 性 质 时 ,最 好 不 要 局 蝶 于 一 种 形式 的 方程 ， 
而 沙 用 适 台 于 研究 日 的 的 形式 .对 十 数值 实用 方面 说 ,利用 雅 氏 形 
式 人 412) 较 为 适宜 . 为 了 求 得 方程 的 解 的 一 般 性 质 ,以 用 代数 形式 
《8) 较 为 适宜 . 
若 今 snza=* 作为 独 芯 变数 , 拉 梅 方程 化 为 
4 1 1 | 1 | ー 1dA 
ds* 2 しき ェ ー 1 5 一直 | ds 
2 十 125 十 杂 4 
dsts 一 1605 一 あ ) 


基 中 カー イーー (ーーg う 」 王 王 テ 4 并且 天 六 1 


0 て (14) 
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还 有 - -种 形式 是 利用 三 sne=cos と 。 得 
《1 一 cos を ) d de A costsint Sf 
ー[z(z 十 1 を cos を + ANA = 0. (15) 


11.4 四 类 拉 梅 函数 


现在 采用 拉 梅 方程 的 代数 形式 来 研究 拉 梅 方程 的 解 .上 节 的 
三 种 代数 形式 (5), 13),(14) 是 相当 的 ,我 们 将 根据 (4) 来 讨论 .上 
节 方 程 (14) 可 写 为 
[ーー (2 十 站 Js2 十 内 4 于 2[3s: 一 21 十 Ar 十 声 ] 4 


一 [ta 二 is 十 百 ]4= 0， (1) 
这 个 方程 是 情 克 斯 型 的 ,县 有 四 个 正则 奇 点 ; :一 0,1,a,co ,前 三 
个 奇 点 9,1 光 的 性 质 是 一 样 的 ,指标 都 是 0 和 1/2, 而 奇 点 oo 的 指 
慰 是 一 公 和 2 
设 (1) 的 解 为 
A= Da (an 天 的 ， (2) 
代入 (1) , 求 得 定 系数 a。 的 方程 为 
2 あ p(2g — llas = 0, 
2 十 1)020 十 la 一 [4 十 RD) + Hja, = 0, 
hp + 2)(2p 十 3)g。 一 [41 + Ce + 1 
Hla— (tr —20(n+2¢ 十 1)g。 = 0, 


oe: . - > (3) 
Cp 二 YY 二 23020 十 2 十 3)cois 

— 41 十 下 IO 十 + 1 + Hoa, 

ー(w 一 2p 一 2 十 2 士 2y 十 1)g。 = 0 


从 第 一 个 方程 得 指标 p g 的 西条 博 0 和 172. 以 后 的 方程 依次 定 出 
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系 数 A Oa de 很 容易 看 出 sy 是 HH 的 i 次 多 
项 式 . 在 一 般 铺 况 下 ,对 应 于 p=0 和 g=1/2 的 西 个 解 是 无 穷 级 
数 . 

妆 寻 是 非 负 整 数 时 . 古 以 适当 选择 所 的 值 使 得 解 不 是 无 穷 级 
数 , 而 是 和 多项式. 当 Ym 満足 2p 十 2 王 ぁ ) 而 昌 H 大 a ロー 的 
根 时 ,au 一 0, 而 所 有 的 ae, 当 時 都 是 補 , 解 是 ヵ 次 多項式 . 
若 ヵ 是 偶数 , 则 p= 一 0 的 解 是 请 一 ar2 次 多 项 式 . 若是 奇数 ,如 
一 方 的 解 是 w 一 < 了 -次 多 项 式 ,而 4 的 最 高 次 项 的 次 m+p 依然 


等 于 ヵ /2- 

这 种 多 项 式 是 第 一 类 拉 梅 函数 . 由 于 所 是 一 个 Gmz 十 1) 次 方 
程 an+ 一 0 的 根 , 有 闫 十 1 个 不 同 的 值 ,所 以 第 -类 拉 梅 函数 有 mm 
十 1 个 .nn 一 0,1,2,3,4,5 的 解 是 : 

n= 0;A=1,NH=0. 

r= A= -1—ih. 


此 二 2; 4= 二 路, 4(1 RYT + 128 = 0. 


如 的 两 个 值 是 于 = 一 201 十 向 一 2 v1 一 上 十 六 ， 


ーー 201 十 向 十 2 マロ ー』 十 だ 。 
i 
1 キ 』 十 刀 " 
二 十 10(1 AT 十 301 二) 二 60h = 0. 


= 


戸 的 西條 恒星 ゼ ーー5ct 寺 が 一 2 4 ロー 十 ま 。 
gーー5(1 二 あめ 上 2 マツ 4( キ ー45 十 な 


| 12h17 
#4 TT 40R 


了 4 
FH- + ユー カ ) ガ キョ 0 な 


了 十 2061 + RIF + 1604 十 2 站 十 所 つう 
十 @10t1 十 太 ) 丰 一 总. 


204(7 二 1 十 ぬ ) w 【 
IF 4 90 FF RMT Bl + hy fT 1684 


n= A = 十 
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120* us 
zt 十 1001 十 而 ?了 十 9 十 丰 ) 十 1688 > 


好 :十 35(] 十 』) 戸 7 十 [259(1 十 看) + 528A 1H 
十 225Kt 十 7 十 4560(1 十 下 ) 丰 一 站 . 
除了 这 一 闫 拉 梅 函数 之 外 ,还 有 三 类 拉 梅 函数 ,这 相当 于 在 ; 
ー1 和 一 两 点 附近 展开 式 的 指标 为 1/2 的 解 . 
第 二 美 拉 梅 画数 是 4 ニー バー1) の ゆー うら 代入 C1), 得 
上 所 满 是 的 方程 ， 
中 の 
5 


4Ls 一 (1 十 月)s* 十 5] 可 


十 
(4) 


十 2325 一 20 十 265 十 和 本 


一 [一 1 十 2)7 十 页 十 天 | 宙 一 10. て 5) 
定 系数 5, 的 方程 为 
2hCP 二 vt 2)(2p 十 2v 十 3) あ 」。 
ー (4(g 十 十 1)[(1 の (Cp キッ 二 1) 十 用 十 三 一 みあ 」。 
《一 2P 一 2 一 1 十 2 十 2 十 2 一 站 
(一 日 1 2) (5) 
指标 p 的 值 仍 然 是 0 和 1/2,b/5, 是 态 的 vv 次 多 项 式 . 当 n 是正 整 
数 时 ,可 以 适当 选择 天 的 值 使 得 解 不 是 无 穷 级 数 , 而 是 多 项 式 . 当 
:一 说 满足 2p 十 212 十 1 一 ?而 且 万 是 和 一 0 的 根 时 就 得 到 多 项 
式 的 解 . 指标 =0 对 应 于 奇数 ap 一 172 对 应 于 偶数 ”而 于 不 小 
于 1. 
第 三 类 拉 权 函数 是 4 二 G4 一 4) 要 , 秋 一 cs. 代入 (1) ,得 


4 一 (1 + hs + hs, 


d:¥ 
ds 


十 2[5s7 — 2C2 十 有 8 十 中] 于 
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— [nom ln t+ ロロ = 0. (7) 
定 系 数 < 的 方程 为 
Php 十 Vy 十 2)(2p 十 2 十 3)r。」 3 
一 (BP 十 zz 十 10[COQ 十 CB 十 yy 十 了 十 1 寺 昌 十 le4i 
(nm 20— 2 mt+2p 二 2 ?c=0 
(v= 0,1,2..). (8) 
这 一 类 拉 梅 画 数 的 性 质 与 第 二 类 的 相似 . 
第 四 类 拉 梅 函数 是 4 一 (* 一 1)120 一 站 20 一 > dr 或 
ャ = 
中 二 C5 一 有 E00. 把 这 个 形式 的 下 代入 (5). 得 


1 
4 デー ロロ オ め な ] 


十 2[?7s? 一 41 十 4)s 十 』] dn 


一 2 十 3)5 十 晶 十 1 二 AJR=0, (9) 
定 系数 ,的 方程 次 
2h(p Fv 2)(2p + 2v + 3)d,42 
ー[4(1 十 #)(p 十 y 二 1)CP 十 vy 十 2) 十 站 十 1 十 jdri 
(no 2 2 2)(n 二 +22 二 2 十 3)dy 一 0 
(v= 0,1.2。…). (10) 
与 前 几 类 拉 梅 函数 一 样 , 当 wr 是正 整数 時 , 可 逃 互 使 2。」」=0,2p 
十 2m 十 2 一 上 而 得 m 次 多 项 式 解 ,这 时 候 x>2. 


总 结 四 类 拉 梅 画 数 , 当 "是 偶数 时 .第 一 类 拉 梅 函数 及 十 1 
个 ,第 二 类 ,第 三 类 ,第 四 类 两 数 各 有 过 个 ,全 体 共 有 2x 十 1 个 函 
数 . 当 ”是 奇数 时 ,第 - 二、 三 英 函 数 各 有 :3 个 ,第 四 类 函数 有 


个, 全体 四 类 也 共有 2n 十 1 个 也 数 , 这 四 类 拉 梅 函数 (统称 第 


一 种 拉 梅 诊 数 , 见 11. 8 节 ) 用 符号 如 (5 表达, 取 一 n, 一 An 十 1。 
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“一 ln 各 值 人 区 . 
当 ぁ デ テ 0,1.2.3 时 ,四 类 肖 数 的 其 体形 式 为 (指标 :sm 的 次 序 由 
一 # 到” 按 本 征 值 五 的 大小 由 小 到 大 顺序 排列 ); 
r= Es 二 1:H, = 0. 
= EE = {s — A)':; 
ニー を ーー =— 


n= 2」 Er’ = 十 存 , 到 = 站， 
ーー 1 の 。 

= EE = (ys — 1) 0s — A, 

Hi := H=— 20A)— 2vi—h+ih, 

Hi= ,=— 2(1 二 +h)+2vI— 有 二 六 ， 


テー ユー 44,Hi=—4—h,Hi=—1—h. 
3 5 
“| 
1 wel 6h 
Es ゴ 下 本 二 本 
2 ー 2 28 | 
ED 
2 ーー 1 2 1 
EE= G1 [二 万 二 出， 
phe 2 | ， 
EE = + | 
hh 
ーー の “+ 亡 生 ルト 
FE = ss Oo 1 — hs 


Hi =H=o— 64+- 2 VITA ih. も 


全 般 文 献 1 天 的 起 由 ] 到 2m 十 1. 
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7 が ーーー5d め 十 2 vi ih, | 


Hi := HH;=— (2+ 5h)—2v1— hi dh, 
Hi= 万 ,= 一 (2 十 56) 十 2 ww 一 下 十 4h, 
戸 り ニー Hs=— (5+ 2 — 2 4 一 あ 十 記 。 
Hi= HQ=— (5 24) 十 2 v4 一 户 十 有 i， 


Hi = 一 4(1 十 次 )， 
(11) 
可以 年 明 所 有 的 本 征 債 77? 都 是 实数 .一 种 证 明 的 方法 是 采 


用 11. 3 节 方 程 (8) 的 形式 , 求 级 数 5 Yap 一 es) 的 系数 ,系数 


an 一 0 的 关 十 1 个 根部 各 不 相等 ,而 有 旦 是 实数 ,这 是 因为 a, 作为 
B 的 vy 次 多 项 式 , 构 成 一 组 斯 突 本 (Sturm) 项 数列 5 见习 题 2). 田 
-种 证 明 的 方法 是 苓 虚 不 同 本 往 值 的 解 ( 本 征 消 数 ) 的 正 交 性 ( 参 
看 Hobson (1931), p. 465). 设 对 应 于 两 个 本 征 值 吾 , 和 五 : 的 两 
个 函数 为 和 A, 分 别 满足 方程 < 上 他 (114)) 
二 寺 [二 + 二 于 下 守 
ntn 十 1)* 十 召 , 
4s(s 一 1)(* — 


用 4。 乗 ァ 1 的 方程 ,用 上 乘 * 一 2 的 方程 , 相 减 ,得 


ルー テロ 0 (r= 1,Z). 


dA d:A, i1i1 1 i 1 
“Ae ds 4 ds ! | トー 
GA dA, | <Hi— HA A 
x [4 d 人 i js DDG) 


即 


で ーD で ー め お 氷 「 Ve で 一 や で お | 4 dA A | | 


ds 
= (H,— Hh,th,, 
求 积 分 由 s=0 到 1. 得 


ee 
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A Ads 
(7 | A 
: Ju の 4s(s 一 1) ミー あう) 
= 1 
[DG DA 4 | | - (12) 


假如 A 和 4 是 同一 类 的 拉 侮 函数 ;对 于 四 类 函数 来 说 ,(12) 式 的 
右 方 都 等 于 似 , 认 有 
[ A Ads ー 
1 4sGs 一 DG— A) 
这 就 是 说 对 于 给 定 的 正 整 数 。, 不 同村 征 值 的 同 . -类 拉 梅 函数 是 
正 交 的 . 如果 五 | 是 一 个 得 数 十 认 , 则 必 有 共 辊 复数 戸 。 ニ = アー 
这 ;相应 的 A 将 是 4 オー ティー アザ 4 ー ィ ーi7, 这 时 (137? 式 给 出 
+ds 
ss — DG -~— s) 
这 里 被 积 函 数 是 恒 正 的 .积分 不 能 等 于 零 . 因此 本 征 值 互 不 可 能 
是 复数 ,而 - ~ 定 是 实数 . 
可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 nn,2n 十 1 个 拉 梅 沙 数 是 相 王 线性 无 关 
的 . 同 - -类 的 拉 梅 函数 显然 是 线性 无 关 的 . 因为 假如 它们 之 间 有 一 
个 关系 式 es Es) テ 6、 剛 乗 以 BE” (Gods/ wd 一 1)(s 一 有) , 求 


积分 ， 由 中 交 交 甘 系 即 得 ,对 于 所 有 的 上 ,av 一 0 而 不 同类 的 拉 梅 函 
数 也 征 线 性 无 关 的 ,内 为 它们 的 比 不 可 能 等 于 常数 . 

由 微分 方程 的 级 数 解法 可 以 证 明 拉 梅 函 数 的 零点 者 是 一 阶 
的 , 没 拉 梅 蝴 数 的 m 个 零点 为 5, 它 不 是 微分 方程 的 奇 点 而 是 常 
点 ,加 与 0,1, 部 不 由 等 . 从 5, 附近 的 级 数 解法 (2.2 节 ? 可 以 看 
出 ;如 果 (s 一 s.2" 和 で 一) 的 系数 都 等 于 零 , 则 级 数 解 本 身 必 人 恒 
等 于 零 , 而 不 会 有 4 一 31) 的 因子 . 対 王 奇 点 0,1, ぁ 说 ,由 于 
指示 訪 0 和 172, 故 都 不 可 能 是 解 的 付 点 . 


11.5” 燃 球 谐 函 数 
若 不 用 s, 而 用 2 为 独立 变数 ,并 令 m 次 多 项 式 的 不 同 的 mm 个 


(13) 


= 了. 
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恨 为 ,写成 
FA) = Le 一 人， ①) 
则 上 节 的 四 关 拉 梅 函数 可 重新 划分 为 下 列 四 组 函数 
i) 戸 (A) 
ti) A FA A PEA vi (4) | 
Gi ダル 十 が )A CFE, WA EDA DF, と (2) 


A 二 g の (4 BFCAY; 

Gv) 〆4 十 ge の) 十 At ， 
这 时 第 一 组 函数 (FA 相应 的 = 等 2 第 二 组 函数 ii 相应 的 
n 等 于 2 十 1 第 三 组 函数 (ii 相应 的 二 等 于 2 十 2; 第 四 组 冰 数 
Gy) 相 度 的 ヵ 等 子 2m 十 3. 每 一 组 内 的 各 个 多项式 下 CA， 以 及 不 
阿 组 的 严 (4), 都 有 不 同 的 根 铝 , 故 都 各 不 相同 ,这 可 以 从 定 严 (4) 
中 的 系数 的 方程 (上 节 (3) ,C6) ,C8), 007 看 出 . 但 是 为 简单 起 见 
我 的 用 同一 符号 下 ( 轨 表 达 这 些 多 项 式 . 

从 上 上 面 四 组 拉 梅 函数 可 以 造 出 四 族 椭 球 谐 欧 数 证 ,更 满足 拉 
氏 方 程 マ :天 =0. 根据 11.3 节 方 程 (2) 一 (4) 对 于 一 个 变 教 mv 
说 ,常数 忆 部 相等 ,因此 三 个 多 项 式 玉 (0) ,Fx) Et 都 有 相同 的 
根 2&. 每 一 个 根 8 页 献 给 三條 直 乗 的 因子 (スー み ).( な メー の )( ッ ー 
). 根据 11. 1 节 (4)7 和 (5) ,这 个 乘积 等 于 

ー が の ) ~ WW の )9., 

其 中 み ) 王 (27 十 の )( だ が 十 の)(c『 十 の ) 是 “个 常数 ， 而 


x* _ ~ 十 如 
Sit B+ 1 “39 


因此 FCOVFODFG) s1le, 只 差 一 个 常数 因子 . 
た 了 四 组 拉 梅 函数 在 六 ( 罗 之 外 的 国 子 , 第 一 组 的 因子 为 1， 
给 出 第 一 族 椭 球 谐 函 数 更 一 Xe. 
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第 二 组 的 因子 有 三 种 不 同 的 情形 , 第 一 种 情形 是 
YA 二 gD(g 十 go tal). 
与 11.1 节 公式 (8) 比较 ,看 出 这 个 因子 与 x 只 差 一 个 常数 因子 , 因 


此 这 样 给 出 的 第 二 族 椭 球 谐 函 数 的 第 一 种 情形 为 < 工 B.. 很 容易 
看 出 ,第 二 族 酉 球 谐 函 数 的 第 二 种 情形 和 第 三 种 情形 分 别 为 
ッ ] 紀和 z]! 他 

第 三 组 的 因子 也 有 三 种 不 同 的 情形 . 很 容易 看 出 ,这样 给 出 的 
第 三 族 酉 球 详 函 数 的 三 种 情形 分 别 为 yz [Te.,== IEX 
っ fe 

第 四 组 的 因子 给 出 了 os。 相 友 的 第 四 族 構 球 革 画数 放 
os [le. 

其 结 以 上 的 结果 ,四 族 构 球 谐 函数 可 以 合并 简写 为 
デュ VE 


Ay, 


人 


3 
x ot 
其 上 面 的 表 看 出 , 第 一 族 筑 球 護 画数 長 x+,y,z 的 2m 次 多 項 
式 , 第 二 族 .第 三 族 和 第 四 族 椭 球 谐 冰 数 分 别 是 =,y,z 的 く 2z 十 1) 
次 ,(2w 二 2) 次 租 (2 吉 十 3) 次 多項式 . 


11.6 尼 文 (Niven) 的 表达 式 


尼 交 找到 了 通过 齐 次 谐 函 数 来 表达 椭 球 谐 消 数 的 公式 . 设 
CeCryyyz) 为 产 人 钦 椭 球 谐 通 数 , 妃 ,Csyz) 为 同族 的 次 齐 次 燃 球 
谐 普 数 ， 


10. (4) 
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『 ギャ |] 
Grn YP 


デュ TY 
关 | Tr ye に 
< て 1 
人 FT YE | 
生れ yr NE 
zs TY» | 
ン 了 . y 2 | . 
(Bt) 2 


其 中 nn 与 1 的 关系 在 四 族 的 情形 分 别 为 


{in = 2m, Un= 2 (n= 2m 2，, 


Civ}y n= 2 + 3. {3) 
尼 文 的 表达 式 是 
、 | 万 D: 
Gv の = {1 zm + sa 3 
4 过 UD, (CA) 
pC(Zn 一 1 Con — 2p 1 ビビ の 
其 中 
DA? ご 。 
了 ) = 3 ト が By 2・ 
有 只 讲 在 第 一 ' 族 图 数 情形 下 公式 4d4) 的 证 明 . 令 
2 二 
Kr + 二 (5) 
于 是 有 {xn 一 2n:) 


Greysz) = [CE = (~) Sa (6) 
i=! r 一 心 


其 中 Sam 为 2m 一 27) 深 齐 忱 隐 数 ,是 Ki: Ks EK, 芍 乘 积 之 
种 ,和 数 中 的 每 一 项 有 "~-r 个 不 同 的 因子 K, 相乗 , 面 Sa 为 
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Su = Hnlzsyre) = [KE,. 《7) 
F=1 
求 微 商 ,得 
Se- 2ar > だ ar Se ーー こ OD sn 2 ZT 
の OK, a¥+ 6,’ 
A So ar こ Sn gr 2 
Bri 2 3K, a + 
-5 DLS pp zr Br? 
AK ,OKR, (a + 8 Ca 十 下 于 


由 此 得 


3 Ds a De 」 2 の * 2c? 
Sm r= まう 3 だ 。 a アト を 


| 时 ーー Ba x 
1 之 KK, [去 oa 十 の ) 
| BP ye Sc | (8) 
(十 十 


另 一 方面 ,9. 是 4C) 的 零点 , 即 
A 一 了 スー の ). 
代入 4 所 满足 的 拉 悔 方程 011. 3 节 (5) 式 )， 令 4 一 4 ,注意 
4 の う /4 (BD,) = 2 > (6, — 一 ， 


1 


得 


1 1 1 1 4 
コイ の 「 アキ の 「 コキ する) の mm 9) 


其 中 >" 上 一 撤 表 示 不 含 g 王 ヵ 的 項 . 
更 在 求 (8) 式 右 方 的 第 一 个 和 式 内 的 表达 式 , 应 用 (9) ,得 


a 」 あと + cc 
a + が 二 cz 一作， 
i 1 1 」 1 
= 3 ry Cr | 2 十 あ 
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ー3 十 の > か ーー が 
得 来 求 {8) 式 右 方 的 第 二 个 和 式 , 有 


a py? 
CT Ot Ho) th oC 0) 
ロジ ーー の だ 
(r+, te 十 抑 う 9, 一 下 


令 So 为 与 So-w - 样 的 齐 次 画 数 , 是 下 ,, 太 ,，… + 大。 的 乗 
税 之 和 , 和 数 中 的 毎 一 項 有 一 不 不 同 的 因子 天,6s 天 ,92 相 乘 ， 
但 因子 中 比 く 。。-。 魚 友和 天. 显然 有 

Snr = Sia + RS KS RR a 


(10) 
由 此 得 
Or OLS sm 2 DS sms KE の Ss 
OK , ? OK ,OK, BR, + Kak, 
和 
9S 区 一 3 95 Pr- 2 
五， BR K, うだ ° ~ (RK, KS 2r—2 
由 第 一 个 关系 求 得 
DS pms 1 | に に 
OK ,OK, KEK,— K,| oR, OK, | 
于 是 (8) 式 化 为 
DS ,, 
pss ー や を 5 十 の ジテ | 


ョ ー1 
PS OR, 一 og, 
+ 82 BKK 一 の 


Sn er 
= > な 2 


EE 
-32 0 SR ーー 
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< 3K, KK, 

を 、 89。。 K, 
-> s {or sm— D8 gx) 
ーー 1 に 
= {8m 2 2 を 

- 1 | DS, OS mr | 
ー 8 > だ K 
KK, | ” BRKE " aK, 
8S。。 
一 の か うに -一 8 OS _s. 
p=1 Eh 」 


很 显然 ,在 方 是 Ki KR,，: Ke 的 齐 次 函数 ,是 六 一 * 一 1 个 不 同 因 
子 的 乘积 之 和 ,因此 它 必 然 与 Sx。 s-: 成 正比 . 为 了 求 得 比例 常数 ， 
可 以 让 土 式 右 方 项 数 与 Sm- 的 項 数 相 比 .S。 > :的 项 数 为 


| » の 92。- 。/ aK, 的 项 数 为 [™ | ,S s 的 项 数 为 


| ”了 |]. 因此 上 式 右 方 的 项 数 与 Saag -: 的 项 数 之 尼 为 
Li 


レー リル ルイ | 


一 (2r TT 2D(4 な 一 2 テー 1 一 《2r 十 2)028 一 2r 一 1). 


| ez 一 の | の 還 トー 


这 样 就 证 明了 
DD a, 2r 一 C2r 十 2) 2 一 2rC— DS ser Cn 一 Bm )- (11) 
由 此 可 得 


Dr Ss (2r 2)(27 十 dD Cor + Zp) 
SC (2 な ー ZF -— 2a — 2r — 3)m 
XxX 《2 一 ター クタ 二 1 う Sa ルー ッッ ・ (12) 
令 r 一 0, 得 
DS 一 2 pn 一 1)(2g — 3)…(2 一 26 十 1)So gp 
代入 (6) ,得 
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て r ょ そう 


> CD HT ye) ， 
2 一 1)(22 — 3)…(2n — 2r + 


这 就 是 公式 (4) 在 第 一 族 椭 球 谐 郑 数 情 形 个 的 形式 . 
关于 第 “ 族 . 第 三 族 、 第 四 艾 橱 球 谐 函 数 的 公式 (4) 可 以 仿 上 
面 的 方法 证 昌 . 
11.7 关于 拉 梅 多 项 式 的 私 点 
在 11.4 池上 所 引进 的 四 类 拉 梅 多 项 式 的 普遍 表达 式 可 以 号 为 
A = 2 二 a eaFe [G2- の )。 1) 


其 中 gzr 等 于 0 或 者 1/2, 而 拉 梅 汕 数 的 次 数 有 与 mw 的 关系 为 


テラー? キキ g ナ で (2) 


当 =a= 一 rz 一 0 时 ,得 第 -组 扩 得 因数 : 当 p,a;,r 中 有 - -个 等 于 
172 ,而 其 余 两 个 等 于 零 时 ,得 第 二 组 拉 梅 沙 数 ; 当 pg,r 中 有 两 个 
等 于 1/2, 而 其 余 一 个 等 于 稚 时 ,得 第 三 组 拉 梅 函数 : 当 gz 都 
等 于 1/2 时 ,得 第 町 组 拉 悔 函数 . 每 一 类 拉 梅 是 数 ( 指 有 确定 pp、 
の r 情 的 ) 及 十 1 个 线性 独立 的 隔 数 ;相应 于 mm 十 1 个 本 征 值 五 
或 者 .每 一 个 医 数 有 zm 个 零点 名, 这些 信 点 各 不 相等 ,也 不 等 于 
ーー が 一 et 見 11.4 节 最 后 一 段 ). 
特 表 送 式 <1) 代 入 11.3 节 拉 梅 方 程 (5), 令 2 二 ,得 


p+ go 二 二 zt 十 工 


」 4 4 コッ ーー 1 , 
メー の 「 が る 「 2 すみ の 「 ぁ ー ぁ 7 (3 


这 是 六 條 根 め 所 満足 的 条件 , 量 上 上 革 方 得 (9) 的 推 ". 每 一 个 方程 
(3) 是 品 的 天 十 1 次 方程 ,给 出 六 十 1 个 9, 值 . 例如 ,当天 一 1 时 ， 
方程 (3) 简 化 为 


6 十 二 5 十 二 +t 十 二 
4 4 二 4 Lo 
a FF + “8g ' 
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即 
(4e 十 (だ 十 の (で 十 め 十 (g 士 15(cf 十 の ( 十 の 
十 〈4r 二 15(g2 十 の (の 2 十 の =0. C4) 
这 个 方程 给 出 两 全 4 和 值 :相应 于 两 个 不 同 的 五 值 . 

斯 提 耳 提 斯 (Stieitjes ) 证 明 , 这 严 十 1 个 拉 梅 函数 可 以 如 此 编 
排 ,使 得 第 7 个 函数 的 一 1 个 零点 处 在 一 全 与 一 久之 则 ,而 余下 
的 天 一 * 十 ] 个 零点 处 在 一 部 与 --c? 之 间 . 为 了 证 明 这 个 结果 , 设 
及 ,多 多 为 满足 下 列 杀 件 的 实数 : 

ーー の 計る 等 一 (ゆー 12 ーッ テー 1)」 
ーー 
造 一 个 乘积 更: 


B= [Tlicg + te の 
“1 


です 
の 的 数 僅 在 湊 到 端点 一 デー が 一 時 等 隆 宰 ,gw 的 数值 是 有 
限 的 ,因此 多 的 数值 也 是 有 限 的 ,号 的 数值 是 正 的 ,又 是 有 限 的 和 
连续 的 ,除了 在 各 个 你 的 端点 值 更 等 于 零 外 ,必然 有 - -组 ぁ 值 使 
旬 达到 它 的 极 大 值 . 使 外 为 极 大 值 的 满足 条 件 

lm B=0 (p= 1,2,.,m). 


即 


ゥ トキ ッ オ rz 十 二 


4 = 1 
Fs 十 a Ti 2 十 人 一 之 Pp 
这 个 结果 与 方程 (3)- - 样 ,所 以 这 个 方程 的 解 是 gy 二 ,因而 上 述 
关 王 接 梅 盟 数 的 零点 的 结果 得 到 证 明 . 
11.8 第 二 种 拉 梅 函数 


当 是 非 包 整数 时 , 音 拉 梅 方程 的 两 个 解 中 一 个 是 多 项 式 , 则 


= 0. 
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男 一 个 是 无 窃 级 数 ; 和 多 项 式 名 为 第 一 种 拉 梅 耳 数 ,无 窃 级 数 和 名 为 第 
二 种 拉 梅 函数 . 令 第 一 种 拉 梅 函数 为 E* (pp), 第 二 种 拉 梅 晴 数 为 
F"(p) ,其 中 p= 二 p(w 二 一 4 一 3 (az 十 中 十 ca ( 见 11.3 节 (6) 式 )， 

用 征明 11. 4 节 方 程 (12}) 的 方法 ,注意 黄种 拉 梅 隔 数 属于 相 癌 
的 本 征 值 ,由 11.3 0 


dE 」 
| E” TF TT |=0. 
求 积 分 ,得 
, dF” 。 dE” 
E da — FF. dg 


这 个 积分 常数 C 的 数值 取决 士 第 二 种 拉 梅 函数 的 常数 因子 的 选 
择 , 海 恩人 Heine) 选 で 一 mn 十 1. 
再 求 积 分 得 


FCp) 一 《22 十 DE CP | ED 01) 


在 w=0 的 附近 ,由 于 Ex(p) 是 p 的 次 多 项 趟 ,而 p 二 p(w) 

二 x [1 一 OCu')_( 参 看 8. 4 节 (3) 式 ), 有 
Ep = a "[l + Ou)], 
Fr(p)= Cn + Du EL + oco]| uC + の @)]dg 
= + の (g)]. 

这 个 结果 说 明 选 择 C 一 22 十 1 的 原因 一 使 PFC 在 zx 一 0 附近 的 
展开 式 中 最 恢 次 方 w*"! 的 系数 为 1. 

积分 417 可 以 用 本 图 畏 数 表 达 . 今 就 第 一 组 拉 梅 函数 来 加 以 说 
明 . 对 证 第 一 组 拉 梅 咀 数 Ez 说 ,5 为 俩 数 (二 2m) ,EY 有 个 零点 
六 ,对 应 于 每 -个 十 点 由 有 两 个 = 值 ( 在 启 期 平行 四 边 形 内 ), 鞭 
有人 ルッ テー テー1.2 の pp. 邻 设 如 此 排列 ,全 得 zx .= 一 二 

设 在 必 附近 ,E”(p) 的 展开 式 为 
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EC = kt tt tt, 1° 
二 二 uD RA 0), 
代入 拉 和 每 微分 方程 011.3 节 (10) 式 ), 得 名 一 0. 由 此 得 知 


[E”(p)] “在 ww 点 的 主 部 为 [&s(w 一 4.)] *. 国 此 可 找到 党 数 4 使 
得 (参看 8.9 节 (6)? 式 ) 
1 国 
1 = | . ーー ， ， 
LEYCp) 2 AP 一 如) 《2) 
其 中 4 一 4 求 积分 ,得 
wu ta し] 
EE 


meu 
ーー DA 一) + Cu un) 


其 中 用 了 关系 式 ーー 应 用 8.10 节 公 式 (2)， 
得 


“de く * や AP (a) 

| EC 2 一 25 の 9 2 piu) 一 PDC, (3) 
代入 (1) 式 ,得 

FrCp)= C2n + 1)1.4g 一 2C(e) や 4 )Ey の ) 
十 CW CD, 3) 

基 中 WW-1(p) 为 户 的 卫 一 ! 次 多 项 式 . 

对 于 其 他 组 拉 柳 多项式, 也 可 把 民 ) 化 为 (4) 的 形式 , 第 二 种 拉 
梅 画 数 F”(z) 适 用 于 构 球 外 部 问题 . 
11-9 广 闵 拉 梅 汐 数 


当 半 不 是 非 负 竺 数 时 , 拉 梅 方程 的 解 称 为 广义 拉 梅 函数 . 内 斯 
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(Inee) 和 尼 德 利 (CErdelyi) 研 究 了 用 雅 氏 顶 圆 函数 表达 的 拉 梅 方 
程 了 (11.3 节 (12)) 
dA 
dz? 

他 们 在 假设 x 过 1 和 mt 十 1) 是 实数 的 屋 形 下 ,研究 了 拉 梅 方程 
(1) 的 单 周 期 解 ,这 些 单 膨 期 解 ( 注 意 , 由 11.3 节 (11) 式 的 区 系 知 
拉 梅 多 项 式 是 x 的 双 周 期 函数 ) 名 为 周期 拉 梅 函数 . 

我 们 只 研究 实 周期 函数 , 译 于 虚 周 期 问题 可 以 通过 雅 民 虚 变 
换 ( 见 10.7 节 ) 化 为 实 周 期 问题 而 解 次 ,详细 见 龙 德 利 的 书 衬 . 

由 于 snsz 的 实 周期 为 2K(10.5 节 (53)? 式 ) ,所 以 拉 梅 函数 的 实 
周期 一 定 是 アー2。K, ぁ =1.2.…、 今 sn2z 是 * 一 的 蛋 国 数 , 所 以 
当 A(z) 是 周期 拉 梅 函数 时 ,AC2K 一 z) 也 必然 是 周期 拉 梅 耳 数 ,出 
此 可 见 (z) 圭 A(t2EK 一 z) 是 周期 拉 诲 应 数 - 因此 我 们 可 以 分 别 研 
究 x 一 K 的 奇 函 数 和 偶 函 数 . 今 Ec,(z) 或 者 Eee , だ お) 表示 家 周 期 
拉 梅 水 数 , 它 是 z 一 K 的 偶 画 数 」 今 Fs.(z) ,或 Es,(z,&) 表 示 实 周 
期 的 < 一 K 的 奇 因数 . 更 具体 地 说 ,以 Ec? (zz; 各) 和 Es (zy 下) 表示 
具有 周期 已 一 2pK ,而 且 在 Oz ご 2pK 区 间 中 正好 有 zz 个 零点 
的 其 数 , 对 应 于 Ec” 和 Es” 的 本 征 值 站 方程 人 再 的 天 ?用 ar》 
和 名 (全 ) 或 简写 为 ar 和 加 来 表示 . 

现在 讨论 周期 2K 和 4K( 即 5p 一 1.2). 这 时 候 EeCs) 基 = 一 玫 
的 偶 函 数 ,也 是 z+K 的 偶 畏 数 , 由 于 < 一 KK 前 偶 酒 数 要求 Ec(z) 
一 Ect2K 一 =) 肌 = 十 攻 的 偶 画 数 要求 Fctz) 一 Ec( 一 2K 一 z). 因 
此 有 边界 条 件 


十 全 一 天 人 十 1 snz)2 NA 一 《1) 


Ec't— RK) — Ec RK) = 0. (2) 

同 理 , 有 
Es{— K}) = Es(KR) = 0. (3) 
这 些 浮 数 的 具体 表达 式 轿 然 可 以 按照 11.4 节 的 办 法 ,用 :二 


中 本 首藤 用 Erdelyt (1955),Ygd。 」p. 63. 
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sn 的 无 穿 第 级 数 展开 ,然而 因 斯 找到 了 用 三 角 霄 数 展 开 ( 利 用 
11.3 节 ( 人 150 式 ) 收 部 更 快 . 设 sn xz 一 cos 二 34 一 n(n 十 DR , 则 
方程 (1 化 为 ( 见 11. SO 


2 2 2 
(2 一 ま * kicos 25) 4 二 大 sin z dA 3 


de 
二 {HH ~ a(tn lacos 2 えー テ 0. (4) 


设 用 二 角 函 数 的 展开 式 为 
gm ーー 1 、 
Ec (z)—= FA 十 2 eos (2r89 


一 dn =| zc 十 crsese の 上 (5) 


Ee fg) 一 と の Heos[t2r 十 DE] 


r= 


= dn sz 2zuucoNL(2r + DE (5) 


as) 一 Xk int2rt) = dn = や "の, Sit 9) ， (7) 


r < イ 


Fs Cy = YR in[ C2r + 1) を ] 


= dn 2 Da sinL C2r + 12E]. (8) 


代入 方程 (4) . 求 得 定 系数 的 方程 为 
HA Cn- In 2 = 0, | 


言 Co A ， 
ーー ガ ローa22ー お )]4。 | 
| 


ー っ (の ー ケー i 2r | 2 人 4 = 90. 
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— HG + nn C= 0。 


3 — Dt os — CH — GC 


十 の 一 2 十 2 十 Th = 0. 


一 | 去 ー2 + -- タバ 十 DD |A 

十 の ー 2 が Cg 3)R:A;, 一 0。 
3 ーー 1)(g ほ 一 rk A 1 

— LH C2r + DG — A, 

十 の ーー 
[2 + DE 

+ tn ー Dr + DC = 0, 
Cn ー 27 十 2 十 1)R2Co 

一 [如 一 (Cr 十 1)2(2 一 如 )]C 

十 3" — 2r — DG + 2r DRC, = 0. 
ー( ど ゼー8 二 44 の 8, + の ー 3) Cx + ORB, = 0, 
ラテ ー 2 キタ タイ De を B。 

一 [HR (C2Zr 十 2)2f2 一 £2) |]B,,., 


+ 3 ーー +2r kB = 0. 


(10) 


と (11 う 


FU2) 


ょ (13) 
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ー (ガー8 十 489 の 。 十 3 ー on + 3 うだ の , = 0, 


二 一 2r 一 1 十 2r + 29RD,. 


2 
— [1 - (2r + 2):02 一 お )] カ 。」。 


+ の or nt or AD, ,= 0. 


一 | 7 -一 2 十 起 十 Bn 十 De | 


十 テ ー 2)Yg 十 3)£:B, 一 日， 


(14) 


r て 15) 


到 — 2r TT ln + rk:B,., 
— [Ho Cr + 1 (2 — BEB, 


Lo or Dt + Bos = 0 


ー [五 一 タッ エ だ ゲー 3 nbn 十 De |D, 


十 ラテ ~ Dn + 2 だ わり 。 一 0、 


于 人 一 2r)Ge + 2r + DP。_、 
[ 百 一 (2r 上 42 一 まう コ お ルコ 


(16) 


+ 今 ーー 二 十 の だ の = 0. 
从 以 上 各 个 递 推 关 系 可 以 具体 闻 求 出 各 个 系数 4、 戸 ,",. 


11. 10 ” 拉 梅 函数 的 积分 方程 4 
设 拉 梅 函数 Ata}) 满 足 拉 梅 方 程 (11, 3 节 (12) 式 )， 


参看 12. 14 节 半 于 当 丢 函数 的 同样 问题 的 讨论 ， 
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中 4 3 2 ーー 
3 一 fe 士 DEsnie 十 A}4 = 0. (1 ) 
设 有 一 函数 (e, の 満足 下 列 備 微分 方 程 
> ntn lkisnia: N 
— Sant DRSng 。 N, {2) 
用 换 部 积分 法 求 得 
Ea ー n(n 十 了 是 sense 一 A | wee. の 4 の d2 


= 站 | 澡 fatn — 1) を sn2 の + AJN |4< の d9 


2 ， da 
= | 入 4( の 一 We, の 32 | 
dA 
dF 


+ | Cg な, の) | 


若 适 当选 择 Ntae・ の 使 得 


aN 
[3 


[nen 一 Rsn:d 十 AA ; dd. 


出 
4( の 一 Na の SF | ー 0, C3) 


円 


则 | Ye の 4( の d9 将 是 拉 梅 方程 (1) 的 一 个 解 ,而 月 同 A(e) 具 有 


相同 的 本 征 值 4. 在 很 多 情形 下 ,这 个 解 的 性 质 与 44o 的 相同 ,内 
此 它 与 At@) 成 正比 ,从 而 引导 到 4Ce) 一 ECo0 的 积分 方程 


2E 
E"(a) 一 | Na, OE" (9)d8, (4) 
2 


其 中 积分 多 下限 选 为 土 2 有 K ,以 送 应 于 Ye, の 具有 周期 4K 的 情 
形 , 因 而 使 Es(8) 上 共有 周期 4K 时 (3) 式 得 到 潢 足 . 关于 We, の 的 
具体 形式 ,上面 分 别 不 同 的 情形 讨论 . 
对 于 第 一 类 拉 梅 函数 ( 见 11.4 节 ) 
(eo。 の 9 の ) 一 了 (CR sn esn の ), (5) 
其 中 Pt) 为 勒 让 德 函 数 , 证 明 如 下 . 令 j= 二 此 sn & sn 8, 有 
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EE 一 | sh wsn ぢ ) 


= & {enadn’asn?g — cuadnigsn’e} PC 
十 2sn g sn gCsnfa 一 sn? の )P' CA 
= が (sn2e 一 sn2 の )T — 1)P CO) + 2gPTCa) ] 
一 sna -一 nntn 十 1}P, Cea). 
南下 明 Pe) 満足 偽 徴 分 方 得 2). 此 外 。 由 手 P(z) 大 前 ぁ 決 多 
项 式 , 所 蓉 (4} 式 右 方 是 sn @ 的 mn 次 多 项 式 ,这 正好 与 EI la) {第 一 
类 拉 梅 酒 数 ) 的 性 质 相 问 ; 因 此 它 必 与 E" (成 上 上 比 .而 (4) 式 成 
立 当 为 比例 常数 . 
对 于 第 二 类 拉 梅 羡 数 来 说 , 它 具 有 因子 en a, 若 为 奇数 ,有 
Me. の) 一 P. | cm «en 9 9|- (8) 
这 也 适用 于 第 -类 拉 梅 前 数 具 有 偶数 的 1 縛 形 . 
对 二 第 三 类 拉 梅 函数 来 说 , 它 此 有 因 - 六 dan ea 苦于 为 奇数 有 
Ca = Pi dn « dn 9| . (7) 
这 类 拉 梅 函数 属于 第 - 狼 中 前 第 三 衛 ( 児 11.5 和 节 ), 这 也 适用 于 第 
一 类 拉 悔 次数 具有 侦 数 的 情形 ( 邮 第 一 组 拉 梅 量 数 ). 
对 于 且 有 因 语 sn acnaa 的 第 类 拉 梅 明 数 (这 是 第 于 组 拉 悔 
函数 中 的 第 一 种 ,= 为 倘 数 ) .有 


Cg の) = sn Cm wsm ダ cn op” [天 Lan & dn 9|. (8) 


对 于 具有 因 Fsn a dn a 的 第 二 类 拉 梅 函数 (这 是 第 三 组 拉 梅 
国 数 的 第 二 和 .nm 为 偶数 ), 有 
ay — 


(9) 


对 于 共有 因子 cn we dn a 的 第 四 类 拉 梅 函数 (这 是 第 三 组 拉 梅 
酒 数 中 的 第 一 种 ,x 为 偶数 ) ,有 
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Cg が) = ccna dnacn dn の PT(A Sn a Sn ぢ ). K10) 
这 也 适用 于 具有 因子 sn a en aqgne 的 第 四 类 拉 梅 函数 的 情形 ,这 
时 ?2 为 奇数 《这 是 第 四 组 拉 悔 隔 数 ). 上 面积 分 核 (83 和 (9) 也 适用 
于 第 四 组 拉 梅 函数 ,因为 当 ”为 奇数 时 ,它们 也 都 给 出 因子 sn a 


cn @ dn g. 
11.11 椭 球 谐 函 数 的 积分 表达 式 


在 11.6 节 引 进 的 齐 次 椭 球 谐 画 数 7 が (テッ 可以 用 下 列 彼 
分 形式 表达 : 


Hr, yz) 一 | Cr ceos tt ysint t+ ie ltd, C1} 


其 中 2) 是 z 的 周期 函数 ,以 2x 为 周期 , 它 的 形式 有 待 确定 . 用 

11.6 节 算 符 石 作用 的 结果 是 

Dz cost + ysint iey" 

— nA Oe 1)(gYeos7 sin Cz cost vy sint + te 
{2) 

由 此 可 见 ,(1) 式 的 吉方 满足 拉 普 拉 斯 方程 (we 一 ”一 c). 显然 空 是 齐 

次 的 ,所 是 二 次 齐 次 谐 丽 数 . 只 要 适 当选 泽 1(7) ,就 可 使 它 等 于 

デュ アテ)。 

利用 C2) 式 可 把 尼 文 表达 式 (11. 6 节 (4) 式 ) 写 为 


GY (そっ を ) 一 「 (が ーー 


(カー 1)(g Ztn 3) 4 


+ .42 一 ])(22 — 3) が 9 


… げ edz 


』 


户 一 recost 二 yasint 十 ie。 了 一 Yeseosz + Psint — ei, 


(3) 


应 用 5.2 节 公 式 (7) 的 第 : 式 , 得 


tn)" Po 
の “P| £1 gf de. Cd) 


CG (TY) 一 
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作 变 换 


ュー rg ュ 2 
sinr 王 cd の, アー 2" cen!l) 


fd 一 gO do, 


で (2)1 
得 
a 2K (だ sn り 二 vcn の 9 十 izdn9 の @ 
CN Ye) 一 | rp ーー ndeg, 
(5) 


其 中 积分 的 上 下 限 原 为 KK, 一 3K, 根 据 被 积 函 数 的 周 斯 性 改 为 
2K ; — 2K. 

为 了 确定 函数 の , 把 x wre 用 变数 ,8B,7Y 表达 ( 见 11.2 节 
(C10) 式 ) ,并 把 椭 球 谐 函 数 CC(z、*)z) 用 拉 悔 画数 乗 彼 表 送 て 見 
11.5 节 },《5) 式 化 为 


KK 
E* (a)E" (EY) = cf P.COeC の d9, (6) 
一 2 


其 中 で 为 -常数 因子 ,让 

A ksnaesn BsnY sn 有 

frien a cn Benyeng— ps 

假如 椭 球 谐 函数 是 第 一 族 的 ,或 者 是 第 二 族 的 第 -种 情形 * 即 

第 一 美 拉 梅 画数 ), 信 ガード K ッ アーKR 十 KK 電王 を sn a sn ,而 (6) 
式 指 明 


dn edwmgdn ア dn の (7) 


2 多 
| Pk sn a sn の) の )d が 
— 2 


是 拉 梅 方程 的 解 , 与 E Ce) 成 正比 .根据 上 节 54) 式 和 (5) 式 ,得 知 
9L9)ocEm( 四 .因此 得 


ZK 


ren > cn iz dn | Ed 
ーー と“ 


GC yz) = | P | 


{8) 
假如 椭 球 谐 函 数 是 第 二 族 的 第 二 种 情形 , 令 8 一 0,7 二 氏 十 
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Ki, 则 p 一 看 cn a en 9, 根 据 上 节 (6) 式 ,仍然 引导 到 上 面 公式 (8). 
假如 椅 球 谐 函数 是 第 二 族 的 第 三 种 情形 , 令 8=0,7 一 K, 则 x 
ーー 方 dn a dn 9, 根 据 上 节 (7) 式 ,仍然 引导 到 上 面 公式 (8). 
假如 椅 球 函数 是 第 三 族 的 和 第 四 族 的 , 设 FX(@) 有 因子 


cn a dn a, 可 先 对 (6) 求 8 的 微 商 ,再 求 7 的 微 商 ,然后 令 8 一 开 , 
二 KK 十 K 和 i. 这样 求 得 


了 d mp a TI 
EP, te | (の | [5 の | 。 
KTP, Cp) 
Y 一 基 十 及 1 
又 由 
「2P. の ) 


ーー エ っ 
Ar | = gdn edn A dn OE CD , 


[3 | 
EE 


| 5837 —— cnadnecn ?dn oP, (Rsnasn の )。 


Y=kK + KK" 
根据 上 节 纪 0) 式 .仍然 引导 到 寺 面 公式 人 8). 
由 此 可児 (8) 式 対 年 何 族 的 椭 球 谐 辽 数 部 是 对 的 . 往 容 易 看 
出 ,相应 的 齐 次 函 获 满足 积分 公式 
《2 1 


五 ” まる 一 A Cp TE 


ek 
x | rsnd+ yend tisdn の END (9) 


第 十 一 章 习 悪 


1， 证 明 椭 蒜 举 标 满足 上 下列 关 系 
二 A 十 十 
2. 取 11.3 节 (8) 式 作为 拉 梅 方程 ,将 四 类 拉 梅 观 数 用 下 列 四 
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类 级 数 表 达 : 

4ー うみ ゆー の を の 

GD 4 ニー ゆー の PSY が (の 一 の を ます 

di 4 ニー ゆー の "や どの ゆー の うー テバ 

Cv) A= pe en Dp el. 
证 明定 系数 的 方程 为 | 


"| 六 十 


1 1 pl 
ーー ィ Ka 个 1 )g。 一 0 1 


(el 一 cy) (Ce, ー ム | 一 ”十 2| | っ ー テ 十 すみ 
人 
十 《es i r+ | Tt 十 12e。 7/ ) 
(el 一 cae) es | う r | > 5 ァ ゴ 1 2 
| *ー テ ゴ オ | = |se 5 - と し 
co 一 | Lt ly ーー イダ っ 
ee | 和 一 
人 


+| = 
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i 


ー ァ + テー ァ チ トチ a. 


— te, 一 esifes 一 es テ 


证 明 5. 是 BB 的 rr 钦 甸 项 式 , 其 中 B 的 系数 为 

(一 [2・4…2r(2z 一 12n— 3 tn — 2r + 1)]; 
当 rn rn 時 , 莉 1 一 小 风 已 - 与 加-: 的 正 负 号 相反 ,四 
起 ,5 构成 斯 突 林 (Sturm) 孙 数列 .所 以 当 nn 为 偶数 时 ， 
;1 一 0, 当 n 为 奇数 时 , 友 c41 一 0, 所 有 的 根 都 是 互 不 相等 的 实 
根 { 和 参看 Whirtaker and Watson, (1927)」p. 556), 

3. 证 明 11.7 节 方 程 (4) 所 给 出 的 # 值 与 11. 4 节 (4) 式 和 
C11) 式 所 给 出 的 :的 根 是 一 致 的 . 

4. 补充 11.6 节 中 公式 (4) 在 第 二 族 .第 三 族 和 第 四 族 帆 球 谐 
函数 情形 下 的 证 明 ， 

5. 研究 部 因 (Heun ) 方 程 

zz Da Et atB+ DT [th 


2 


求 下 列 级 数 解 ， 


二 7. (C7) 
あう zi(7 う 
ォ *ー1 * 


補 
区 


其 中 
Cg) 三 gg 
G(g) 王 afg? 
十 -Ce 十 太一 他 十 和 十 人 十 四 ae， 
Cit(g) 王 (em[(g 二 8 お ー8 十 叶う 
二 (Yn Dal gg Cg ) 
tatnr— 1 tr +n Oo naG, lg). 
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12.1 马 委 (Mathieu) 方 程 
下 列 上 方程 称 为 马 孟 方程 ; 
dy + (4 2g cos 2z)Yy C= 0, (1) 
站 


其 中 4 和 8 是 参数 . 这 是 一 种 系数 为 周期 函数 的 方程 . 

方程 (1) 的 解 称 为 马 丢 沙 数 ;有 了 时 蕊 瑞星 数 专 指 那些 和 有 周期 
为 或 27 的 解 . 这 里 需要 指出 ,一 个 微分 方程 ,尽管 它 的 系数 是 单 
值 .连续 的 周期 函数 , 它 的 解 却 不 一 定 旦 周期 函数 ;例如 方程 


+ (a 十 あ cos 27)y 一 用 


就 没有 周期 函数 解 ,除非 < 一 0. 又 ,即使 有 周期 函数 解 , 其 周期 也 
不 一 定 与 方程 系数 的 周期 相同 . 以 后 特 下 到 、 只 有 有 当 参 数 ぇ 和 g 満 
足 一 定 的 关系 时 ,方程 (1) 才 有 周期 为 «或 2x 的 解 . 找 出 4 和 4 之 
间 的 这 种 关系 是 切 天 函数 理论 的 中 心 问 题 之 一 ,因为 导 丝 一 丢 方 
程 的 物理 问题 的 性 质 往往 要 求解 具有 周期 性 ,例如 振动 或 者 波动 
问题 ( 见 下 ). 
马 丢 方程 的 来 源 举例 .一 在 马 竺 方程 的 各 种 来 源 中 ,最 重要 
之 一 旦 在 情 圆 性 坐标 中 用 分 离 变 数 法 解 各 姆 乱 葡 方程 
eu = 0. 2) 
椭圆 柱 坐 标 ,w,z( 人 参看 附录 三 (四 与 直角 举 标 之 问 的 类 系 


是 
ァ ーcgch ぎ cosg。 yーgsh を sin 7,。 テー タテ: (3) 
若 赴 定 を っ 0, 一 x 各 7 和 网 (x yy 与 从 , 了 一 一 对 应 . 
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设 方程 (2) 的 解 z ニ デ ( お どろ )Z(>), 得 


Zr(z) + miZ = 0， (4 
2 
d FC + tefch を 一 FE =0, ⑮) 
2 
jr + Ca — coss WG) = 0, ‘6) 


其 中 二 a (一 m7) ,py 各 是 分 离 变 数 过 程 中 引进 的 参数 . 显然 
《6 是 马 寺 方程 . 在 方程 (5} 中 邻 = 这 , 即 风 (5) 也 是 马 于 方程 (1)， 


2 
A=p /2 


信 (1) 式 看 到 , 马 丢 方程 (1) 的 系数 是 全 x 平 面 上 的 解析 函数 ， 
惟一 的 奇 点 ,z= 一 2 ， 屁 非 正 则 奇 点 . 因此 马 丢 方程 的 解 必 是 凋 两 
数 . 

又 , 邻 1 一 cos*z, 得 马 于 方程 的 男 一 形式 ,系数 是 代数 函数 ， 


dE dy 
41 一 の) a + 2(1 一 2 の ) + 4 十 2g 一 4gDy 王 0 (7) 


《和 参看 第 二 章 末 习题 3). 这 方程 有 汞 个 正则 奇 点 ,一 0 和 一 1. 另 
-个 奇 点 1 一 拓 是 非 正 则 有 点 ， 
马 竺 方程 可 以 推广 为 上 列 形式 
de 
其 中 O08, "为 常数 ， 这 方程 称 为 希 耳 (Hill) 方 程 ,将 在 12. 11 节 
中 讨论 . 


12.2 解 的 一 般 性 质 . 基本 解 


住 这 一 节 各 下 一 匠 中 我 们 将 讨论 寓 普 过 的 方程 
GY + A Oy 一 9， 01) 
其 中 gl(z) 是 周期 为 的 硝 数 ,方程 1) 不 仪 乌 括 上 节 的 马 丢 方程 
C1) 和 希 耳 方程 (8), 面 且 还 包括 ,例如 ,11. 3 节 的 拉 梅 方程 (10) 或 


者 (12). 国 此 本 节 和 下 一 节 的 结果 也 适用 于 所 有 这 些 方程 ， 


十 (9 十 2 > gcos Znz fu = 0, C8) 
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基本 解 。 设 .f(z) 和 gtz) 是 方程 (1) 的 解 ,分 别 满足 下 列 初 
值 条 件 : 


fo) 王 1, fF(0)=0, 
2(0) = 0. g'(0) = 1, 
由 关 z) 和 g(x) 所 满足 的 方程 (1) 和 初 值 条 忻 (2), 即 得 
fr) tz) — f(z)g(z) = ニニ C= |. (3) 
因此 A(z) 和 gCz} 是 方程 (1) 的 两 个 线性 无 闫 的 解 ;我 们 专 为 全 本 
解 . 
由 于 gs> 基 周期 等 子 e 的 画数 , 敵 プ ( ヶ 土 ) 和 gr(g 土 @) 也 是 
方程 人 ?的 解 .于 是 有 
Fe 十 wo A fr} Bg(le), 
利用 条 件 (2) 定 出 4. 和 五 - ,得 
fz 十 go = ft wo fe tt FC wg le). (4) 


C2) 


类 似 地 有 


gl 二 w= gt g) げ Cg) a {tt wgte), (5) 
如果 glz) 是 偶 畏 数 , 刚 并 一 2 和 和 gC-z) 也 应 当 是 方程 中 的 
解 而 有 
バー zi 一 A Bals). 
利用 条 件 (2), 即 得 4= 1, 互 =0. 故 
パーz) = f(z). (6) 
类 做 地 得 
lt 2) =-. glz)., (7) 
这 就 是 说 , 当 q(x) 为 偶 函 数 时 ,由 条 件 (2) 所 规定 的 两 个 基本 解 
(を ) 和 ge う , 前 者 是 偶 頭数 , 后 者 是 庁 画数 . 因 此 . 方 程 1) 不 能 同 
時 有 両 條 貸 性 元 基 前 偶 函 数 解 或 者 柄 條 付 性 元 共 的 奇 責 数 解 . 
在 (6) 和 和 (7?) 成 站 的 情形 下 ,42 和 55) 北 为 
fe ta = fw ff) tf (wg(z). (8) 
ge 士 的 一 土豆 (oz) + gg Ce)g( を ). (9) 
又 : 取 (8) 和 (97 两 式 的 下 号 , 令 z 二 名 ,并 利用 条 件 <2) ,得 
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1 = Fla) 一 だ (Cg)g(g) 。 t10) 
9 王 g(e)(g Cg) 一 が (の) 〈11) 

若 g(g) 交 0, 由 (1) 式 得 
(の ) 一 g Cw). {12) 


若 gm 一 0, 则 由 (10) 式 得 ro) 一 土 1. 把 这 结果 代入 (53)? 式 ,得 
go 一 1 一 士 1, 故 (12) 式 亦 成 立 . 


12.3 夫 洛 井 CFloquet) 解 


系 数 gx) 是 周期 阴 数 的 方程 
我 十 人 一 wz)jy 一 0 1) 
的 解 yz) , 媳 果 具有 下 列 性 质 : 
ea = み gy)。 (2) 


其 中 a 是 与 z 无 关 的 常数 ,w 是 gtx} 的 周期 , 则 y(z) 称 为 夫 洛 开 
解 . 
出 于 方程 上) 的 解 为 一 定 的 初 秆 条 件 所 完全 决定 , 故 条 件 (2) 
与 下 列 条 件 等 价 ， 
yla) = gy(0 う 。 タダ Cg) = oy (0). (3} 
现在 来 看 在 什么 情形 下 ,满足 (3) 式 因 之 也 满足 (2) 式 的 解 y(<) 存 
在 . 为 此 设 


ye) = Afley + Betle); (4) 
了 (e) 科 gz} 是 上 节 中 引进 的 基本 解 . 
由 C3) 和 上 市 (2) 有 


yg) 一 用 プ (og) + Bg(w} = od, 
y= 用 ア (の) Bg' (wm) = oB, 
或 者 
(fa) — A t+ glo)B = 0, | 
PA+ tata) — 2)}B = 0. 
要 A 和 了 B 不 同时 为 零 ,o 必須 満足 行列 式 方 程 : 


《5) 
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fu}— ag Eo) 


fo) Bo (6) 
或 者 ,利用 上 节 (3) 式 
到 一 人 Fu) 十 上 (oj 十 1 一 站 (7) 
念 
¢ = ee {8) 
由 {7) 式 得 
cowe = if) + 8 Ca}. (9) 


如 果 gz) 二 一 <), 即 plz) 是 偶 函 数 , 则 接 上 节 (10) 式 ,Cw) 
=g (to) :而 (9) 式 成 为 
cosvw = fla). (10) 
(9) 就 者 (19) 的 解 v 称 为 特征 指标 . 把 与 特征 指标 相应 的 v 值 
代入 (5) 式 , 解 出 一 组 4 和 上 B 之 值 , 即 由 (4) 式 得 到 去 党 开 解 . 
去 将 开 解 总 可 以 写成 下 面 的 形式 
yz) 一 eutlr), (11) 
其 中 =(=) 是 以 w 为 周期 的 函数 ,因为 由 (2 和 (8? 有 
ul(z 二 =e "ti yz 二 wo e “yz) = g( を ). 
当 w=r 果 ,由 (9 和 (10) 可 以 看 到 ,如 果 m 是 一 个 特征 指标 ， 
则 一 和 士 m 十 踏 八 一 士 1, 士 2,…) 也 都 是 的 . 又 如 果 上 不 是 整 
数 , 刚 een(z) 和 emwaotz) (wz 十 Tn) 一 w(xz),i1 一 1,2) 是 两 个 线 
性 无 关 的 夫 洛 开 解 ,因为 这 两 个 解 之 比 eS Xa (xz) /us(z) 不 会 旦 
常数 ,否则 zitz)Vuslz) 和 将 不 是 以 * 为 周期 的 阔 数 . 
如 果 m 是 整数 , 则 夫 洛 开 解 ce“ や "zz) 基 以 * 或 者 2z 为 周期 
的 函数 ; 当 wm 为 偶数 时 ,周期 为 *, 解 称 为 全 周期 的 ; 当 ww 为 奇数 
时 ,周期 是 2x, 解 称 为 半 周 期 的 . 
又 如 果 由 是 有 理 数 /sr 和 5 为 非 零 整 数 且 互相 无 公约 数 ， 
则 去 洛 开 解 e+ "onlz) 是 以 sx 或 者 2sx 为 周期 的 阔 数 . 
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12.4 马 丢 方程 的 周期 解 


马 丢 方程 的 求解 问题 太 臻 有 两 类 ,一 类 是 方程 中 的 参数 4 和 
9 都 是 待定 常数 ,需要 根据 周期 茶 件 来 确定 两 者 之 各 的 关系 . 这 是 
本 节 要 讨论 的 主题 一 - 双 参 数 本 征 慎 阿 题 . 

分 :类 问题 是 在 4 和 8 之 值 已 给 定时 求解 .这 类 问题 将 在 
12. 11 节 中 处 理 . 

班 在 来 讨论 马 于 方程 

3 マー 2g cos 2z)y= 0 (1 ) 

的 周期 解 . 我 们 将 看 到 ,这 方程 只 有 在 参数 人 和 9 满足 一 定 的 关系 
时 5 见 下 面 58) 式 ), 才 有 以 天 或 者 x 为 周期 的 解 .tq) 称 为 方程 
《1 的 本 征 值 ,e 为 参数 . 对 应 于 每 一 本 征 值 ,只 有 一 个 以 r 或 者 2x 
为 周期 的 解 ,除非 g 一 0 一 (一 1,2, ,这 时 (1) 式 的 解 是 熟 
知 的 周期 解 cos mz 和 sin mz. 

仍 令 が 2) 和 gz) 为 方程 人 1) 的 两 个 基本 解 .满足 12.2 节 (2) 
式 的 声 秆 条 件 . 则 因 方 程 C1)? 的 系数 是 以 为 周期 的 偶 图 数 , 故 按 
12.2 的 结果 有 


Iz) fl— x2), g(z) ーー g( 一 を) (2) 
Fett ny Fn fs) tt fr) gl), (3) 
gz + xn) ot gn fir) a (ng te), (4) 
1= だ Cxr) 一 が (Cr)g(r)。 5) 
Fx) 一 g Cn). (6) 
又 按 12. 3 节 (10) 式 ,特征 指标 + 满足 关系 式 
cosm 一 f(xiA,g), (7) 


这 里 把 解 (を jAhg) 対 参 数 ぇ 和 g 的 依赖 关系 明显 地 表示 出 来 了 . 
由 (站 式 看 到 ,只 有 当 4 和 g 满足 关系 

fnsag) 三 士 1 (8) 
时 ,>” 才 是 整数 , 丽 方 程 (1) 有 周期 为 xx 或 者 2x 的 解 ( 见 土 节 最 后 
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的 前 一 段 ). 

现在 来 证 明 , 当 4 和 gg 满足 (8) 式 时 ,基本 解 A(z) 和 g(xz}) 两 者 
至 少 有 一 个 是 以 7 或 者 2x 为 周期 的 疯 数 . 当 (8} 式 满足 时 ,由 (5) 
知 有 广 Crjg 《nm) 一 0, 那 就 是 说 ,或 者 是 产 tx)= 二 0, 或 者 是 gC) 一 
0, 或 者 是 ff (rn} 一 g(r) = 二 0. 

车 六 (xm) 二 0 而 gr) 关 0, 则 由 (3) 和 (4) 并 用 (6) 得 

fz tn = f(z), (9) 

gg を 士 テ ) mtg fz) gC. (10) 

再 利用 (8) 式 ; 即 见 在 这 种 情形 下 f(z) 是 以 xt 当 が *)ー1) 或 者 基 
以 2x( 当 f(r) 一 一 1) 为 周期 的 清 数 ;g(tz) 则 不 大同 期 隧 数 . 

若 g(xy 王 9, 面 が Km) デ 0, 叫 ge) 着 以 xK( 当 (ラー)) 或 者 是 
以 2x( 当 Fr 三 一 1 为 周期 的 图 数 . 证 明 与 前 相似 . 

見 有 当 Kr) 和 g() 同 时 为 零 时 ,f(z) 和 gz) 才 同时 旦 以 
或 者 2x 为 周期 的 解 . 在 下 - - 节 中 将 证 明 , 这 种 情况 只 出 现在 g 二 0 
的 时 候 . 

12.5 夫 洛 开 解 的 傅 里 叶 展 开 
设 有 马 丢 方程 的 天 洛 开 解 (12.3 市 ): 
yz) 一 Cutz), C1) 
其 中 tz) 是 以 7 为 周期 的 函数 ,而 且 wtz} 化 全 zz 平面 上 呈 解 析 
的 ;因为 马 丢 方 程 在 有 限 区 域内 没有 奇 点 . 作 变 换 sn | 
数 


で (も) = | 者 | 


是 除了 1:=0 之 外 的 全 7 平 负 上 的 单 值 解析 医 数 ,可 以 展 并 为 洛 浪 
级 数 : 


t= De Ca li air om. 
ーー 


回 到 変 数 ,得 
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YY を ) = > cet (2) 
这 是 夫 洛 开 解 的 傅 氏 展开 ， 级 数 在 z 平面 上 与 实 轴 平行 的 任意 带 
形 区 域 中 是 绝对 而 且 一 致 收 和 敛 的 ,因为 前 而 的 洛 浪 展开 式 在 a 所 
上 i 中 绝对 而 且 -- 致 收 襄 ,而 | = |e*|=e ,y= 二 Im(z). 
叉 , 当 一 士 ce 时 ， 
im les 让 一 9， (3) 
因为 前 面 洗 浪 展开 的 环 状 区 域 的 内 半径 可 以 无 限 接近 于 0, 而 外 
半径 可 以 任意 大 . 
现在 来 求 展开 系数 cz. 把 级 数 (2) 代 入 马 丢 方程 中 ,得 


[メー ww 十 2 ドレー gc sy Ter) et 一 0. 
由 此 得 系数 a 之 间 的 递 推 关系 : 


[4 メー ⑦ 十 2 を )7 一 ql cl = 0. (4) 
若 9 过 0,54) 式 可 写 为 
C41 一 了 Dec 十 で ーー ュー 0, {5) 


其 中 
二 [A 一 二 2k]/qg (一 0 十 1, 十 2) (6) 
(4) 或 5) 是 一 个 三 项 的 线性 递 推 基 系 . 关于 这 种 方程 的 求解 
问题 可 参看 Meixner und Schafke (1954), $ 1.8. 
现在 来 证 明 , 由 于 六 在 &~ 士 cc 时 趋 于 0( 见 (3? 式 ) ,对 于 …- 
定 的 v4,9,(5) 式 的 解除 一 常数 因子 外 ,是 惟一 的 . 设 这 方程 有 两 
个 解 ce 和 ci 全 一 0, 土 1 , 土 2,…) yc 满足 


ci 一 Dict キロ ュー0. (7) 
以 ce 和 ci 分 别 缚 (5) 和 (C7) 两 式 ,然后 相 减 ,得 
cis 一 Ch 汪 CoC 一 CE + 


即 
BCH) ckm 一 ce 二 常数 (与 上 元 关 ). (8) 
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令 cr00 土 co) ,故此 常数 为 零 而 有 
5 一 全 (一 0, 土 1, 一 2) 
这 就 证 明了 所 说 的 惟一 性 . 

当 "等 于 整数 时 ,(1) 式 前 ye) 是 周期 敵 数 』 若 > 为 偶数 , 则 
yz) 是 全 周期 解 , 悦 期 为 mi 若 ， 为 奇数 , 刚 yz) 是 半周 期 解 周期 
为 2 由 前 面 所 证 明 的 惟 -性 知 遭 ,如 果 天 0. 则 当 ， 确 定时 (可 
设 为 一 0 或 者 zx 一 1, 因 为 任意 加 上 一 偶数 不 影响 结果 ) ,对 应 于 满 
足 上 节 (8) 式 的 一 个 本 征 值 4(g) ,系数 点 (一 0, 士 1, 士 2,…) 之 值 ， 
除 一 常数 因子 外 ,是 惟 -前 ,因此 解 也 是 惟一 的 ;也 就 是 说 ,只 可 能 
有 -个 有 周期 解 . 但 如 果 g= 二 0,; 则 确定 系数 的 (4) 式 成 为 

[4 tv + Zk 一口 
可 见 在 这 种 情形 下 ,一 般 说 来 ,所 有 的 系数 c 都 为 零 而 得 零 解 ; 除 
4 二 wy? 二 112 下) ;这 时 ,由 

Em Co— Cr 2) う fk。 王 0 
知道 是 以 有 其 个 不 等 于 零 的 系数 ci; 其 中 2 二 一 y 土 m, 相 应 的 两 


个 线性 无 关 的 周期 解 是 e=”. 
相 邻 系数 比 的 连 分 式 一 一 由 <5) 式 有 
= 一 D, ーー. 
取 倒 数 ,得 
ca 1 Ck- 1 1 rl2 
エー p。 一 ー わり, 一 お は ーー Cetl 


1 ] 1 LL 
ー お 一 わり ュー 了 Da 一 
这 无 穷 连 分 式 可 以 证 明 是 收 化 的 (参看 Meixner und Schafke 
954), $1.8, 定 理 4). 
当下 很 大 时 ,由 (9) 式 和 (6) 趟 得 
Ch 1 ーー ーー 
CE し Ds 十 qok *) 


(9) 


1 2 yl 
ちり + Ok ゆう ji 
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_ 9 | 三 | 
一 和 人 二 OK (10) 
当天 为 负 整 煞 时 , 仿 上 面 的 做 法 ,得 
Cr ーー 1 1 1 本 
ーー 112 


当 点 很 大 时 ,得 
. ] 
ーー な 1 キダ の の) 


CT 1 


ー J ー- 2 


眠 510) 和 (12) 两 式 还 看 到 ,和 妆 直 | 鲍 天 时 ,es 天 已 
12.6 本 征 值 10) 的 计算 公式 


在 4.9y 之 同 的 英 系 式 (12.4(7)) 
cosbT = (TiAG) 
中 出 现 基本 解 f(z;4,9). 昌 人 然 Fa,g) 的 震级 数 志 达 式 不 难 求 
得 ,但 不 便于 用 来 求 本 征 值 4(z). 在 本 节 中 将 导出 一 些 连 分 式 公 
式 :; 这 些 公式 在 数位 计算 中 很 重要 . 
设 g 关 0, 横 据 上 节 (9) 式 和 (6) 式 有 


CE すす 
cn メー (vt oR) 
4 _- oq ーー 
ー4ー 十 時 十 25ー メ ー ゆ 十 2 十 4 ・ (1) 
类 似 地 ,由 上 节 (11) 式 得 
Cs_1 g 


A oy 
a の ー ロ | 
一 4 一 名 十 中 一 4 一 一作 十 中 一 6 入 一 
比较 两 式 , 即 见 对 于 任何 帮 值 起 一 0, 士 1, 士 2,) 有 


2 


A 一 (rT 2 二 2) 


12) 


A 一 Cy 十 2 を 
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9 ... 
A di 


2 2 


.9 9 
角 一 必 十 证 一 2 一 下 一 已 十 证 一 4 


ーー の .。 
ー メ ー ツ 2 を 一 6 ジー “32 


现在 来 导出 求 本 征 值 49) 的 公式 
G) 全 周期 解 . 周期 ニャ ッッ = 偶数 . 
在 (3) 式 中 令 x 一 0 惟一 0. 如 果 所 得 结果 的 两 边 足 有限 的 (ee 到 
0 的 情形 ), 有 
1 一 一 _2& 对 多 こう 
4 一 4 スー16-4ー36 一 4 メー 
如 果 两 边 都 是 无 穷 大 (这 出 现在 co=0 时 ,会 看 (1) 式 和 下 节 ), 则 
有 


2 


(4) 


“一 4 一 二 ュー 5ー ぇ ーー (5) 

(4) 和 (③) 両 式 対 手 任 介 偶 数 ヶ 都 成立 , 因 力 如 果 "一 如, 则 只 
要 取 * ニ テー ぁ , 情 可 由 (3) 式 得 到 送 柄 式 . 

(4) 和 (5) 是 全 周期 解 的 本 征 值 4tg} 的 计算 公式 . 由 此 可 定 出 
一 系列 的 Aq). 以 后 用 zz。(g) 表 示 由 (4 式 定 出 的 本 征 信 満足 条 
件 aaa《0) 二 (C22) ;用 Bosra) 表示 由 (5) 式 定 出 的 本 征 值 , 满 是 条 
件 (0) 王 (2g 十 2)7. 

由 5d4) 式 可 以 导出 便于 计算 4 一 sg 的 公式 (一 1,2，…): 


2 2 2 
— 2 4 29 
ーー 2m) メー (2n—2 ジ パー ーー メー ォ ー A 


1 
(2n 十 2 一 4 一 (2 十 4 一 4 一 
由 (5) 可 导出 便于 计算 4ー ゥ (7) 的 公式 」 


A 一 {2n 十 2)? 一 


(62 


メー {2n):— 一 4 一 下 
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g* の -… 
{pr 十 和) 一 外 《2 十 6) 一 4 一 
下 面 给 出 46) 式 的 证 明 ,(7? 式 的 证 明 亦 类 似 . 
由 C4) 式 得 
A _ 1 の * gg , 
29: 4 一 4 一 16 一 4 一 36 一 4 一 


{7) 


きま 


因此 有 


ーー ュー の a ーー 2g 
4 一 4ー や 一 ー 36 ニス えー i 


这 正 是 n= 二 1 时 的 (6) 式 , 用 归纳 法 妈 可 证 明 (6). 
ti) 半周 期 解 . 周期 = 2r,v= 二 奇数 . 
在 (3) 式 中 令 by 一 1 一 0, 得 


っ イー の ーー ダー 
4^ー ニ ュー ミー5 _ 和 一 天 


2 2 2 


g 7 . 
1 一 1 一 1 一 9 一 4 一 站 一 一 


由 手 前 面 的 等 式 性 時 eg*/s 的 形式 , 故 e 一 土 9. 
取 正 号 , 得 


2 
14 一] 十 4 一 一 一 - 4 ー (8) 
取 负 号 ,得 


4 テ 1 一 g 


9 ー A 5 ニ A 
这 是 半 周 期 解 的 本 征 值 的 计算 公式 ;对 于 任何 奇数 vv 都 成 江 , 因 为 
车 v==24 十 1, 则 在 (3) 式 中 令 二 一 n, 即 得 相 辣 的 结果 . 以 后 分 别 
用 eg 和 。-」(g> 表 示 由 (8) 式 和 (9) 式 定 出 前 本 征 値 満足 条 
入 awr1t0) 二 pes1 .60} 一 (24 十 1)*, 
又 ;由 于 (9) 式 种 以 从 (8) 式 把 g 换 成 一 g 而 得 到 , 故 有 
aati (9) = barit— gh (10) 
由 《8) 利 (9) 也 可 以 分 别 导 出 便于 计算 ac 和 (的 


《9) 
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公式 (一 32，); 


2 


一 4 ーー 
2 ga 
C2z 十 37 一 和 ハー(2a 十 57ー メ ー 「「 (11) 
六 3 2 
: | er J 他 
4 一 (2z 十 1 デー ェ Cn 一 153 メー 5 ー ュー イイ ィ 。 
* z 
・ 《12) 


3 二 
圭 面 的 公式 (4) 一 (12) 都 是 在 数值 计算 上 重要 的 公式 . 


12.7 旨 生 画数 cen(z) m=0,1,2,. ;和 和 SE el 
根据 二 节 的 结果 ,可 以 把 马 竺 方程 
ds 
て 十 (4Aー 2gcos タ ァ ) ッ ーD 


的 周期 解 分 为 四 种 : 全 周 期 解 ce。(z,g) 和 sezs+ztz19) 分别 与 本 
征 值 sxkg) 和 Bw+2(g) 相 应 ; 半 周 期 解 cess11(z,9) 和 se ig) 
分 别 与 本 征 值 gzsritg2 和 af) 相应 5 一 0,1,2，…. 这 些 范 数 符 
号 反映 了 它们 各 自 的 傅 里 叶 展 开 的 形式 (证 明 见 下 ); 


ce (2 0) 一 DAscos2rz, (1) 
:= 

Seza+z(zxg9) 一 DB asin[ C2r 十 22z」, (2) 

ce Ts 一 Ar icosC2r 十 1)z」, (3) 

se (sg) 一 V1 Bo sin[ C2r 十 1)z1, (4) 


r= 


其 中 お 大 7 的 函数 ， 
cen (之 :gy 和 sew(zs9) 有 两 种 归 一 化 标准 . -种 是 规定 ce。(z。 
2) 的 展开 式 (1),f37 中 cos mz 的 系数 4。 テ 1,se。(g,g) 的 展 乾式 
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(2),(4) 中 sin mz 的 系数 B, 二 1. 另 一 种 是 规定 
二 | eic edz 一 | ssi の ds 一 1, (5 


即 
2LA0]: 十 2 [LAF 一 > [A :下 


一 > [BF 一 や [Ber = 1. (5} 
rー ロ rー 


现在 根据 于 节 的 结果 分 别 证 明 (1) 一 《4) 式 . 
(1) 全 周期 解 ce Cz},ses ( ァ う . 
如 果 本 征 值 MX(g) 是 用 上 节 (4) 式 确定 的 eco) ,出 该 节 (1) 式 ， 
令 bv 二 0,% 二 0, 得 
ro g の 
C1 メー メー4 ォ ーー 
故 若 qg 尖 0;, 则 cs 关 0. 
又 ,在 于 节 (2) 式 中 令 v 二 0,* 二 1, 得 


£ 


(7) 


Ca UY サ 。。。 
Cl 4 メー メー ォ ー 『' 


右 方 与 (7) 式 的 右 方 相 同 , 故 c_ ,一 ci 再 根据 12.5 节 (4) 式 的 递 推 
关系 , 令 其 中 "一 0, 并 分 别 令 下 一 土 1, 得 

Am dr 一 Tc d+ £2) = 0, 

(4 一 4 ューg(c-。 十 coy 三 0. 
央 此 有 c-。=c。. 用 归纳 法 斌 证 明 c 一 co 二 1 2 以 cestz) 表 
示 相 应 的 解 , 由 12. 5 节 (2) 式 即 证 明了 上 而 (1) 式 n=0 的 情形 . 

对 于 本 征 值 astzyCn 一 1,2,…) ,有 类 仅 的 结果 .- 由 上 市 (1) 

式 , 今 ッ 王 2 ルー テー ぁ , 得 


Cn 了 2 
cal 一 4 一 4 一 ， 


故 c-, 尖 0. 又 由 王 节 (23 式 , 念 b 一 22 寺 一 一 站 十 1， 得 
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2 


= J 


と = 
Cat 4 一 4 一 4 一 
故 c-. 1 二 ec .如 前 利用 递 推 其 系 , 可 证 ce 一 ce 大 一 1，2， 
… 以 ceantz) 表 示 这 样 的 解 (12. 5 节 (2)? 式 ), 即 得 (1) 式 的 普遍 情 
形 - 
ces(*) 是 個 責 数 ce) う 王 ce て 一 を) ター0,1。2。…. 
如 果 本 征 值 4(4) 是 由 上 节 (5) 式 确定 的 bas09); 设 vy 一 2n; 则 
由 上 节 (2) 式 , 邻 关 二 一 #, 即 见 c-_, 二 0. 于 是 ,由 系数 之 间 的 递 推 关 
系 得 <-。+ ょ ーーー を ー1.2… う . 以 sem+z(z) 表 示 这 样 的 解 (12.5 
节 (2) 式 ), 即 得 上 面 的 <2) 式 . 
seamrafz) 是 奇 国 数 :se zs(2) 一 一 sezn1 zf 一 2) yn 一 D112,……. 
(ii) 半 周 期 解 ce (Ce), se te 
如 果 本 征 值 4@) 基 用 上 項 (8) 式 秦 定 的 eoltg), 则 下 该 节 
(1) 式 , 信 一 22 十 1.* ニ ー ぁ 。 得 <-。 王 c-。 ュ . 再 利用 递 推 关 系 , 得 
en 王 cーーー ョ ルー0,1.2.…、 以 ce iC) 表 示 相 度 的 解 (12.5 节 
(2) 式 ), 有 


1 
ceriK を ) 王 > jemiit zr — > et 


+ 


=— = ェ ーー- ロ 
mn ro 
一 or lr | it2s | 1 
= DC.e ye， ve 
tn ェ ーーL 
> を | 
一 Ct lr LL Cc 1 ord| lz 
LE 总 


2 >1c，_vcos[(2s + 1)2]. 


5 一 站 


这 就 证 明了 (3) 式 . 
cem11(z) 是 侦 函 数 ;cess zz 一 cei 1( 一 Zz) mn 二 041 ,2 
如果 9) 是 用 上 节 49) 式 确定 的 bad) 出 再 上 节 (2) 式 : 令 
ャ ー2 ぁ 十 1。 を ニー ぁ 。 得 <-。 ュ ーー と -。. 由 此 利用 递 推 关 系 得 cu 
一 一 Ce 一 0,1: 2 以 ses+ifz) 表 示 相 应 的 解 (12.5 节 (2) 
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式 》, 有 
Ser 1 (2) =— D3 ce tit 一 = や Ca 
= — = 


= 2i Se, sin[ (2 十 12z]. 


这 证 明了 《4) 式 ， 
sezn+1Cz) 是 奇 隙 数 ;seswjitz) 一 一 sezn11( 一 和 ) 2 一 站 12 
正 交 美 系 一 一 由 号 老 画 数 cezz,g) 和 sea(gg) 的 週 期 性 立 刻 
可 以 得 到 下 列 正 交 关 系 ， 


| ee, (esqdce, (rs9)de =0 (mFn), (8) 

o 

[se (esqdse. (zgdde =0 (mF た nr), (9) 

cae, の se。e. の dz 一 0. (10) 
[i 


为 了 证 基 (8) 式 ,可 以 写 出 yn (x) 二 cen(z.9) 和 ya(z) 王 cet を >g) 所 
満足 的 拉 梅 方 程 : 


全 yw 
dz? 


ds 
Tr 十 (g。 一 29 cosZz う y。 王 0 


月 ylz) 和 yslz) 分 别 世上 述 两 方程 , 相 威 , 再 积分 ,并 利用 它们 的 
周期 注 , 立 得 
《am 一 | wydz 一 [bb 2 一 Jr a ee 
d ， dy。 ュー ー 
一 | > 一 入 党 | = 0. 
因为 gz。 郊 ぁ , 既得 (8) 式 . 其余 两 式 的 证 明 方 法 完全 相同 . 此 外 ， 


(10)? 式 也 可 以 由 eevfz:g) 和 sew(zy9) 的 傅 里 叶 展 开 式 (1) 一 04) 式 
以 及 三 角 郑 数 的 正 交 性 直接 得 到 ， 


十 《am 一 29 COs2 を )y。 王 0 
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马 于 函数 和 多 全 里 叶 展 开 式 中 的 系数 4.,B. 都 可 以 用 类 似 于 
12.5 节 (4) 式 的 递 推 关 系 来 求 . 这 问题 将 在 12. 9 节 中 详细 讨论 . 


12.8 入 (9) 依 9 的 响 级 数 展 开 


当 g 是 驶 小 的 时 候 , 马 于 方程 中 欧 参 数 4 可 以 依 g 的 蹇 级 数 
展开 . 我 们 将 用 .cq) 明 显 地 表示 出 4 和 3 以 及 v 的 依赖 关系 . 
在 12.6 所 (3) 式 中 今 =0, 竹 


2 


ー a q 
MD TTT A 
gq” a 
十 下 Ch 2): A {vu 4)* 1) 
当 g 足够 小 的 时 候 , 如 果 整数 (9 除外 }) ,由 (1) 式 即 见 
A = 二 Oct). 
把 这 结果 代入 (1) 式 右 方 , 得 二 级 和 近似 
ーー Ea 
ん 92 モビ キラ ュー マイ 5 十 の ⑯5 
_ の 
キッ ター マ セー Om) CC9 ) 
2 の" | oT 4 
DO 
2 
= wv 十 メー 十 Otg'). (287 
用 这 样 逐 次 代入 的 方法 可 以 得 到 任何 级 近似 . 第 四 级 近似 是 
四 1 2 5Sv 十 ? ュ 
MD + 0 35 


ー 9v 十 58v 十 29 
64( 一 1 一 4)02 一 9) 
随 着 近似 程度 的 瑞 高 ,计算 亦 渐 趋 繁 . 
当 ， 为 整数 六 时 (这 是 最 重要 的 情形 ), 于 面 的 公式 一 般 不 适 
用 ,而 需要 从 12.6 节 (4) 一 (12) 求 出 本 征 值 必 ug) 依 9 的 震级 数 展 
开 式 . 用 上 节 的 符号 aC9) 和 55.09) 表示 这 些 本 征 值 ,并 按 其 大 小 


+ の (g9). (3) 


818 特殊 函数 概论 Fi2.8] 


次 序 由 小 到 大 ( 设 0 ,有 下 列 结果 : 


29 ， 
2 2 十 8 2304『 


68 687 
+ 8 874 3689 十 0 )， 


1 , 11 。 
1536* 36 8647 


ーー 2 1 4 
ーー1ーg す 9 十 644 

49  ， 55 
589 8244 ~ 9 437 了 T842 


83 8 9 
35 389 4407 + OK( の か 


xi 一 在 上 式 中 把 y 换 成 一 2, 


5  。 289 
138247 296262407 


21 391 。 
458 647 142 400 + OAC"). 


_ 763 1 002 401 。 
Tse 13 824 79 626 2407 


1 669 068 401 
458 647 [142 400 


1 
t= 4 127 十 


十 


Ge 一 4 十 gt 


gq! 二 Og™), 
1 ， 13 の 
6 の 649 十 32014809 + 76 387 3849 


1 961 809 
23 592 9607 十 104 ssz 8609 + OY, 


as 一 在 上 式 中 把 g 換 成一 g, 


二 9 十 


ー 1 ， 317 ， 
16 一 369 884 000% 
| 10 049 


2721 600 0007 十 Otg*), 


433 
一 15 十 308 十 B64 oo67 【 


[18.8] 第 十 二 章 。” 马 竺 函数 619 


5 701 
ー 25 eoo 000 † の (9 か 


ーー 」 11 0 1 5 
25 十 i 1 774 1447 147 456" 


37 
1 8 | 了 
| 891 si3 sg87 + つか 
一 在 上 式 中 把 挨 成一 
1, 2 187 {4) 
707 ”要 9040009 
5 861 633 。 
ー 32 935 987 200 000¢ + の (9 
187 J 
43 904 O00% 


6 743 617 。 。 
92 935 987 260 0007 十 CC9 


= 36 1 


a 36 1 0 十 


十 


送電 晴 果 除隊) 以外 。 都 不能 用 (3) 式 得 到 . 但 可以 延 明 、 
当 mwm 宇 7 时 ,有 相当 于 (3) 江 的 结果 
2 1 3 Sr 十 了 
オシ デー ロジ 7 se GO 
9m' 十 58m° 十 29 4 


+ ， ? 
Bn Tm Gn 3 NT (8) 


不 同 的 是 余 项 的 数量 级 是 Co) 而 处 是 Do 但 如 果 产 闵 8, 列 余 
项 是 の (977). 又 注意 (5) 并 不 表示 a 二 6; 不 过 它们 的 差别 是 
Ca. 

由 于 上 述 备 级 数 展开 式 的 普 议 项 不 易 求 出 ,其 收敛 半径 也 就 
难于 精确 地 确定 . 但 有 下 列 关 于 收敛 范围 的 结果 (Meixner und 
Schafke (1954)。 $ 2.22) 

huatg) 依 ?的 宏 级 数 展开 的 收敛 半 筷 总 大 于 冲 ; 

= 2 1 tm 2). {6) 

又 at 的 和 as) 的 收 黎 半径 小 于 5/2. 


520 特殊 国 数 概论 [12. 9] 


12.9 当 = 小 的 时 候 马 竺 函 数 ce, (2) se Cs) 的 情 里 叶 展 井 


处 理 这 问题 的 方法 通常 有 两 种 , 一 种 是 微 扰 法 ,简单 说 明 于 
下 .在 马 委 方程 


dz 
+ (A 2q cos 2z)y= 0 (1) 
中 , 设 
スー zz 十 之 “9 ， (2) 
2 一 所 十 0220572 (3) 


其 中 .C2) (r= 一 1,2,…) 是 与 g 元 关 的 周期 函数 ， 并 设 (zx) 不 滞 常 
数 项 ; Bo 只 在 求 cem 人 xz) 时 不 为 零 ( 参 看 12.7 节 (1 一 (4)7. 把 52) 
和 (3) 代 入 方程 (1) 中 , 令 g 的 各 次 赛 的 系数 为 零 , 得 到 一 系列 关于 
PB Cz) (lr 一 1,2,*…) 的 常 系数 非 齐 次 微分 方程 , 含 待 定 人 参数 a.(r 二 
1, 2 逐次 求 出 这 些 方 程 的 周期 解 8.(z) ,同时 确定 w 之 值 . 

员 -一 种 方法 是 直接 把 ce (xz) ,sew(z}) 的 侍 里 叶 展 开 式 代入 方 
程 届 ) 中 , 求 出 诸 展 开 系 数 ;下 面 详细 讨论 此 法 (参看 12. 5 节 ). 

以 eeu(z) 为 讽 , 把 它 的 铺 氏 展开 式 


Celes) 一 っ リ 4。cos 2sx， (4) 
代入 1) 式 ーg。(g う ) ,得 


> [a — C(I] 42eos 2s2 一 ql Acos[ (2s ー 2)z ] 
:二 1 


十 > AscosL (2s 十 2)z]) = 
| 
由 此 得 递 推 关 系 
ds — gA; 一 0, (5 ぅ 
[as 一 25) |A,, 一 CA ts 十 用 > 一 0 《s ン テ 1 ). 6} 


[12. 9] 第 十 二 章 号 素 画数 621 


今 
Vv = a As 〈?) 
则 由 5) 和 C653 有 
= トー ーー デー CG>D. (8) 
利用 (8) 式 即 可 特 系 数 4。.Gー1.2,…) 放 4。 表示 出来 可 以 是 
不 等 于 本 的 任何 数值 . 


当 很 小 的 时 候 , 可 以 由 58) 式 和 12.8 节 (C4) 式 得 到 系数 4 
依 y 的 蹇 次 的 展 式 如 十: 
13) 式 的 第 二 式 可 写 为 


7 
to 一 【25]2 一 gu, 


ES 


2 


一 4 一 
ge 一 25 一 as 一 《28 十 232 一 du] 


了 


ー 9 4 
un — (2s CO— ao ~— (C25 + 2° 一 


对 于 任何 圈定 的 9 值 ,最 后 的 连 分 式 是 收敛 的 . 
如 果 g 很 小 , 取 (9) 式 中 所 写 出 的 两 项 作为 近似 ,并 用 12.8 节 
(4) 式 中 z。 的 展开 式 , 存 


mp C0) 


サー ュー 3 El i 
* テー 9 
や 2 + ra at の (の) 
=ー > (2% 十 2 パー2 。, ,| 
eal 2C23)° 02s | 277 9(9 う に (10) 
利用 送 式 , 得 
A A,, “LL, .. A, A, 
A WU, 2 VVo 
1[- 話 40] 
| [I | ag 之 kk 十 1)3 4 | + Ot 


加 7 9 | 
x | 2 「 587 + OC 


622 特 丈 縛 敷 概 花 12.19] 


一 2 | 1 了 ， 
人 > 人 ca 
22 十 44 二 17g15 ， 
= PD + oe | 
ーー 2791 人 「。 て 2 だ 士 4 十 gi 。 
=t yh 2 だ が (& 十 1 (4#] + og) | 
人 
る 
2 まま 十 1)" 227 DD 
ーッ SNS リ エー ーー1 Fl 。 1 | 
2 し 4 リト 2 e+ 
一 ー 1 1 _ *X3s 十 4) 
= 2| 1 ご リキ と ュー 《5 十 1)2 * 
散 
A 2 | 
As 人 で 4 
， 26838 上 44) う 071 LH 
| + av 


这 就 是 所 要 的 公式 . 昌 高 级 的 近似 也 可 以 类 伏地 或 得 ,只 是 计算 随 
之 趋 繁 . 

其 他 cex(z),se( を ) 的 修 里 叶 展 乾式 可以 傍 此 求 出 ( 参 春 本 章 
末 习 题 1 和 2. 


12.10 ”无穷 行 列 式 


为 了 下 一 节 讨 论 希 耳 方 得 , 先 简单 地 分 绍 一 点 其 中 所 需要 的 

有 关 无 穷 行 列 式 的 理论 . 令 
D, = det |A,| (1】 
代表 由 元 素 (i 二 一 ,十 ms 二 整数 ) 构 成 的 行列 式 . 如 
果 当 ぁ ーco 時 ,。 趋 于 -确定 的 极限 忆 , 则 称 无 穷 行 列 式 收 疗 于 
石 ; 如 果 厂 不 存在 , 则 说 无 穷 行 列 式 是 发 散 的 . 4 一 0, 士 1, 士 2， 


[12. 11] 第 十 二 章 ” 马 于 函数 623 


… う 称 汽 前 主 対 魚 元素 ,4。。 称 力行 列 式 的 原点 』44G デ ぁ ) 称 訪 
非 对 角 元 素 . 

定理 ”如 果 主 对 角 元 素 的 匀 积 绝对 收 笋 , 非 对 角 元 素 之 和 绝 
对 收敛 , 则 无 穷 行列 式 收 敏 . 

证 把 元 雰 行列 式 わ 的 王 対 鱗 元素 写 作 1 十 ar, 非 对 角 元 素 


写作 gsG テ る ), 则 按 折 设 ， > |es| 是 收 化 的 , 故 无 穷 乘积 


"di 

| 
ご 村 
十 
NM: 
Es 


(2) 
收 总 (1.6 节 定 理 4). 

ア 。 = = TI 1 十 る アー 日 1 十 Xlaal), 
易 见 行列 式 D。 的 展开 中 的 每 -项 都 在 乘积 ア 。 的 展开 中 山 现 ， 最 
多 相差 一 正 负 号 ,因此 对 于 の 。 的 展开 中 的 每 - -项 ,都 万 的 展 
开 中 的 一 项 与 之 相应 , 且 ,中 的 相应 项 之 模 等 于 或 者 大 于 り 。 中 
的 相应 项 之 模 . 

现在 来 看 差 数 刀 ,, 一 五 为 任意 正 整 数 . 对 于 这 差 数 中 的 
毎 一 項 ・ 都 有 ア ニッ ー ア 。 的 展开 中 的 一 -项 与 之 相应 ,用 后 者 的 模 等 
于 或 者 大 于 前 者 的 模 . 因此 

| 五 。 ， 一 下 ,| < ア ョ ュー PP,. 

茎 然 当 ーー モ 町 PP， 的 极限 存在 (C2) 式 ), 故 DD, 謎 弟 手 -极限 . 定 
埋 得 证 . 

如果 wr 是 复 变 数 = 的 冰 数 , 则 当 (2) 式 的 无 究 乘积 - 致 收 仇 
时 .无 穷 行 列 式 也 致 收 化 . 


12-11 希 耳 (Hill) 方 程 


圭 面 我 困 上 上 要 対 依 了 号 去 方 程 的 周期 解 的 向 悪 , 既 本 在 信 回 
题 . 关于 瑟 丢 方程 的 只 类 问题 是 在 方程 中 的 参数 4,9 者 给 定时 
求解 . 当然 ,这 样 的 解 一 般 不 是 周期 省 数 . 


624 特殊 函数 概论 [12.11] 


我 们 要 讨论 的 是 更 普遍 的 希 耳 方程 : 
了 十 (zu = 0 1) 


其 中 -re 是 周期 等 于 天 的 俩 图 数 , 可 以 展 为 傅 氏 余弦 级 数 : 
l= + Zcos2e 十 20cosdz 一 …) (2) 


基 中 的 系 数 みみ 都 是 已 知 的 ， 且 设 6 绝对 收敛 . 如果 z 是 复数 ， 


则 设 J(z) 是 在 平行 于 实 轴 并 含 实 轴 在 内 的 一 带 形 区 域 中 的 解析 
画 数 ,因此 也 可 以 展 成 (2 式 的 形式 , 旦 > 和 绝对 收 租 (参看 12.5 
节 关 于 复 变 画 数 的 傅 里 叶 展 开 ). 

根据 12. 3 节 的 讨论 ,方程 C1 ?的 解 可 设 为 


が 一 Et マ 站 ein 一 3 et (3) 
把 它 代 入 方程 (1) ,并 规定 9-, 三 8 , 有 


ーー 2 (yp 十 Dr YE hn 


+ DS oe. bet 0 
由 上 过 得 系数 可 之 间 的 联 立方 各 
一 C2) 二 >) Bi=0 (n=0,t1,.), (4) 
ーー=o 


以 外 一 二 2m)? 除 (4) 式 。 得 


2) Ba2。 王 0 (n=0,+1,), (5) 
其 中 
B,, 一 1 | 
Om C6) 
Bm gy グチ の 


联 立 方程 65) 有 解 的 条 件 是 det1B.o1 一 0 把 它 写 开 就 是 


[iz2.111 第 十 一 剖 ” 马 疫 医 数 625 


」 EE 二 上 各 
站 fb 4 
可 名 El 
到 ( ) 昌 ー【t 下 
总 る 
A | 全 可 下 总 是 1 站 rr 一 
条 名 の 1 , 
dt Bt 
_ 上 叱 名 1 
CT 


(7) 
这 是 确定 去 洛 开 解 (3) 的 特征 指标 > 的 方程 . 
现在 来 证 明 , 由 (7) 式 可 导出 形式 上 很 简单 的 确定 特征 指标 v 


si ラ っ | 一 aco)sime| て (8) 


由 (7) 式 可 以 看 出 A(w) 是 周期 为 2 的 偶 隔 数 ,而 且 由 于 行列 
式 除了 v= 主 VV 一 24(4 一 0. 土 I,…) 这 些 点 之 让 是 绝对 耐量 -- 
化 收 化 的 (用 上 节 定 理 ),At 是 学 纯 函 数 ; 当 Im 一 土 ce 时 ， 
(> 

偶 丽 数 cor 三 (一 V 负 ?一 cot さ ひ + V 砚 ) 具 有 与 4 相同 
的 援 点 ,周期 也 是 2, 而 且 当 img 一 士 ce 时 是 有 界 的 ,因此 存在 党 


数 た 使 函数 
T て 
お (y) = = 4 一 co テッ ー 上 %) 一 cot s+ ソ の ) | 


生 と 平面 上 元 奇 点 , 面 甘 由 和子 周 期 性 ・ 可 知 当 | 一 mo 時 五 (四 是 
の 界 的 . 按 刘 维 (Liouville} 定 理 , 户 {vy} 只 能 居 常 数 . 令 IJm 一 十 
o5, 即 风 记 ()= 二 1, 春 有 


A = 1+ Kleot De — Vm) 一 で ot 一 ッッ VW) | 


626 特殊 画 物 概论 [12. 11] 


1 一 2&(0) 


K = 元 。 
2cot ヶ ダ a 


把 这 结果 代入 前 式 , 稍 作 演 算 , 即 见 特 征 指 标 方 程 A(v) = 二 0 化成 
《8) 式 . 
由 (8) 式 看 到 , 求 特 征 指 标 欧 主要 问题 在 于 计算 无 穷 行列 式 


0) 二 |: 


《9) 
当 后 ,名 ，… 之 值 很 小 的 时 候 , 最 粗略 的 近似 是 取 以 Bw 为 中 心 
的 三 阶 行列 式 
4(0) 一 1 十 322 十 2 ーー 
(は ーー 
较 佳 的 近似 是 保留 无 穷 行 列 式 的 展开 中 含 多 (rm 一 1,2，…) 的 
诸 项 ,而 有 


《10) 


AO) ニュ + Tot /2 


: 。 
| 十 + +ー ト C11) 
0 


Li2.11」 第 十 二 章 ” 马 丢 琐 数 827 


这 式 的 证 明 如 下 . 先 看 舎 具 前 項 .(9) 式 中 以 方 握 基 井 的 西條 2x2 
的 行列 式 给 MO 它们 对 于 (00) 的 页 献 是 


ー 20 > み 一 で % 一 二 十 2)2 


》， 1 i| 1 1 | 
2r 十 1 ーー rn)? 


の 
2 
ので 」 | 
2 ジテ ディ ロリ テー 元 | 
の 


ー V1 2 _ 1 1 
2 7 二 ， Cry ーー 1 A (2 テ )* 


1 . 1 ] | 1 ] 1 
ーー 212 之。 ーー ムー (5 办 上 


> 


ーー 


1 _l 1 ] 1 
2 (tory? 一 1 | テニ ュー デイ 2 『 


r 一 1 


故 上 式 等 于 


< 2 | 
て メカ ーー (2 が )7 


r 一 了 


| 1 | 
2〈@. 一 5 
xcot (Cx VB /2) 
lv 
在 最 后 一 步 中 用 了 1. 5 节 (9) 式 cotz 的 有 理 分 式 展开 ,zz 二 
r VE /2. 
含 此 的 典型 天 可 以 从 (9) 式 中 用 方 框 划 开 的 两 个 3X3 的 行 
列 式 看 出 ;它们 对 于 妨 (0) 的 贡献 是 


ーー 1 DW] 上 1 | 
の ( ーー z 填 22 と 一 《37 十 2 和 页 一 (2 一 2 上 


用 类 似 王 前面 的 计算 方法 ,可 以 证 明 这 式 等 于 


628 特殊 坪数 概 聞 [12, 12] 


の rcot (nx 〆 の /2) 
4 一 由 4 vB 
含 如 的 各 项 的 贡献 亦 可 类 但 地 求 出 为 
cot(x F872) 
ーー 本 4 vB “ 
这 就 证 明了 (11) 式 . 
得 到 特征 指标 之 后 ,原则 上 就 可 以 从 (5) 式 或 者 (4) 式 求 出 夫 
洛 开 解 (3) 的 傅 氏 展开 系数 ぁ . 当然 ,只 有 当 饭 , 鲍 ,… 较 小 的 时 候 ， 
这 样 的 算法 才 是 实际 有 效 的 . 
对 于 马 竺 方程 ,名 一 14) 肌 一 一 gg: 多 一 0 六 2) ,方程 组 5 和约 化 
为 三 项 的 递 推 关 系 . 可 以 用 12. 9 节 连 分 式 的 方法 来 求解 . 


12.12 ”号 丢 方 程 的 稳定 解 与 非 稳定 解 . 稳定 区 与 非 稳 定 区 


在 区 间 一 汪 过 = 所 十 ee 中 有 办 的 解 称 为 稳定 解 ; 如 果 当 x 一 十 
oo 或 音 =* 一 一 co 时 , 解 趋 于 无 穷 大, 则 解 为 非 稳 定 的 . 

从 去 洛 开 解 e“u(z) 的 形式 ,其 中 xx(z 十 mT) 二 wlz) ,本 知 只 有 
当 特 征 指标 ”是 实数 时 , 解 才 是 稳定 的 . 按 12.4 节 (7) 式 ;这 要 求 

lcosyr| = Ar ay | 1. t1) 

若 "不 是 整数 , 则 上 式 中 小 于 主 的 不 等 式 成 立 , 而 e“z(g) 和 
e “wu( 一 z) 是 两 个 线性 无 关 的 稳定 解 , 在 4 一 g 平面 上 満足 (1) 式 
的 区 域 称 为 稳定 区 ,对 于 在 稳定 区 中 的 人 ,9) 值 .所 有 的 解 在 一 ce 
で を で oo 中 都 是 有 界 的 . 

如 果 


[eosve| = |f (rid,g)| > 1 (2) 
则 vy 必须 是 虚 部 不 为 零 的 复数 ,这 时 c+“w( 土 z} 是 随 个 线性 无 关 
的 非 稳 定 解 ,4 一 gq 平面 上 的 这 种 区 域 称 为 非 稳 定 区 . 
当 aa) 为 本 征 值 时 ， 


[12.12] 第 十 二 卓 ” 切 于 函数 629 


cospr = f(A;A4,g) = 土 1 (3】 

《12.4 节 (8) 忒 ). 这 时 ,有 惟一 的 一 个 周期 解 ( 除 非 9 一 0,4 二 1,4， 
9 网 125 节 ) 基 稳定 的 ; 另 一 解 必 是 非 稳定 的 ,证 明 如 
F: 

在 12.4 节 中 证 明 过 , 当 (3) 忒 漠 足 叶 , 基 本 解 了 Cz) 和 g (zx) 之 
中 有 一 个 是 周期 函数 , 设 为 Ge) 回 As 十 中 一 As 对 于 另 一 解 
SEEz) 有 

le RT) 一 在 《zz) tz) 

(12.4 节 (10) 式 ,ro 一 1) ,因此 


Et 十 Tm) gle) 
flz tn BT pezy 


由 这 式 可 知 

tz) g(r 

RD = 
是 疝 期 为 关 的 画 数 ,因为 
Plz + x) ーー Sr (z 十 x) 

ZE) TD 

F(x) RI. 
了 手 基 有 


£7) 


l= fl Ff CD. 


显然 这 另 一 解 (J 不 能 是 种 的 ， 因为 当 zx 一 土 oo 时 , |g Cx)! 一 
oo, 除 非 gL 等 于 堆 , 而 这 种 情形 只 有 在 g=0,4=] ,419,… I， 
时 才 册 再 ( 见 12.5 节 ). 
如果 g(z=)? 是 局 期 函数 , 亦 有 类 似 结 果 . 叉车 周期 为 2r ,上述 结 
论 也 不 受 影 响 ， 
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Délsegl 
a ング 「 
36 ト ーーーーーー 


全 稳定 人 


| エーー こ < 
> ーー 
| 2 ~ 2 


2 グ ‘ 6 ノ 2 2 


图 1 
am 有 他 线 对 十 轴 基 对称 的 :az 曲线 对 于 4 直下 
本 对 各 的 aa 一 的 一 加 一 if 


由 此 叮 见 ,曲线 fr:4,9) 二 土 ] 是 4--g 平 面 上 稳定 区 各 非 稳 
定 区 了 的 分 界线 5( 见 图 40). 


12.13 Agー0 时 马 生 方程 的 迟 似 和 解 


在 这 种 情形 下 ,可以 用 下 面 的 方法 " 米 米 近似 解 . 
在 号 雪 方 和 
っ 


js (A gcos 2z)y C=O (1) 


于” 这 方法 当 称 为 WKBJ 方法 . 


[12. 13]] 第 十 二 章 ” 马 技 函数 631 


y= ev, ガー の ス 。 (2) 
得 方程 
tw + =0, (3 
其 中 
の テー ュ ー cos 22. (4) 


如果 B= ww 2 窟 1. 略 上 友 方程 (3) 的 第 一 项 , 即 得 
ww = 土 ip = 土 i[1 一 eos zz| = キ 中 一 eos 2 | + 

和 而 得 近似 解 
y= eierds et 


取 两 个 线性 无 关 解 1 (を ) 9 (zi 


ma) 3[e A 還 


ーcos| v3 [= っ Sin zz| ]， (5〕 
cg A et | 
=sin| | = 4 sin 2=| | (5) 
cA ， 


令 G724 一 站 利用 7.5 节 (7 和 58) 得 
Ke) Os v Az costh sin Zz) 上 sin Az sim th sin 2e) 


= eos ww 4 えつ 7 (を)cos nx 


+ sin vAz Ee, ntdn | 2)x 


n 


= 3 Yeo lon lh [eosl デア メーa4jig 十 cos アゲ デメ ー 4 | 


n= 
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十 De Ta Ch) [cos( “i —dn 2)z 
一 cosf 〆 ぇ 十 イ 4dr 十 2j=] 


ー テ や ecos( VX — 2n)2 


十 7 (の Dcos( 4 一 2 ] 


一 > J Gh)cos| / ォ ーー 2n} 2. (7) 
类 似 池 可 得 
ys) フリ プ 。(Dsin( プス ーー 2n)2. (8) 


は ニ ーー 


式 ),(7) 式 和 (8)? 式 中 的 级 数 收 敏 很 快 :在 や $g>0 的 情形 下 用 起 
来 要 比 12.9 节 的 人 情 里 时 展开 式 有 效 得 多 . 
要 得 到 更 精确 的 近似 ,可 令 
w= ww 十 Fw 十 あ 十 er, (9) 
代入 方程 (3) , 按 户 的 负 稳 并 项 ,得 
so 十 ど 十 (ei 十 2roooi ) 


十 癌 で + 2 十 ZW) 二 …ー0- 
由 此 得 各 级 近似 的 方程 
十 一 けり, 


て の 十 Zw = 0 (10) 


wi + ef 十 Zww, = 0。 


其 中 的 第 一 个 方程 给 出 ws 一 土 ip 正基 方 オ 得 到 的 宣 銀 近似 由 


[12.13 了 第 十 二 章 ” 蕊 到 耳 数 633 


《10) 式 中 的 第 二 个 方程 得 


1 wl 
2 
内 此 
fia: = jn(Ap-1*) 干 = 
再 由 t10) 式 的 第 三 个 方程 得 
ze 一 干 (200 ー 3g 人, 


Br 
= 1 三 Ff re 
[eds 一 干 本 | 2 の 2 万 3 dz, 


把 这 个 结果 代入 (9) 式 及 (2) 式 ,得 二 级 近似 解 


le) = ep de 


一 溺 数 pem CME HE (11) 
或 者 
か 二 常数 x 2 で | 4 sas | (12) 
其 中 
Pz) = Po CZ 一 3 了 3078AO3， (13) 
是 z 的 函数 (4) 式 ). 


如 末 略 夫 ws 的 项 , 则 得 一 级 近似 
7 | pads 全 [a ー 2ocos Be de 


二 (4 十 2 [a 一 和 coszz)12dz 
ny 


"2 2 4q 1 
一 A iE ,点 EE: ーー 。 
CA 29) FE Cz,k) | | 


Ez,R) 是 第 二 种 椭圆 积分 (10.9 节 (1) 式 ), 模 数 


gq 12 
4 一 2 ェ イ る ) デュ 
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te) 常 娄 X (スー 2gcos2g) 1 CQ 十 2g)V2E(Cz 类)]. 


Ya te) 


12.14 ” 马 拔 孙 数 的 积分 方程 
设 马 到 方 程 
+ ~ 2gcos 22)y = 0 
re) = | KG DDE 
(参看 2. 12 节 ), 令 L=3 了 3 十 4 一 2g cos 2z, 则 
L(y) = 上 [3 +Qー 2g cos 22K le の dE 
设 居 Cz,5) 满 足 偏 微分 方程 


aK 
Dz? 


ー 2g Cos 2 ァ ・ k= ot 2 — 2g cos 2¢ » K, 
得 


LLy]= | [车 十 (4 一 2g cos 2 の lec の dx 


(14) 


(1 


{22 


(3 


一 [zo 受 过 一 下 | + | [ 記 > 十 (4 スー 2g cos 2Oe |Kag. 


因此 ,如果 选 积分 路 线 忆 使 
| Ea K 2 | ーー け 。 


oF KE ic 
井 取 wt#) 满 足 杞 天 方程 
1 (メー 27 cos 25) v0 = 日 ， 


则 (22) 式 的 积分 是 马 委 方程 的 解 ,至 少 是 形式 解 ， 
现在 来 求 积分 解 的 核 天 (Cz,5). 在 (3) 式 中 令 革 这 ,得 


(4) 


[12.14] 第 十 二 章 ” 马 丢 函数 635 


人 天 
ot 


2 
十 人 十 2g(ch 中 一 cos 32)KR = 0. (6) 
念 
ィ ーgrh さ coss。 yー テ gsh き sin 
(参看 12.1 节 ), 《6) 式 化 为 直角 坐标 的 刻 姆 堆 兹 方程 
人 に 


可 +t 3 > 全 RRO 《有 一 497a2)， (7) 
方程 (7 的 - 个 入 名 
Kay = te, t= (8 
取 ax 一 1 8 一 0， 并 屏 到 变数 二 
Klz, &)} 一 Eee ch され 一 et Sam を com 9) 


又 联 wt5) 为 马 丢 方程 (5) 的 周期 解 ,C 妨 長 袋 自 一 *SS と < 
则 (4) 式 请 足 ,而 有 


ye) 一 「 ee et Cyd (10) 


yz) 是 方程 (1) 的 周期 解 . 

则 我们 知道 ,对 于 阿 - :本 征 值 A(y},g 关 0, 马 于 方程 只 能 有 -- 
个 周期 解 (参看 12. 5 节 (8) 式 之 后 的 段 ), 因 此 wv) 与 y(6) 只 能 
差 一 常数 因子 ”, 而 (10) 式 成 为 


ym ニッ | eeewbt の dE (ha Lg). UD 


这 是 马 丢 函数 所 满足 的 积分 方程 . 

由 (8) 式 ,选取 不 同 的 a 和 8. 或 者 选取 方程 47) 的 其 他 解 作为 

核 , 可 以 得 到 其 他 稻 分 方程 ,这 些 都 是 对 称 核 ( 氏 (ze 一 天 人) 
积分 方程 ;只 有 当 Y 是 本 征 值 时 才 有 非 至 解 . 

利用 积分 方程 ,常常 矿 以 从 马 于 函数 的 一 种 级 数 展开 式 得 到 
另 -种 级 数 展开 式 .下面 以 y(z)=cestz) 为 例 来 说明 . 

先 确定 本 征 值 yx 由 (11) 式 有 


ce。( を ) 一 y[ etrem sr ee, (て も )d と . 
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令 z 二 7/2, 利 用 ce。(⑧) 的 情 里 叶 展 乾式 (12.7 节 (5)) ,得 
| や 4Lcos 2r¢ «dt 


ーー テー 


Ce 


= A, 27， 
破 


因此 ,利用 7?.4 节 (16) 式 ,得 


T 
Cor 9 


ce の ーー | orm, 4。cos 6d と 
山 ーー r=D 


Hs 
了 (一 ) Aas (ka cos +), (12) 


其 中 4 ッ ケ テー0,1,2.… 前 代打 数 
第 十 二 章 习 题 
. 证 明 下 列 关于 马 扫 函数 的 傅 里 叶 展 开 系 数 的 公式 ,其 中 上 


_ 2421 Bn 分別 代表 Ce CE) Ca LE) Se +a 
Cz) se Ce) 的 依 氏 系 数 < 館 1 : 


” Li 1 Fr 
CD 4 ルー(ー) [5 it 
十 六 er 1 十 1 だ 
[Cr 十 1 下 和 Cr 一 131 人 十 2)1 
二 OGA 
a | 5 1363 ， 
(ii) A= [3 3 十 216 Or ) |43， 
. ,Ff 2 _ 
42 ーー) [5 Eo 


47 十 2227 十 247) ,。 
「18Z 十 の! Gir 


CFT 4; 
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Gi) BL, ;= 


liv) Bi , ,= 


(Vv) A%_z = 


A gr 


{viy B”_ 


B", 


rr 1 rT デ 十 于 
| CTDT [CT 
1 r+8 r 十 3 | 1 
HD tra TO IB 
2 テ 
ーー 
# 人 tr 十 1)57r 十 237 


ー18 と て 2) 5 TOO | 


ー テ ー1』1」 r FI 
ーー Te 4 
(rm0,m— 2 ケー0) 」 
=- [te a 
(Op 0), 
ァ ー1)! r 十 
ーー Ta OC » Js; 
(テー カー クー0) , 
-一 | (一 > = OC | 
Gro m0). 


当 誠 季 3 時 ,(y) 的 第 二 式 、 当 カー み 学 3 時, で Y) 和 (yi) 的 第 一 


式 : 以 及 所 有 m 


替 . 


为 偶数 的 情形 ,OC  ) 均 可 用 更 准确 的 すわ 代 


2. 证 明 按照 12.7 节 (6) 式 归 一 化 前 号 雪 画数 在 g 小 的 时 候 


的 展开 式 


w 2 cesle,g) = 一旦” 了 工 cos 2z 十 人 | rs まそ 一 于] 


2 15 


ー の | Tae 6 一 ges 2 |+ Otg'), 
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1 1 
“一 の | ecos 7 一 9 gS 5 を 


ュー zoCO 3 を 十 了 Leos z |+ Oct), 


SETK を sg うー sh デー ヴ の ・ 工 sin 3 を 


8 


1 . i 
十 如 ?| ssin Be -一 an 3 を 一 TagSin =| 


SIn 5% 


| 1 Sitt Tz 1 
9・29 9・27 


了 nsin 3 を sin > Og'), 
1 
cez(eyg) 王 cos Zz 一 2| eos 4 ァ 一 二 | 


1 ー 19 3 
十 ョ :| aeos 5 を 2a8r9s 2 + D(a), 


seat を 。gJ) 王 sn 2z— y+ sin 4z 


1 ] . 4 
十 全 ?| atm 5 を 288°in 2z | 十 (DC93) ， 


Cea( テ > の) 一 Co5 3z 一 | es 5 を 一 Beos z | 


sl 1 
ta "| as Ts seos 3 を 十 cos s+ Cg") 。 


sest を ng う 王 sn 3 を 一 | 去 sin 5z 一 Bsin | 


1 . 5 . 1 . . 
1 っ 『 号 7 = < 。 3 
-a [sm in ?x — Sin 3 を Basin =|+ Oot) 


dH, 
ー 


Ce を gq}= COS HE ーー gq: て os Cn 十 2 を 
に 


— Te eos Cm 一 2)z | 
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1 
32( 十 1) Cm + 2) 


1 
32(m — 1) (Cn — 2) 


] 1 1 , 
ike 十 1 二 Gr es mz|+ Og 2 


キ の ( 


costm 4s 


| COS CH — 上 4) を 


Se = Sin mz 一 


sin(m + 8) を 


] 
引 十 了 


ー イッ ー Nm 一 2 | 


SsIn(r 十 4)z 


te ] 
32(m 十 1) Cm 十 2》 


1 
+ 3gtm 一 1 — 2) 
1 1 ， 1 _ 
32L(w 十 1 Cm 1 
3. (ei4g) 三矢 方 程 パト ミー2g cos 2z}y 一 0 的 一 个 基本 


Sin Cp 一 - 下) 之 


Jsin me } + の (が. 


解 』0j4.g) テ 1.9//2z | ニュ テ 0( 見 12.2 节 (2) 式 ). 设 了 Cz;24,g) 按 
2 的 升 客 展 开 式 为 


则 


fxd dg) = cos Y Az gD zd) 十 9D, (ziA) 十 


下 
dz? 


二 AP, 二 2c0s 2 1 (= 1,2,3,.*)， 


DesA) = eos ¥ A 


0%. | 


(9) 一 Bz | ュー 


= {i Oo 


内 此 证 明 


aA = 站 [起 二 Oyl 2 ++) 


及 特征 指标 的 方程 (12.4 葵 7) 式 ) 


cos pf 一 cos デア Ar 十 > By ns dg 


*ー1 
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ーー で QOS Ar 十 g 2 TSin VA 


ts 。 
+ "a TE TaN vf An 


eos ステ VA | 
324( メ ーー 19° 


二 「 3 ー 11554 十 38154 一 47054 十 16524 一 288 
3 256〈A 一 1 CA 4)CA 一 9 
。 in ww A 
ーー A 


154 一 354 十 8 。 ] 
2584 が (スー1)A 一 和 cos ¥ AT | 十 


当 A==0 时 
cosyvT = n 地 2 | 
—g t+] 
+e' | - 3 + < 十， ・+ , 


美 他 地 求 出 在 一 1.4.9 ye mf 和民 
4. ftz) 和 g(x) 基 马 于 方程 的 基本 解 : 
OO = 1, (0) 
有 (0) 一 0， gt0)== 


| 
ピロ 


证 明 
re 


到 
Fr 一 1 一 28 jel |. 


Cx) 三 2 | 
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(x) = 2g| le. 
并 由 此 推出 下 列 结 果 ， 


奇 全 周期 解 7 


偶 半 恨 期 解 一 一 人 | 


奇 半 周期 解 一 g Ag = 0， 
其 中 ' 代 表 对 = 的 微 商 (参看 12. 3 和 12.4 节 ). 
5. 证明 ce, (zx} 可 以 展开 为 级 数 


co 
> .ecossz 或 者 了 Bcos™”! tz, 
n= r= 


看 天 是 偶数 还 是 奇数 而 定 ; 级 数 在 lces z[「 二 1 中 政 迷 . 
6. 证 明 积 分 方程 


Cen (2) 一 | em Ice て の d9 


的 本 征 全 7。 由 下 面 的 级 数 给 出 : 


或 者 
ー こ {2n 十 1)! 
= 2 2 tn Cn tt 191 「「 


看 避 是 侦 数 还 是 奇 数 而 定 ;A ,8 是 上 题 中 的 展开 系数 . 
?. 让 明 


cenls,g) = ん Dc A, ( ge アル | Voe- 
半量 


ce 一 NC YA nl ger] 
A231 


r= 


了 


1 = 
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xn ye キア nc( ge) ge 
Yarl1 > 計上 | “ge 


SOsn 1 (Ts) i 
1 テー ロ 


XT ae} Tn( ge し ge) J 


SEs st を 392 一 時 ey Br “qe") 
r= 


x Jaal Fe) Ll Lae) I <) 
其 中 4 ,A141.BotisBo4e(r 一 0,1,…) 分 别 是 相应 西数 的 传 氏 展 


和 开 系 数 (12.7 节 0) 一 4, 而 paysm 则 分 别 由 下 列 各 式 给 台 : 


,ps = ce (Oces | 3| , 


2 Aipmn= 


『 
vg Bism+1™= ST (tO) Sear 


一 | | ) 


7 r 
BS ra Se OIE | 


其 中 代表 对 z 的 微 商 ( 見 Melachlan (1947), p. 193). 
8. 変型 旨 表 画数 Ce, (z,9),Ses(z,9) 的 定 交 是 


Ce, (eg) 一 cen iz,g), 


Se (zg ーー Isen zg). 


证 明 下 列 渐 近 公 式 (Re(z) 一 co) 
Ce (を 9 うー ン pal | ecosl / っ er 一 て | ， 
| ee, 


『 
Ey 
Sexw+i 《zy9) ~ Sani | ? ecos 


li2 ， 
| ge "Cos 


引 lko Ale a 


Ses,, ナー :| 
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| Ferg 了 十 Im(z) 


其 中 p。 和 5 是 上 题 中 所 给 出 的 常数 . [提示 : 利用 马 丢 函 数 依 肌 
塞 耳 函数 的 展开 式 { 例 如 12.14 节 (12)) 或 上 题 结 果 和 贝 塞 耳 丽 数 
的 渐 近 表示 式 人 7.10 节 (5)). ] 

9. 证 明 当 83 一 ce 时 , 马 重 方程 アナ (ミー2g cos 2z)y 一 0 的 本 
征 值 


< ぇ | 


gt ーー 27 
+ 2(2m + 1 YT — Fm + 2m + 1; 
相应 本 征 函 数 的 渐 近 表示 为 
cea(gsg う ーー ビビ (eos 2) ”1 
『 之 Tt gm | 1 _ 
x | [ees[ + Fl expl2 wg sin z) 
的 TT gar +1 
十 [sin| 持 十 于 | exP[ 一 2 vTsin z] }， 
ST i CE) ーー SHCCOS 之 ) 1 
[eosl 3 
「 下 1 


2nt | ] 
sin| 过 十 到 | exp{ — 2 Vsin <) | 


XX 


「 いこ! 
+ オ | | exP( 2 wgsin を ) 


zi < こる | 


Ce (zg) ーー C_2 す "(ch 和 
x cos| 2 gsh テー Com+ Utanr | th | | 


Se tr rq) 一 2 "teh zt 


tol 


x sin| 2 “qshs— (2m— Dran™'| th 


|] 
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(を > 0). 
式 中 的 常数 
ーー うー 
Sn 一 (一 儿 量 ]2n 一 和 一 vax-uas 
pm 和 s。 是 第 7 题 中 给 出 的 常数 ， 


附 录 


附录 一 ”三 次 方程 的 根 


如 十 Pr 十 cr 十 吕 一 0. <1) 


y+ py+g = td, (2) 

其 中 
本 he 2 ， 
万 一 : 3・ og=d 3 | 27・ (3 


再 作 一 次 変換 yー*- 各 ,得 


を ショ +qー の 0 (4) 
这 是 xz’ 的 二 次 方程 , 它 的 解 臣 
デーー 也 + wvR, (5) 
其 中 
ーー だ 」 の 
R 27 十 rE (6) 
全 
4 ニー リー テ 」 VRI, 
! 之 | 


B= 一 高 = [一 所 一 VR| ， 《7) 
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ge テー タナ サー (am = 17. (8) 


得 * 的 二 个 根 为 z= 二 有 4;zs 二 wA,z; 二 ww A, 相应 的 5 的 三 个 根 为 
A ベト + トビ, y=wA wwB, y= wiAt owB. (9) 
这 是 卡 入 (Cardan) 公 式 . 
三 次 方程 的 判别 式 次 


A= (x1 — TI) (A Xa) (Fo 一 T° 


一 (yi 一 ya て か ーー aC 一 ys 


デー 108R =- 4 あり ーー 27097. (10) 
上 一 18pcg 一 dha + — dc — 270, {11) 


当 ご 0 于 ,判别 式 4>0, 三 个 根 都 是 实数 ,这 时 候 会 式 49) 不 
适用 . 可 以 用 三 角 国 数 公式 来 求解 . 考虑 下 列 三 角 函 数 公式 ， 


decosi 一 3cosg 王 cos 3g. (12) 
令 3 一 meosa* 代 和 人 于 式 ,并 乘 以 1/ 4, 得 
sr os 3 一 
> 4 ツー 4 
与 方程 (2? 比 较 , 得 
3n° 
£ 一 』' = 4 “OS 3 
由 此 得 
， 1 ar2 
ーー 。 Cos 3u = 一 对 | 一 二 | . 《132 


由 于 及 <0, 由 56) 式 看 出 , 必 有 zz<0, 因 而 (13) 式 所 给 出 的 关 是 实 
数 ( 取 正 根 ), 井 旦 所 知 員 的 cos 3g 的 绝对 值 小 于 1, 关 而 角 度 3z 
可 以 求 出 . 设 前 度 xz 已 由 (13) 式 求 出 , 刚 方 程 (2 的 二 个 根 为 

2 
Ht 十 了 | 日 


OE Hy Yr 王女 COS 


一 ncos| x 十 等]. (14) 
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附录 二 四 次 方 程 的 根 
设 四 次 方程 为 
十 pi 十 cr 十 人 rr 十 一 了 {1 ) 
硬 
作 変換 + 一 一 之, 得 
zi 十 gz: 十 rz 十 5 二 0， (2) 
其 中 
? be bs 
全 一 了 一 EE rd 二 名 
C3} 
ュー 。 の 十 pie 3 
4 16 256 
把 方程 (2) 分 解 为 两 个 因子 : 
2 十 gz? 十 rz 十 5 
= (x: kz 二 di(e! we 十 ma) 一 (4) 
其 中 
2 =gq ナ ポー と , 2mーg キ ポキ テテ m= 5 
ーー (5) 
这 是 起 的 三 次 方程 ,可 以 用 附录 一 前方 法 求 出 根来 . 
设 5 的 的 三 个 根 为 語っ を 則 
RR = 7 
今 选 上 ,21s 的 正 便 号 , 使 得 
を を だ っ デー ず 。 (CT) 


毎 介 が 的 所 人 振 土 & 只 需要 服 一 个 上 就 行 子 , 因 为 由 十 上 改 为 


ー あ を , 就 由 〈4) 式 的 第 - -个 因子 改 为 第 二 个 因子 . 
先 求 第 一 邊 因子 下士 謙三 0 的 根 . 设 大 一 台 ,得 


z= Ck EME — 4m). 
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由 {6) 式 得 


六 十 如 十 如 二 一 24. 
然后 用 5) 式 得 


局 一 4m 二 如 一 2g 一 24 一 从 
1 


だ 十 し 十 2 天 一 {Rs 十 2. 


由 此 得 两 个 根 为 
ュー テ ( も 十 も 十 う , (8) 
zz 一 二 (一 本 一 hs) C9) 
另外 两 个 根 关 一 上 各 和 点 二, 给 出 
デー ラ (ーー る 十 を 一 (10) 
zo 一 去 (一 如 一 起 十 各) (11) 


可 以 证 明 ,由 54) 式 的 第 一 个 因子 z* 十 を z 十 / 王 0 也 得 到 同样 的 四 
个 根 全 1 ! 之 2 4 之 3 :;， 所 以 这 四 个 根 就 是 四 次 方程 的 四 个 根 . 


四 次 方程 的 到 别 式 为 
ユーK( テ 」 一 TT 一 TC 一 TCT 一 テ ュ )* 
(x, 一 TT 一 ギュ 2 


一 《zl 一 ge2( を 」 一 を (を ーー を (テー 5) 
(gr 一 E10 (2 一 Za) 
一 (有 一 CE? 一 2 が 一 25 
内 此 可 见 ,加 次 方程 (1 的 判别 式 与 辅助 三 次 方程 46) 的 刹 别 式 完 
全 相等 . 应 用 附录 一 (10) 式 ,得 


z EI 2g" Ss 1 2 
a dl a Fa 27| ー Fr 
3 で 27 3 ”1 
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Des ， 2 
一 27 ラ 57 ad 十 の eg 3 3 {12) 
上 附录 三 ” 正 变 曲面 坐标 和 标 
(一 > 普遍 公式 
设 有 上 曲面 坐标 徊 ,5 ,5S;; 与 直角 坐标 7 ,ysz 的 关系 为 
= CE, ), ¥ — KE 
2 = rt tt). C1) 
线 元 的 平方 是 
ds: = dr’ 十 dy 十 dz? 一 つう) gd€é,dé,, (2) 
其 中 
Or Br dy Ay de の を 
EE EE TE EE 《3 ) 
令 盾 阵 4g 的 倒 和 矩阵 为 468, 即 
3 工 ， 『 一 大， 
rt 
2 し gg " DO, Ek. (4 
令 g 方 行列 式 十 gi 上 ; 令 宫 为 行列 式 中 ,的 余 因 子 , 则 有 
GG/ 一 请 和 (5) 
在 张 基 分 析 的 书 上 证 明了 拉 普 拉 斯 算 符 在 曲面 坐标 的 表达 式 
为 
あぁ あこ 1 Sn 。 9 
マ : の = な ら 过 | ge" |- C6) 
当 曲 面 坐 标 相互 正 交 时 有 g, 二 0G 关 户 ; 而 (2) 式 化 为 
dr 一 Hid 合 十 Hd 十 Hid 癌 ， (7) 
即 
了 = 百 : 一 吉 g= HHH = H:. 《8) 


公式 (6) 化 为 
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I oP 
V ゆー 戸 这 甘 | 太 2 | (9) 
曲面 を 取证 值 的 法 线 的 方向 余弦 为 
af, at, at, 
Hi gr H: By». HF (10) 


这 也 等 于 
1ar 1ay 1 
下 / 万 性 二 可 11) 


一 个 矢量 ャ ー バ の 。 トン 在 曲面 坐标 中 的 投影 (ze 4 于 3 ;43) 与 (vi sv 
as) 的 关系 为 


Us x | ャ 。 Oy で 。 
五 | os a HH, 六 
ーー 也 at, 9 き 1 
一 H; の By 十 me 8z (12 ) 
陸 度 , 散 度 , 旋 度 分 別 妨 
ー 1 9⑳ 
{VV あう). ーー H, EE (13) 
1 QiH 
Wr = Fa - 閉所 操 * (143 
1 18H ru,) AH) 
x PJ ーー Hs | 2 き Af, | (15) 
(二 ) 柱 淮 标 の を . 
Tcosp, アー の simn の,。 sez. (16) 
ds* = de + dg + dz:. (17) 
Hl Hi= rf, H.=1; 瑟 一 已 (18) 
sw». 1 9 Se 1 #® og 
vp) + + a (19) 
ls = VCOS PH USIN ,up =— ULSIN GP Vos の 。 
tts = DV, (20) 


(三 ) 球 极 坐标 ,2 多 


ィ ー テ sin の cos の ,。 v=rsinfsin Fg, を 王 ヶ cos 見 (21) 
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ds = 2 フト アデ d の + risin’Odg. (22) 
五 .一 1， Hi=r, Hi—=rsingd, B= rsing (23) 
LF 
Y マー 和 を じじ み 
1 9, . ,8® 1 3 多 
re ln ?| + in Bp 2 


Wa 一 CrCOS の cosg + vcos Osing — vsing, (25) 


Ru, 一 visin の cosg + vsin 9 sing + vtosd, | 
te—— paS1m PH vcosg, 
OQ 为 OP 在 ゎ 平面 上 的 投影 ( 較 41). 
《四 ) 椭 图 柱 坐 标 が,z. 


设 椭 贺 的 两 个 焦点 4 和 呈 的 坐标 各 为 人 ea,0) 和 (一 2 0). 设 


图 42 


任意 一 点 了 离 焦 点 的 距离 各 为 rs 和 (图 42). 权 圆 柱 坐 标 
/2 的 定义 是 


ーー 9ー ーー ブー、 ニテ (26) 
但 有 
ジー( テ ーg ア 上 アア 。 ルー トキ a パキッ, 
客 得 


I= a マッ ーg vo 1 PF), z= z. (27) 
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2 2 
:| 


円 2 ジー 
ds at de 十 7 


1ー ダ 


dr + dz:, 


Hs #2 1 好 1 名 一 
ー 1 i /一 9 ーー 9 の 
V Oo ZE 1 i | を [区 
2 85] | の の 
+ ソー が イー アデ 多 | | 5 
由 (27) 可 求 得 


x yy” 。 デー ー ダ ーー 
FR FT 


(30) 


(31 ) 


从 (26) 看 出 ,# 变化 的 范围 是 1 到 oo,5 变化 的 范围 是 一 1 到 十 1. 
从 (26) 和 (531) 静 可 以 看 出 ,$ 取 定 值 为 椭 陪 ,x 取 定 值 为 双 划 线 , 这 


些 椭 贺 和 双 册 线 都 有 共同 的 固定 的 4 和 BB 两 个 焦点 . 
另 一 种 椭 轿 柱 坐 标 是 #,v,z; 与 ,的 关系 是 
“=che, = CoS. 
dr =— aitchia 一 cosiv) (du? 一 dz2) + da, 


Fi= Hi=H=a(chiu — cou, H,= 1. 


1 


好 zfCchza — cosi:vw) 
(五 ) 抛物 线 柱 坐 标 4 ,jz. 
+ 一- y= Vz 一 x 


v= 


rT der 


ヴ が の Fpl ぎの 
Be | 


十 dz*。 


及 十 eS de 
2 — 加 
ds? 一 4 | 1 + の 


(39) 


地 
に 
中 


65 き 


从 (36) 得 
アオ 244 ーー パー0,。 デー2arー ヴ テル . (40) 
当 由 0 到 2,p 由 0 到 oe 时 ,公式 40) 代表 两 组 互相 正 交 的 抛物 
线 , 这 些 抛 物 线 的 焦点 在 振 点 . 
另 一 种 抛物 线 柱 坐 标 是 ,17,z; 与 4A, 的 美 系 是 


メージ 。 ルー ザ .。 (41) 
ds = (を 十 Fd 十 d の ) 十 de (42) 
7 一 7 ター ロー ジオ アダ , H,=1. (43) 
ーー 1 /ag の の] FE 
の = (44) 


(で) 锥 而 坐标 dsk 
锥 面 坐标 7,4,y 的 定义 是 


rr 一 wz 十 并 十 时 (45) 
アテ yy” a 
rr A 一 0 
_- ュ (FF = Dh (46) 
Fmt Ft kw 


DR TD I FV TED, 


YA 2 ge 
二 gp co 十 大 . 
(47) 
六 和 产 的 变化 范围 为 0 se 0 pF. 
dr dr 十 (A 十 eu) 
4 
d ポ dpe 
A — A A) 十 (ef EF — の 1 (AB) 
一 3 (AA 上 Ke) 
已 .一 1， Hi= の 
2 
Ho +t 
“dle DE — {49) 


854 特殊 員数 概 疹 


1 aj の 1。 4 
rl or mA) 


x | テープ 如 | VN この (FF + | 


3 已 OP 
十 vate + (ゲー が の 也 | ze 4 A 4 | 


- (50) 
メー ポメ ーー, (51) 
dr 一 由? te 十 が) 

de dr 

EFI DF DS の の 
ーー 2 ze 十 が う 
HH, = 1， Hi FF LS’ 
2 

Hr (9 十 が う (53) 


ED 


ゆー を 1 
V “ゆー 『 |r Dr + 


x | Ve — CF + 对 | vim +) S| 


2 2 2 2 ai 了 2 zs OP | 
+ VE 7 


(54) 


还 有 一 种 锥 面 坐 标 是 yayvi 与 ,7 的 关系 是 
上 一 acnfayay， = Bentv,p). (55》 


r=rdn tre,esnte, DD. ?ne (56) 
zs =r en ecntv, DD. 
ds? = dr + teceny 十 cn) (da + do*). (57) 


H,=1, Hi= H:= H=r(rnw + Fenv). (58】 


| 
Mk 


sp ニー ニン と 
Y マー ニテ を 
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十 ecen Cae) en: (Cv, (总 十 29 (59) 

(七 ) 酉 球 坐 标 4,4 

在 11.1 节 中 详细 讨论 了 椭 球 坐标 . 
Ci 2 


1 
™ tar Ca — e?) 
2 (が 十 49( 十 py( ゲ 士 の ) 
人 ーー Cb? eC ーー a*) + (60) 
ーー (cf 十 (ca 十 te 十 已 
a 一 可) 


,pz 的 变化 范围 为 
ーー ビー ニー が ニャ ニー a 


ーー 。 (gzー り の (ーー 
ds XD QA tg de de 
(リー A — A 
十 ーー 4zo っ dry, (61) 
其 中 
KD = (a + DO + D+. (62) 
> MA AAT 2 【 だ ー AD)(g 一念 
HH 4%4) の 4@ な ) * | 
H: = y Dn AO Oa 2 
49X り ) 8 ゾー PO 
EE 4 a ーー 
V マニ コー の 6ー め ce っ 1 の YR | Y 5 | 
已 [ gp 
十 (ーッ ゾー% め ソー 入 | 
ai 9 の 
+ QA— 1 VFR Bl の | } (64) 
风 11.2 节 》 


另 一 种 椭 球 坐标 是 ,vstwi 与 Apov 的 关系 是 ( 
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9(z) デー メー ca? + が + の , 
pe) ニー ター Ca’ + + cD), 
1 


Piriw) ニー ャ ー 可 (Ge 二 ど 十 @). 


GUY CVI GL Ct) 
gullvlotw) 


uw TT Tt 
re Er ab 
Ze | olwl 
引咎 ーー 


Tt GU) T(t) 
(gz)o(y)(to ) 


wt rl て 
a pe Ei 
2 ( 关 18 

2 po Ed 


atu (ug Cw) 
可 (下 ?GD7GCT 


が 1 tw て の 
rd Eb 


Ze 4 wu | ti we 1 
En 


エー le hg Cn ) 


y= le hg Co,) 


z= ie Tg (oa) 


ds [plw) 一 pl) TP Cu) 一 Pew) de? 


十 [Ke) 一 pv) nC) 一 rl) dz 
十 [POW 一 Pla) LP Ow) 一 p(g) dw”. 


Hi = [pw) 一 ?ze)][ptae) 一 pC), 
Hi = [p(n) 一 po][pto) 一 po)], 
Hi = [po — PE) Jp) — plu)], 
ガー [pco 一 pw) pew) 一 pw) pw) 一 pu)], 


{65) 


66) 


(67) 


68) 


に 
に 
lu 


557 


2 
v8= Fp 一 sGo] 2 十 


二 [Ptrwy 一 Pe] < ニテ 上 Fete) 一 py] ご うし て 69) 

还 有 一 种 椭 球 坐标 是 ps A ry 的 关系 是 { 见 11.2 节 } 

a 二 A= (a ng, gg a= {a ~ どう spn, 7 の 
“t+ ャ = Ca snl. 


r= gk anesn fsnY, 1 
_ を 3 a ーー が 
Y= Er メーgenecnm な em アデ だ ーー. 7]) 


二 入 we — cidnadn fdnY, 


ds?= (Ca? — CO (snie 一 sn:B) sno -~ spy da 

十 (sn な 一 sn’a) (sn — sn2y dF 

十 て sn アー sn‘:e} (sn 一 sn?BYdr7:). (72) 
V の ーー tat — ktshe 一 ne 一 MM 一 sfa* ず 1) 1) 


X 1fsn28 一 an) 2 ニー 和 十 (ar アー sn sa の 3 


下 
a pe {79) 
( 八 ) 旋转 长 椭 球 坐标 き 、 ヶ 。 
参阅 5 四 ) 椭 畏 柱 坐标 ,这 里 有 ,与 那里 的 相当 ,w 是 绕 > 轴 旋 


转 的 角度 . 


=a wo 1)(1 一 の )cos, 
y= a ED — sing, (74) 
z= at7. 

変化 的 落 閑 ,# 協 (1、cs)、 ヵ 为 (一 1, 1 为 (0,2x). 由 (74) 解 得 
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Ty 2 
ーー か - (755) 


< 到 定 信 为 旋转 李 球 面 ,以 z 为 长 轴 ;7 取 定 值 为 双 叶 旋转 双 曲 面 . 


dr = a Fae + ミー dy + — DO — dg 
(76) 
ーー が ) 
五 : 2 ー 1 已 ， ] 一 7 + | (77) 
Ho= a DF, 互 王 の (デー の ). 
1 39 
3 ゆー 2 ビデ 
マ っ gz 一 a | @- 1) 5 | 
9「[/。  ,、@ あ 1 1 186 
+ [0 の [ュー キュー] 読 7 の 


另 一 种 旋转 长 桶 球 上 坐标 是 499 与 7 的 关系 是 4 一 癌 ， /一 


ゲ - 
?一 一 A 时 4 一 だ 2 
dr DY 9 
十 4 一 12(]1 一 dg }. (79) 
ニー 4 as 9 の 
マ や ー zaws{v 7 DY ソス 和 
9 Ob 
+ va 一 ov 也 | 
1 1 Fo 
+ + C80) 
还 有 一 种 旋转 长 椭 球 坐标 是 ,wv,g; 与 ,7 的 关系 是 t=ch z, 
了 一 CDS の < 
ds = a*{(ch’sy 一 coszg) (du 十 dozy 十 shPzsin2pdg の }. 
(81) 
— 1 1 の の 
V 了 一 aitchiu 一 cosiv) (am 2 Slsh ™ | 
1 3! oT 1 1 1 
sin で sin ” + (mg 十 | a} (82) 


に 
测 
四 
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( 九 ) 旋转 扁 椭 球 上 坐标 か る 
参阅 (四 ) 椭 圆柱 坐标 ,这 里 $$,# 与 那里 的 相当 ,gp 是 绕 = 轴 散 
转 的 角度 . 
T= de が COS の 。 y= atnsing, 


z=a vt 1 w). (83) 
变化 的 范围 ,E 为 (1.0o03,7 为 (一 1,1) ,gg 为 (0,27). 由 (83) 解 得 
上 2 1 = 
区 到 | 下 一人， ーー ネー ーー ター (84) 
< 取证 值 为 旋转 椭 球 面 , 以 z 丸 短 軸 j ヵ 取 定 值 为 单 叶 旋转 双 曲 面 . 
Ei EE 
ds “| dae 1 所 7 1 MM (85) 


ーー 


7 
二 一 点 SB 
+ 1g 3 
ガイ 不可 必 下 天 
ポニ ポー. (87) 
,pe だ 十 pe 、 2 
ds | de + + DA — dg 
(88) 
1 」 」、 の の 
Y "= 宮守 PJ | 
a J) 0 1 | 加) 
A 


男 一 种 旋转 扁 椭 球 坐 标 是 u,v ,pi 与 $,7 的 关系 是 
S&S=cechu, 7= cosv; 
XA= shu, k= sinv. (90) 
dr = at{(chin 一 cosiv) du 十 de) 十 chiucosivdg}. (91) 
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sp 1 1 a9 oo 
Y 2 一 a‘tteh’y — cose) | 去 g du ch = Be] 
1 a' oP ] 1 | ヴ の 
cos で の gi TTY A | 1 CoS?v ch | dg 上- 92) 


(十 ) 旋转 抛物 面 坐 标 2, ,9 
参阅 (五 ) 抛 物 线 柱 坐 标 , 这 里 4,x 与 那里 的 相当 ,gg 是 绕 z 轴 
旋转 的 角度 . 
ィ ー Azcosp。 y= vApsing, 


= テー wD). (93) 

dys? = ーー に + + dg (94) 
Vo- z( 如 区 |+ 融和 | 

+ は + {95) 


另 一 种 旋转 地 物 面 坐标 是 &,7,9; 与 4,p 的 关系 是 2 二 人 ,pj 一 


ゲ ・ 
ds? = dE dF 十 dg. (96) 
,1 1 83/38 
vo- 可 十 地 | 二 关 | 总 トキ テ 7 之 」 
[+ eg の 
(十 一 ) 扼 物 面 坐标 4 
取 抛 物 面 方程 为 


を ad 


ッ 
2 の 9「 9 
经 过 空间 任 一 点 (zy 有 一 个 曲面 ,相当 于 三 个 # 值 Au 清 
是 条 件 


一 2z 上 区 {98) 


ォ メーー ゲール ーー a>u. (99) 
在 が の = テ (g7 十 の ( ど 二 の (2z 十 の め ー( の 十 の デー(g7 十 の アー( の 一 
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(9 一 )(9 一 の 中 信光 人 多 9 デー ター が 0) 得 
sa 二 | 
车 者 ーー 
af 一 
2 が + + {100) 
> ーー が | 
2 を デー メー 一 ルーg 一 Bb. 


4 到 定 信 的 抛物 面 ,其 zy 截面 为 椭圆 ,而 = 轴 为 正 向 ,满足 < 
一 去 .六 取 定 值 的 摔 物 面 ,其 xy 截面 为 双 曲线 ,而 = 一 一 立 六 处 的 
城 面 为 两 条 但 交 的 直线 .» 取 定 值 的 抛物 面 ,其 zy 截面 为 椭圆 ,本 


= 轴 为 负 向 ,满足 x<< 一 六 


(4ー (4ー 让 十 Ca 4 一切) dee 2 
aa FETA A 


ds 一 


wt 
tt rmt ni (101 


4 
(4 一 人 一 2 一 2 


x (eg— の ソト 7 A A | 
Pi 了 z 2p 
Av /TT + の 区 | ソー DG + 5 | 


+ Aa- VED TY A すめ 多 GO2 


另 一 种 抛物 面 坐标 为 u,v,w; 与 ,pv 的 关系 为 


v= 


0 2 2 2 2 2 记 2 
ニー の ーー テテ, 
ーー だ ga 十 六 | 
vy 二 一 ch ww 一 
2 2 


(103) 
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z= (a ch っ "Os sh テ y= {a — が )sh sin 六 ch > 
_ a 2 证 2 2 Pd ーー | > 2 2 
22 {a | (eh | + {eos 3| ch っ トッ 
(104) 
。 好 一 #1* 
ds 一 | 了 | {tch a — eos utech wu + ch ww) da 
十 Cchg 一 cos veos vw ch dv 
+ teh a ch rb)(coss 十 ch wydre }. (105) 


ve 一 | + 1 1 
ー | tech xo— cos vch wt ch rp)(coss + ch wy 


8 
に 4 (eosy 十 cho) EE + hu + ch uw SE 


+ {ch a 一 cos v) ER 


の (106) 
《十 二 ) 双 球 面 坐标 ,7, 史 
二 Decosg y= psing (107) 


が ーーー トー. (108) 
以 4, な の 方 基 球 面 汗 醒 変化 攻 国 4 衝 (a,eo) 和 (一 co ューg》 .pj 为 
(一 eo,eo). 对 >a 值 说 ;由 (108) 解 出 


oe = a vA a 

4 アデ cg アー pv a (109) 
/PT | 

4 だ 二 の ヴー ルッ ギー の 


对 ,<< 一 a 值 说 ,上 式 中 4 须 改 为 一 入 同时 < 改 为 一 x; 或 者 把 
ソ ギ デー ズ 政 カー ソ ギ ー〆 也 是 一 科 . 


ds = Hid¥ 十 Hd + pd, 10) 
其 中 
せ 村 
= HH ~ Fi 11) 


附 录 三 663 
作 変 換 
き an 
1 = 一 全 一 ， Pr= 一 一 一 . (112) 
ソー ュー" イータ 
变化 范围 上 为 (1,eo),7 为 (一 1,1). 代 入 (109) ,得 
ーー が a *ー 1 
相应 于 4 ご <0, ゾー1 取 人魚 値 . 
名 2 
di 一 -一 de 十 2 d 
’ (ーー の (ー ザ ) ば 一 が) 了 
cf 一天) 
十 -人 二 用 和 ー の 2 dw. (114) 
2 -| 3 る マニュ ー 1 ac 
vv の = 让 ve 1 先 を ーッ | 
dif1— | 1 3 ) - 
+ 区 | を Bn Te dg) NS 
男 一 种 双 球 面 坐 标 为 #,v,y; 与 #9 的 关系 为 
を ー ch gz。 站 一 cos si (116} 
变化 范围 z 为 (一 ce) 为 (0 与 ,py 的 关系 为 
4 スー gcothg。 A= acotwv, (1173 
a SIT T gshg 
ゲー ha Teov’ 「 chg 一 cosg 《1187 
2 ch ーー yz du? 十 de? + sinivdg). (119) 
‘(chr 一 cos ou) a i oF 
V や ー (Cch a ~ COs で ) Bul ch g 一 cos vw Bu 
十 ch wu COS UV a | Sin で oe 
Sin る dn ch i 一 cosr Oe | 
已 : 
十 デー 二 2 | 120) 
还 可 引进 变数 w ,及 ， 
2 , ーー ag 
る こよ よど デー ュー 121) 
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变化 范围 e 为 (一 1,1),8 为 (0,cc). 


i Vv 
«= th ッッ = tan 


2 日 


ニュ 十 @ ニュ ユー だ 
ーー (122) 
和 BO 一 ai) を et1 が #) 
a ーー or 十 座 村 a -一 在 3 十 が 昌 (123) 
z 一 a” 了 
ds e+ 記す の ) de 
+ (1 — dt dg}. (124) 
5 Ce 十 a) 9 (1 一 ey の ゆ 
V マニュ ロー RT が gl EF Be | 
| (e Fy 8 8 十 の ) 9@ 
ーー が 二 98 
十 -Ce 十 及) SS 25) 


22 だ 1 一 の )? 3〆・ 
(本 三 ) 环 面 坐标 かみ 
在 (十 二 ) 双 球面 坐标 中 交换 p 与 =, 得 
トー X= OD, y= SIN 《126) 
一 2497 十 良 ーーg (A= 十 a, (127) 
以 xp9 为 环 面 坐标 ,变化 范围 4 为 (ayce) ,wu 为 (一 covco) .由 
(127? 解 出 (适用 于 0) 


レー a VR 
一 人 和 
2 の ー ム ルッ ポ ー の 
《128)》 
gs セー 


トコ 


AV デア ー ム マギ テー ダグ 

对 于 zx<<0 说 , 须 把 上 式 中 的 天 一 于 改 为 一 マヤ ーg?. 在 形式 上 现 
在 与 (109) 式 一 样 (p 和 > 交换 ), 只 是 在 4 的 变化 范围 上 不 同 , 现 
在 4 总 是 大 于 e 的 正 数 . 

ds2 = HidX 十 Hild + dg, 129) 
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2 の 2 
HH 一 FE 2 ーー て 130) 
作 変 挨 
二 a 

= = : 《1311 

マセ 一 は ュー が 

亦 化 范围 总 为 (1yee),7 为 (一 1,1) .代入 (128) ,得 

_ave—l1 gy] 一 が 
2 ニー ター テ i Es 《132) 


对 于 ><0 说 . 式 中 ?和 vv1 一 有 须 同 时 分 别 改 为 一 ?和 一 1 一 入 
但 由 于 ?的 变 任 范围 有 鱼 值 , 故 对 ze で 9 说 ,只 要 把 v 1 一 严 改 为 
-1 一季 就 行 了 . 


dz 一 和 de 十 a dx 
(ーー 将) (1 一 PE 3 
2rA2 
+ hay (133) 
3 ーー の? 9 光一 19 ゆ 
VOT | 直人 三 区 | 
_ /TRV 2 | 
+ イー 
] の の 
Gn DE の 3p. 3 


另 - -种 环 面 坐标 为 wp: 辽 与 二 的 甘 系 为 
t=chu, 7 カーcos U, (135) 
变化 范围 # 为 (0,ce),o 为 (一 rr) ,或 者 是 (0,2r). 与 4p 的 关系 
与 4117) 一 样 . 


好 sha a Sin vw 


FT rr hh Cos の (1356) 
2 加 他 _ 。 。 。 
ds (chg 一 cos っ (de + de + shfzd の は (137) 
V 2 の hw eos (hu cos Dj shu 9 の 
ー 人 sh g Gulch tr 一 cosm Ou 


666 特典 区 数 概论 


2 
と ch g ー COS り 过 十 5 2 138) 
还 可 引进 变数 和 有 ,与 (121),(122) 一 样 , 但 变化 范围 改 了 ， 
e 为 (0,1) ,各 为 (一 ceo:oc) 
の ee 二 有) 之 和 1 一 把 ) 
っ ?a FF 
= td 十 Bsdee 


4 (1 oe)dP 上 ell Fdg}. (140) 
tp)  9red 一 me) 8 
ge(1 一 @ の )(1 + PB): 去 ew 十 万 了 | 
(ef 十 a) 9 [3 十 が 等 | 
ge(1 — et FY Bl e+e 8g 
(+ FP 
a + BY: 9〆^ 


4 (ch g cosvw) 


(139) 


ds? 


Y :名 一 


十 


{141) 
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符 号 


am g 520 

gstg) 马 直 方程 的 本 征 值 611 
argz 复数 = 的 辐 和 角 22.29 

Aitz) 爱 里 积分 (函数 ) 427 
beitx) 汤姆 孙 ( 开 耳 芬 3 函数 ”366 
bei,(z) 汤姆 孙 ( 开 耳 芬 ? 丽 数 367 
ber(r) 饭 姆 孙 ( 开 耳 芬 ) 函 数 366 
ber,tz)》 詳 暴 環 ( 井 耳 募 ) 画 毅 367 
b。(o) 马 委 方程 的 本 征 值 611 

B。 伯 支 利 数 2 

BI を ) 二 阶 " 次 伯 努 利 数 多 项 式 41 
cdg 雅 氏 林 圆 函数 521 

cests) 马 丢 芽 数 613 

ch x 双 昌 余弦 困 表 40 

cng 雅 氏 桶 医 函 数 520 

esg 和 雅 氏 椭圆 说 数 ”521 

coth sz 須 曲 祭 切 画数 378 

Cea(z) 変型 王寺 画数 ”8642 

Citz) 余 强 积分 阴 数 335 

C(xz) 特种 奈 多 项 式 , 盖 根 保 尔 多项式” 268 
Clz) 盖 根 保 尔 函数 284 

dcg 雅 氏 棋 阁 画 歼 ”521 

dng 雅 氏 椭圆 画 数 520 

dsv 雅 氏 精 圆 函数 521 

Dtz) 抛物 线 柱 函数 312 

errtares 三 次 方程 的 根 ( 外 氏 形 式 ) 451 
erf x 误差 函数 324 

erfe z 人 杂 误 差 函 数 324 


符 号 
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E {第 二 种 ) 完 全 椭圆 和 分 541 

Eee) 勒 让 德 第 种 桶 图 积分 541 

F， 欧 勒 数 5 

Er) 欧 勒 才 项 不 5 

E(xz) 指数 积分 函数 ”325 

Em”tp) (第 一 种 ? 拉 梅 图 数 588 

FrP(z) 实 周 期 拉 梅 画 数 590 

Fit 一 x) 指数 积分 函数 326 

Es7(s) 实 周 期 拉 梅 函数 590 

E (zy tn 阶 + 次 ) 砍 和 勒 多 项 式 43 

Fles83,Y,z) 起 几何 函数 , 超 儿 何 级 数 132 
:PitarBi7Yiz) 超 几 何 函 数 , 超 几何 级 数 ”132,186 
FY 阿 培 耳 二 元 超 儿 柯 函 数 ”188 
Fl YY yy) 阿 培 耳 :元 超 几 何 画 数 188 
Fila ee ry 阿 培 耳 _ 元 超 几 何 盟 数 189 
Fa Ty) 阿 培 耳 一 元 超 几 何 羡 烧 189 
Fta,Y,z) 合流 超 几 何 淫 数 , 库 末 级 数 289 
F*( ぁ ) (第 二 种 ) 拉 梅 函 数 588 

Fla ae 广义 超 几 和 何 级 数 
gssgs 外 氏 桶 園 画数 的 不変 量 460 

Crayiz) 秀 球 番 画 数 581 

BY 高 斯 变换 333 

Pe) 球 贝 塞 耳 函 教 368 

he) 球 贝 塞 耳 国教 368 

hei,(z) 汤姆 孙 ( 开 耳 共 ) 靖 数 367 

her。tg) 汤姆 种 (开秤 芬 ) 沿 数 367 

He.(z) 厄 密 多 项 式 318 

Htx) 上 挨 密 多 项 式 , 厄 密 函 数 317 

try 齐 次 精 球 请 函数 58i 

H'"(z) 汉 训 耳 函 数 359 


186 
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HI (e) 汉 克 耳 函 数 359 

Im(z) 复数 :的 虚 部 146 

Ltz) 第 一 美彦 型 ( 慮 款 量 ) 見 寒 生 画数 364 
Jts) 球 四 鶴 耳 画数 367 

Jtz) 由 塞 耳 函数 ”339 

上 雅 氏 梢 加 函数 的 模 数 500 

& 雅 氏 棋 贺 郴 数 的 余 模 数 590 
keir(z) 汤姆 卫 ( 开 耳 芬 ) 画 数 367 
ker,tz) 漓 婚 孙 ( 开 嫩 芽 ) 函 教 367 
K,K 第- -类 ) 全 椭圆 积分 5oo 
K.(z) 第 二 类 变型 (和 麻 宗 量 ) 存 塞 耳 函数 365 
iez) 对 数 积 分 函数 325 

Ir) 拉 划 从 多项式 319 

Ltz) 广义 拉 革 和 尔 多 项 式 319 
(の) 投 氏 換 式 328 
Mrs(z) 趣 率 克 画 雪 291 

ne x 雅 兵 椭圆 师 数 521 

nd x 雅 氏 椭圆 函数 ”521 

nitz) 環 見 雲寺 画 敷 368 

nsg 應 氏 横 岡 環 数 521 

[z/21 不 超过 』/2 的 起 入 整数 6 


| 2 二 项 式 展开 系数 6 


Ne) 诺 埃 曼 也 数 ”本 书 不 用 ) ,参看 Y.tz) 
口 ,lft) 诸 声 抽 多 项 上 成 101 

FPP(r) 第 一 类 连带 勤 让 德 毅 数 228 
PCs) 勒 让 德 名 项 式 208 

Pr) 雅 叮 毕 多 项 式 { 本 节 丰 用 ) 168 
P ire(r) 钾 函 数 286 

Ptiy 10 

prtz) 第 一 类 连带 勒 让 德 函 数 241 


357 
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Ptz) 外 氏 椭 贺 函 数 157 

Q7 tr) 第 二 类 连带 靳 让 德 琢 数 229 
Q.tr) 第 二 类 勒 亡 德 函数 220 
Q-dy.rtr) 锥 函数 286 


Qtz) 第 二 荣 连 带 勒 让 德国 数 245 
Rets) 复数 的 实 部 34 

seg 雅 氏 椭圆 因数 521 

sdg 雅 氏 稼 囲 画 帝 221 

wechz 双 曲 正 割 画 鞍 5 

se。【z) 本 入 函数 613 

sh ez 基 曲 正 蓄 画数 126 

sng 雅 氏 畏 画 函数 520 

Senfs<) 变型 马 于 函数 642 

Sitz) 正弦 积 分 敬 数 ”336 

Sr( の e) 』 泌 球 国 凌 本 数 236 
Ss) 強 定 密 項 式 319 

th > 双 曲 正 切 西 数 377 

T(z) 算 一 类 切 比 谢 卖 多 项 式 168 
Utr) 第 二 迷 著 比 谢 去 密 项 式 201 
Wintz) 种 泰克 函数 296 
Yo (月 一 化 的 ) 球 面 革 画数 238 
Y(tz) 第 类 岂 窒 耳 沙 数 355 
Z(x) 柱 沙 数 358 

Z(g) 512 

RC( ぁ xg) 第 -类 网 勒 并 分 99 

7 欧 靳 常数 ”12.93 

Y(rrz) 不 完全 伽 馬 画 飲 325 
FT(z) 人 悟 号 南 数 90 

Bm 直球 内 真 る 符号 36 

er 351 

KCsD,K(sre) 里 过 发 琴 数 110.111 
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E(z) 外 氏 《 丽 数 462 

hts) 球 贝 赛 六 函数 368 
Hz) 雅 可 毕 式 塔 函数 512 
Co) 488 

Ag) 式 塔 蝴 数 ”190 

9 BO) 491 

tw) 此 塔 函 数 ”1490 

ga) 雅 叮 毕 臣 塔 孙 数 512 

四 ft 記 普 電 多 項 式 410 

(A 132 

Ats) 六 拉 梅 第 数 590 

rtz) 末 時 画数 129 

Cp あぁ) 369 

ILgic) 勤 让 逢 第 三 种 顶 图 积分 542 
te) 464 

tz) 465 

*。 伯 努 利 数 2 

wstr) 伯 茵 利 儿 项 式 1 

ex) 人 贿 蕊 函数 对 数 微 商 103 
烛 (z) 《第 一 类 )? 球 贝 塞 耳 函数 368 
于 Ca,7,z) 山科 米 画数 298 
nu.(i 第 二 类 庶 埃 坚 多 项 式 443 


索 引 


に 画 韦 怕 CWeber} 方 程 73,311.,312 
亏 数 381 积分 395 
广 沁 和 仁 氏 系数 ”37 记 塞 耳 耳 数 337,338.341,351 
旨 素 (Marhien) 方 租 ”87,601 (第 二 美 ) 355 
号 寺 画数 601 “第 三 类 359 
(变型 3 642 (変型 成 虚 宗 量 ) 364,365 
马 格 努 斯 (Magnus) 加 法 公式 330 ( 球 ) 367 
愛里 (Airy) 税 分 427 中 楽 生 不等式 37 
由 塞 芋 (Bessel)? 方 程 311.337 
四 画 虚 款 重 方 程 365 
开 耳 区 CKelvin) 函 数 368 
开 普 其 (kepler} 方 程 406 五 画 
应 密 {Hermite} 方 程 ”74, 82, 311，; 正 交 归 一 化 手续 38 
315,317 半 纯 蜂 数 16 
尼 密 多 项 式 ?5.318 平均 收 和 部 37 
应 审 公 式 114 玉 丹 KCardar) う 公式 646 
厄 密 活 数 ”317 汉 克 年 tHankel} 生 歼 359 
无 穷 乘积 21 祝 克 耳 积 分 公式 392 
无 穿行 列 式 622.626 ま 普 坦 (Kapteyn) 展 井 406,445 
去 洗 开 (Floquet) 解 ”601 卡 普 坦 多 项 式 410 
去 罗 比 尼斯 (Frobenius) 59,307 正则 解 54 
巴 恩 斯 (Barne*} 围 道 ”151 正则 奇 点 55 
世 恩 新 引 理 159 求 壮 (Mebius) 員 数 129 
出 前 5Binet 公式 1061118 末 非 !(Murpkyy 表 这 式 209 
切 比 谢 夫 和 eipnnew) 多 项 式 168 瓦特 孙 i Watson}3[ 理 33 
切 比 谢 夫 田 数 (第 二 奖 } 201 恒 利 (Wallis? 乗 科 96 
级 线性 伴 式 7 外 示 新 特 嗣 新 (Weierstrass) 質 因子 
双 周 期 是 数 454 定理 26 


基 有 理 変哲 482 外 氏 楠 園 画数 4150,458 
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加法 公式 
伯 镭 利 (Bernoulliy 多 项 式 5 
欧 勤 {Euler) 名 项 式 42 
勒 直 德 tLegendre) 隐 数 
261,264,276 
由 塞 耳 (Bessel}) 函 数 352 
针 开 CWeierstrass) 梢 圆 函 数 , 也 
数 ,o 英 数 ” ”472,473 
心 增 沙 数 495 
雅 氏 (Jacobi2 林 辕 函数 
画 数 号 (ay 547 
合流 超 凡 何 画 数 331 
音 根 保 示 (Gegenbauer) 多 項 式 
268 
生成 員数 
介 努 和 (Bernoulliy 多 项 式 1 
欧 勒 (Eutier) 多项式 5 
雅 可 毕 (Jacobi} 名 项 式 


235， 


52 人 8 


166 


切 比 谢 去 CUenpmneny 多 项 式 168， 
201 
靳 让 花 (Iegendre} 名 项 式 211 


盖 杠 保 尔 (Gegenbauery 才 项 式 
268 

第 二 类 勒 让 窟 函数 274 

摧 物 线 柱 滑 数 315 

厄 密 (Hermite) 名 项 式 318 

广 各 拉 革 尔 (Laguerre) 儿 项 式 
319 

中 塞 耳 (Besscl} 函 数 351.,422 


六 画 
有 理 分 式 展开 16 


米 塔 格 - 累 去 勒 (Mittag-Leffler) 定 理 
17 

合流 形式 (微分 方 程 ) 65 

合流 超 几 何 函 数 288 

记 姆 稚 兹 (Helmholtz) 方程 
635 

次 常规 解 75 

达 布 (Darboux 公式 7 

启 姆 孙 (Thomsony 图 数 364 


501 , 


七 画 
希 征 (CHil) 方 程 602,623 
希 拱 夫 利 (Schlafli) 积 分 212.244 
拠 物 雌 柱 上 画 数 312 
独 尼 (Dini) 展 开 445 
犹 里 希 累 (Dirichlet) 积 分 
伴随 方程 77 
伴随 算 符 ?7 
完备 关系 37 
完备 函数 组 37 
伯 努 利 CBernoulli} 数 ”1,9,21,116 
怕 毗 利多 项 下 1,8,10.40,4],42， 
113 
隔 培 耳 CApnell) 画 数 189 
库 末 {Kummer) 方 程 288 


102 


席 末 歯 数 289 

库 末 公式 189 

誠 末 変換 (公式 ) 290,326 
人 画 


欧 勅 税 分 (第 一 美 ) 99 
欧 勤 変換 83 


引 675 


政 勒 数 5.45 
欧 勒 求 各 公 态 8 
欧 勒 常数 ”12,94 
欧 蒜 (Fuler) 吉 项 式 5,42 
周期 平行 四 边 形 455 
非 正 则 奇 点 55 
单行 曲线 481 
届 科 米 (Tricomiy 画 教 298 
帕 色 伐 (Parseval) 等 式 37 
允 巨 烙 (Rodrigues 公式 211 
拉 普 拉 斯 {1.aplace) 方 程 206,236, 
570 
拉 普 拉 斯 型 微分 方程 
拉 普 拉 斯 级 歼 240 
拉 氏 变换 78 
拉 格 并 日 (Lagrange) 
展开 公式 ”13.374,378 
拉 梅 {Tame) 方 程 86,570 
CL) 65 
控 梅 函数 571,573,575,576.579 
‘第 二 种 ) 587 
(に 叉 ) 589 
(周期 590 
拉 革 尔 (Laguerre) 方 程 311,318 
辽 革 尔 多 项 式 319 
《 广 吧 ) 319.322,334 
变换 
分 式 线性 变换 57 
拉 氏 TL.aptace) 変 岳 78 
臣 莉 Puler) 交 換 835 
寂 有 有理 変 摘 482 
虚 变 换 503,531,547 


?8 >326 


虚 模 数 恋 換 533 
高 斯 (Gauss] 变 的。 333 
朗 登 cf.anden) 型 变 挠 
范 数 38 
质 因 子 25 


506 50 


九 画 
只 第 (Hardyi 公 式 440 
指标 方程 56 
理 喘 末 (Pechhammer) 国 道 101 
孝 国 tHeun}) 方 程 600 


十 画 


倍 特 曼 (Bateman) 展 开 公 式 。431 
. 倍 滋 解 51 


高 斯 CQGauss) 变 换 333 


' 格 喇 大 (Graf) 公 式 385 


格 药 歌 尔 (Glaisher) 符 寻 521 
特征 指标 605 

索 宁 (Sonine) 禾 项 式 319 

索 宁 有 限 积分 公式 389,391 

索 宁 - 盖 根 保 尔 (Gegenbauer) 公 式 
391 

華 注 公式 

伽 紀 画数 95 

欧 勅 (Euler) 多 項 式 42 

怕 妮 利 CBernoulli} 和 多项式 40 
合流 程 几何 函数 ”331 

朗 登 Janden) 型 塵 換 506,510,553 
逐步 求 近 法 47 

递 推 其 系 (公式 ) 

恒 努 利 (Bernouli) 教 2 


676 


特殊 函数 概论 


伯 努 利多 项 式 41 
欧 勒 (Euler) 数 6 
合 马 函数 90 
超凡 何 函数 132,198 
合流 超 几 和 何 函数 290,326 
切 比 谢 志 (Hespnren} 多项式 168 
抑 物 寺 柱 画数 315 
地 密 て Hermite) 多 項 式 318 
拉 革 尔 (Laguerre) 务 项 式 319 
中 塞 耳 函数 340 
変型 見 塞 生 画数 364 
柱 員 数 358 
球 贝 塞 耳 函数 368 
庶 埃 有 (Neutnann) 客 项 式 
443 
盖 根 保 尔 (Gegenbauer) 多 项 式 
268 
勒 让 德国 数 225,233,276,283 
诺 埃 及 (Neumann}) 隔 数 ”357 
庶 霸 曼 展开 403 
诺 埃 曼 多 项 式 404,443 
诺 埃 受 积 分 公式 423 


404, 


十 一 画 
盖 根 保 尔 (Gegenbauer) 多 项 式 
268,284 
盗 根 保 償 加法 公式 387 
盖 根 但 尔 展开 443 
盖 根 课 尔 函数 284 
勒 让 蕉 (legendre) 方 程 206 
(連帯 方 揚 ) 87,206,228,241 
動 着 徳 多項式 207:210,214,333 


勒 让 知 画 数 206.243 

( 逢 帯 画数 ) 228,241 
(第 二 美 ) 219,245,274 

勒 让 医 级 数 217 

勒 让 攻 精 图 积分 500,520 
(第 二 种 ) 541 

(第 三 种 ) 542 

惑 让 稚 关 系 547.556 

勒 赫 5Lerch) 变 换 公式 129 

常 点 (微分 方程 ) 46 

常规 解 71 

球面 谐 函 数 

溺 近 展开 
何 马 画 数 106,108 

超 几 何 函 数 182 

蔓 让 存 (Legendre) 阵 数 265 

恵 素 克 (Whittalker) 画 数 296 
合流 起 几何 炒 数 ( 库 示 (Kummer) 
函数 ) 306,307 

抽 特 线 柱 函 数 3t2 

由 塞 尔 (Bessel) 函 数 375 

雅 可 毕 (Jaeobi) 才 项 式 202 

马 撤 (tathieuy 方 笠 的 解 630 


238 


十 二 画 
牲 可 時 (Jacobi) 送還 式 
202 
雅 氏 椭圆 画 数 451,457,500 
唯 氏 下 変 換 503 
患 杰 克 (Whittaker) 方 程 291 
惠 紊 克 函 数 292,296 
惠普 耳 CWhipple) 变 换 286 


164s 166, 


引 | 677 


斯 特 令 fStirling) 公 式 108 
斯 托 克 斯 (Stokes)? 方 程 87 
斯 托 克 斯 现象 ”304,370 

最 陡 路 径 372 

最 陡 下 降 路 径 372 
最 陡 下 隆 法 371 

起 几何 函数 ”132 

起 几何 级 数 ”132 

CL) 186 

羡 拉 纳 (Plana} 求 和 公式 114 
椭 球 谐 函 数 579 

椭圆 积分 (第 一 ,二 .三 种 } 430 


居 期 453 

勒 让 臣 (Legendre) 500。 S520, 
541,542 

模 数 509 

祭 模 500 

全 梓 图 积分 500.524 


桶 賠 画数 450,455 


針 氏 CVWWeierstrass) 450.458 
雅 氏 (Jaceobi) 451,457,500,520 
阶 455 

零点 456 

不 变量 ”460 


外国 人 名 対照 索引 


Airy 愛里 427 

入 ppell 阿 培 耳 189,.204 

Barnes 巴 恩 斯 ”148,159,295,302 
Bateman 憶 特 最 431 
Eernoulli 和 怕 努 利 1,49 
Bessel 由 塞 耳 37,87,311,337 

Rinet 比 定 “106,118 

Cardan 卡 丹 545 

Darhoux 达 布 7 

Dini 狄 尼 446 

Dirichlet 狱 里 希 累 102,257 

Euler 欧 勒 5,7;,12,78,83.90,92,99,119 
Floquet 夫 洛 开 604 

Fourier 情 里 叶 37,415*5104556，607 
Frobenius 去 加 比 尼 斯 59 

Fuchs 杰克 斯 ”62,684,66,89 

Gauss 高 斯 333 

Gegenbauer 盖 根 保 尔 268:284;391,，399,443 
Glaisher 格 莱 区 尔 521 
finursat 古 萨 173 

Graf 格 喇 夫 385 

Hankel 汉 克 耳 359。363,392 
Hardy 哈 第 440 

Felmhaltz 朗 姆 涂 世 ”601.6535 
Heine 海 選 588 

Hermite 厄 密 7,116.311、317 
Heun 都 因 600 

Hill 希 耳 622,623 


人 国人 各 对 由 索引 


Hurwirz 再 筐 北 111 

Jacobi 维 吕 毕 ( 雅 氏 ) 164.202,4]17?,503,512,520,531 
Jordan 约 当 490 

Kapteyn 下 苦 坦 406.,445 

Kelvin 开 耳 劳 366 

Kepler 开 普 勒 ”406 

Kummer 库 末 126;180,288,326 
Lagrange 拉 格 庆 日 13 

Laguerre 拉 革 尔 311.318 

Lame 控 梅 65,.86,565 

Lander 斋 登 595,532 

Laplace 拉 普 拉 新 ( 拉 氏 ) 33.78.213.240、256328,549 
Laurent 党 浪 52 

Leffler 黑 洋 惑 16 

jegendre 勤 壮 徳 69.87.206.500.511.547 
ILerch 勤 菊 129 

Liouwille 剤 召 625 

acRobert 霉 克 罗 析 18+ 

Magnus 蕊 格 努 斯 ”330 

Mathieu 蕊 二 B87 ,601 

Mehler 梅 勒 257 

Mellin 梅林 78.284 

Mirtag 米 塔 格 17 

Mabius 末 129 

Murphy 末 非 ”209 

Neumann 诺 埃 刁 ”222,227 357,403423、443 
Niven 尼 文 581 

Parseval 帕 色 全 37 

Plana 普 拉 纳 111 

Pochhammer 下 有 蛤 末 101 

Poissen 泊 松 353 

Riemann 里 曼 110.120 
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Rodrigues 多 巨 格 210 

Schafheitlin 夏 夫 海 特 打 395 

Sehlatli 希 主 夫 利 212,244 

Sonine 索 字 319,389.391,399 

Stirling 斯 特 令 108 

Stokes 斯 托 克 斯 87,306 

Struve 斯 略 鲁 绒 393 

Sturm 斯 突 本 578,600 

Themson 说 姆 乔 366 

Trieomi 出 科 闪 298 

Wallis 下 利 96 

Watson 瓦特 孙 33 

Weber 韦伯 87,311,312,395 
Weierstrass 外 尔 斯 特 量 斯 < 外 氏 】 24,26,94,450,467 
Whipple 惠普 耳 286 

Whittaker 惠 厂 克 291,292,206,310,323 
afpmnen 其 比 谢 夫 ”168,201 


出 版 后 记 


1999 年 春天 ,我 见 到 赵 凯 华 先生 ,他 称 鞠 * 北 京 大 学 物理 学 从 
书 3》 是 一 套 高 水 平 ,高 质 旱 的 好 书 , 并 建议 我 将 王 御 溪 、 剖 敦 仁 先生 
1965 年 合 著 的 特殊 范 数 屋 论 》 也 收入 # 太 书 》 他 说 :* 这 样 一 来 ， 
理论 物理 方面 的 教材 系列 就 完备 了 -.?” 

赵 凯 华 先生 扔 建议 得 到 4 乓 书 》 编 委 会 主任 离 常 寿 先 生 的 将 
加 :我 便 去 郭 就 仁 先 生 冢 征求 他 的 意见 . 郭 先 生 谈 了 两 点 ; 一 是 该 
书 1989 年 曾 在 新 加 坡 世 办 科技 出 版 社 出 这 英文 版 ,英文 版 书 已 改 
正 了 上 原 书 中 的 一 些 讲 误 . 如 北 太 出 版 社 要 再 版 ,最 好 请 人 根据 英文 
版 校订 . 二 是 该 书 出 黄 文 版 时 主任 溪 先 生 已 去 世 ，, 是 王 先 生 的 儿子 
王 世 湖 签 的 约 , 这 次 也 要 请 他 作 主 , 郭 先 生还 建议 我 请 北大 物 理 系 
的 刁 岩 试 , 周 油 宁 两 位 邯 授 来 做 以 订 工 作 . 

承蒙 郭 先 生 和 王 世 湖 先生 给 我 签 了 授权 蔬 . 考虑 到 该 书 1965 
年 是 在 科学 出 版 社 出 第 一 版 的 ,我 便 男 告 科学 出 版 社 ， 我 社 已 将 
该 书 列 入 《北京 大 学 物理 学 以 书 》, 并 附 上 两 位 先生 授权 节 的 复印 
件 . 

感谢 吴 崇 波 , 周 治 宁 更 位 王 授 对 妓 黄 文 版 任 纽 认真 地 纺 订 了 
全 书 . 再 版 时 ,我 刀 图 保留 率 书 风 禾 ,但 考虑 有 到 国家 标准 埠 定 竺 殊 
函数 和 和 菜 些 符号 更 用 正体 表示 , 故 只 得 照 标 准 行车 . 书后 的 笔画 索 
性 按 & 新 华 字 与 C1998 年 修订 本 ) 做 了 调整 ,以 便 污 者 查阅 . 


周 月 梅 
2000 年 5 月 


